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Resumen: En esta contribucion presentamos el desarrollo de un modelo adaptable, para lograr
el consenso en el volumen de tréfico en una red de trafico vehicular. Se considera que la dindmica
del nodo esta dada por la variacién en el tiempo del volumen existente en una avenida. El flujo
en cada nodo se adapta para lograr el consenso o alcanzar un flujo de equilibrio en cada nodo.
Esto se logra en todos los nodos de la red y es debido a la interconexién. De esta manera tenemos
un modelo macroscopico de la dindmica de cada nodo interconectado, luego se construye una
red de nodos, donde se busca el consenso en los flujos a pesar de algunas variaciones en los flujos
de entrada, asi la dindmica modelada nos representa el flujo de cada nodo interconectado.
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1. Introducciéon

La teoria del flujo de tréfico, la cual nos describe la relacion
entre los parametros béasicos del flujo de trafico, como el
volumen, la velocidad y la densidad, utilizando principios
matematicos o fisicos nos proporciona una base tedrica
para la planificacién y gestién del trafico (Treiber and
Kesting, 2013). Los departamentos de transporte utilizan
informacién sobre los tiempos de viaje actuales, asi como
los proyectados para ajustar las mediciones y los seméfo-
ros. Los viajeros utilizan los tiempos de viaje proyectados
para hacer planes de viaje y ajustar los horarios de salida,
el tipo de transporte y la ruta. Los tiempos de viaje
estimados se desarrollan utilizando modelos de flujo de
trafico que comienzan con observaciones sobre velocidad y
densidad para desarrollar la estimacion de la capacidad de
la carretera, basandose en estimaciones de densidad y flujo
de corriente (Polson and Sokolov, 2014). La teoria de mo-
delado y flujo de trafico se inicié en la década de 1930, por
primera vez por la US-American Bruce D. Greenshields
(Bretti et al., 2007). Sin embargo desde la década de 1990,
el campo ha ganado una considerable atracciéon ya que la
demanda global del trafico ha aumentado y mas datos, asi
como un facil acceso a la potencia de calculo se ha hecho
disponible (Treiber and Kesting, 2013)(Bretti et al., 2007).
Los modelos de flujo de trafico se categorizan con respecto
a varios aspectos:

Nivel de agregacién (la forma en que se representa en la
realidad), estructura matemética y aspectos conceptuales.
Nos centraremos en los dos modelos principales siguientes:

e Modelos macroscépicos
e Modelos microscopicos

Los modelos microscépicos incluyendo los modelos de
seguimiento de coches y la mayoria de los autématas
celulares (CA), describen individualmente las particulas
vehiculo-conductor, que colectivamente forman el flujo de
trafico (Elefteriadou, 2014).

Estos modelos describen la reaccién de cada conductor
(aceleracion, frenado, cambio de carril) en funcién del
trafico circundante. Los modelos macroscépicos describen
el flujo de trafico de forma andloga a liquidos o gases
en movimiento, de ahi que se llaman modelos hidrodi-
namicos. Las variables dindmicas se agregan localmente,
cantidades tales como la densidad de tréfico p(x,t), de
flujo Q(x,t), la velocidad media V(z,t), o la variacién
de velocidad (Kerner, 2009). Debido a que la agregacion
es local estas cantidades varian generalmente a través del
espacio y tiempo, es decir que corresponden a los campos
dindmicos. Asi, los modelos macroscépicos son capaces de
describir fenémenos colectivos tales como la evolucién de
las regiones congestionadas o la velocidad de propagacion
de las ondas de trafico (Barceld, 2010). La teoria de flujo
de trafico se ha venido estudiando desde 1930, con avances
considerables en este tema, por ejemplo la utilizacién del
modelo de flujo de trafico LWR es una ecuacién diferencial
parcial que nos indica que el flujo es funcién de la posicién
y el tiempo (x,t), de donde la densidad es modelada en los
cruces, cada cruce se considera como un nodo, y se modela
la dindmica de los nodos (Treiber and Kesting, 2013), es
decir la densidad en el cruce. Se han realizado andlisis
bayesiano del modelo de flujo de tréfico en base al modelo
LWR con caracteristicas similares (Polson and Sokolov,
2014). Modelos de nodos y enlaces para simulacién de flujo
de trafico de red, de igual forma considerando los nodos
como cruces, en donde se modela la dinamica del flujo
(Astarita, 2002).

En este trabajo utilizamos un modelo macroscépico para
representar la dindmica del flujo de trafico considerando
la interaccién con los nodos que lo influyen, sin embargo,
la dindmica no es modelada en los cruces si no que es
modelada en la unién de los cruces, esto permite entonces
tener la dindmica del volumen en las avenidas, de donde
se busca lograr que todas las avenidas tengan el mismo
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Figura 1. Diagrama general considerando flujo en dos direcciones.

volumen, de aqui el problema del consenso en el volumen
de las calles conectadas.

Las redes complejas comprenden un area de investigacion
interdisciplinaria emergente que dispara mucha atenciéon
de fisicos, matematicos, bidlogos, ingenieros, informaticos,
entre muchos otros (Silva and Zhao, 2016). Las estructuras
de red complejas describen una amplia variedad de siste-
mas de alta importancia tecnologica e intelectual, tales
como internet, sistemas bioldgicos y quimicos acoplados,
redes financieras, sociales, neurales, redes de comunica-
cién, redes de trafico (Amaral and Ottino, 2004).

La representacion de datos en redes complejas nos permite
unificar la complejidad estructural y las diversidades de
vértices y conexiones. Varias preguntas relevantes surgen
cuando se investiga la dindmica en redes complejas, ta-
les como aprender cudn grandes conjuntos de sistemas
dinamicos que interactian a través de una compleja to-
pologia de cableado pueden comportarse colectivamente.
Sin embargo, algunos trabajos revelaron que muchas redes
reales poseen diferentes tipos de topologias, como escala
libre, el mundo pequeno entre otras (Wang Xiao Fan,
2003). De esta manera, la topologfa de red desempena un
papel importante en el sentido de que afecta las funciones
del sistema representado. Por ejemplo, la estructura de
las redes sociales afecta la informacién y las velocidades
de propagacién de la enfermedad, la topologia de una
red financiera puede amplificar los choques de diferentes
maneras y la disposicién de las redes eléctricas en redes
puede afectar la robustez y estabilidad de la transmision de
energia (Lotero-Vélez, 2014). En este trabajo mostramos
el consenso en el flujo de una red de trafico, a través de la

interconexion con todos los nodos. Bajo las consideraciones
en el flujo y pardmetros del sistema.

En esta aportacion nuestra propuesta es analizar la dina-
mica del volumen en cada calle (los nodos) para llegar a un
equilibrio o consenso en toda la red, en base a un modelo
simple, el cual nos permita entender el comportamiento del
sistema de una manera clara, y a su vez nos permite anadir
caracteristicas o propiedades para formar un sistema mas
complejo con mas caracteristicas que nos permitan un
mayor andlisis del comportamiento de una red de flujo.
Es importante notar que en este caso lo que nos interesa
es mantener el volumen en consenso, a pesar de diferentes
flujos volumétricos en las entradas.

2. Modelo de una red dindmica

Una red dinamica tipica que consiste en N nodos idénticos
conectados o acoplados, es representada por la siguiente
ecuacion de estados

N
x’i:f(mi)+c2aijf‘zj, i1=1,2,---,N. (1)

j=1
donde x; = (z1,%i2,-- - ,Tin) T € R™ es el vector de estados

correspondiente al nodo 7, la constante ¢ > 0 representa la
fuerza de acoplamiento entre los nodos, I' € R"*"™ es una
matriz constante 0 —1 que vincula variables acopladas. a;;
nos definen la conexién en la red. Si existe una conexién
entre el nodo ¢ y el nodo j entonces a;; = aj;; = 1. En caso
que no existe conexién entre el nodo i y el nodo j entonces
ai; = aj; = 0. La matriz de acoplamiento A = a;; € R™*"
representa la configuracién de conexiones de la red (Wang
Xiao Fan, 2003). En nuestro caso, el modelo de flujo de



trafico, la red dinamica es representada por la variacion del
volumen en la calle sin considerar fuentes o sumideros, en
tal caso la funcién f(z) no existe y lo que queda entonces
es la conexioén entre las calles dada por los balances de los
flujos de entrada y el flujo de salida. Si se consideraran
fuentes o sumideros los modelos de dichos fenémenos se
representan en la funcién f(z).

3. Planteamiento de problema

Para iniciar el estudio establecemos las siguientes suposi-
ciones:

S.1 Los flujos en cada nodo son continuos en el tiempo.

S.2 Los flujos en la salida, se dividen en cantidades iguales.

5.3 No existe acumulacion en el interior.

S.4 La configuracién del sistema se muestra de manera
general en la Figura 1

Figura 2. Representaciéon en forma de grafo para un
segmento de dos cruceros.

La suposicién S.1 considera que los flujos no se interrum-
pen, lo que permite el andlisis y la obtencién del consenso.
La suposicion S.2 cada flujo de salida es dividido en partes
iguales mediante un parametro hacia el nodo o calle si-
guiente, sin embargo, este parametro puede tener su propia
dindmica. La suposicién S.3 indica que los vehiculos que
ingresan salen, es decir no existen ni fuentes ni sumideros,
sin embargo en modelos posteriores pueden ser agregados.

Consideramos una red compuesta por n nodos (calles), los
cuales estan interconectados con méas nodos que son las
calles que lo conectan, y analizamos el flujo en cada nodo
el cual esta interconectado con todos los nodos.

La configuracién establecida para representar la dindmica
del modelo de flujo de trafico se muestra en la Figura 1,
de manera general considerando flujo en dos direcciones.

Donde m representa la cantidad de avenidas horizontales,
z la cantidad de avenidas verticales, a la cantidad de
nodos (calles) horizontales y b la cantidad de nodos (calles)
verticales. n = 2ma + 2xb representa la cantidad total de
nodos.

Un caso particular de esta representacion general, es el
caso de 14 nodos, la dindmica de 14 flujos representado

como grafo dirigido se muestra en la Figura 2.
Asi como la interconexioén de los nodos (calles) se muestra
en la Figura 3
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Figura 3. Extracto de Figura 1, para el caso de 2 avenidas
que cruzan una avenida.

Las ecuaciones de la dindamica de flujos son las siguientes:
donde af va incrementando, desde 1 hasta a y bf va
incrementando, desde 1 hasta b

Vj = fej —w; /U
Vi = P W(ama—2a+af) \/U(@ma—2a+af)

+ 4 Wamat2sb—20+bf) /V(2mat22b—26+bf)

7 W(2mat22b—b+b1) \/V(@mat22b—bt+bf) — Wi/Vi
Wy = Ki(e(v)) wy

donde i = {2,3,5,6,8,10,12,14}, j = {1,4,7,9,11,13},
1={1,2,---,14}, 2 ={1,2}, m={1}, a=3 y b=2.

V; .— representa la dindmica donde se encuentra un flujo
de entrada externo.

Vi .— representa la dindmica interna, donde no existe flujo
de entrada externo.

W;.— representa la dinamica de adaptacién, la cual nos
permite llegar al equilibrio o consenso.

fej.— representa el flujo de entrada externo.

K; € R.— Es un parametro de ajuste, nos permite reducir
el tiempo transitorio.

p,q,r € [0,1].— representa la proporcién de vehiculos que
se distribuye de cada nodo estando en el intervalo de [0, 1].
La representacion para el i-ecimo nodo es la siguiente:

N
‘}; = —w; \//i;irﬁ* :E:: Clij‘il}j'ww//izgr‘*'7t
j=1
N
11)¢ = }CYAJi :E:: (Li]“{;
Jj=1

donde 1 =1,2,...14, y se ha incluido la ecuaciéon para ajus-
tar el parametro w; que esta en funcion de las desviaciones
de los volumenes entre los nodos conectados y u es una
entrada externa de flujo. De donde se identifica para la
red en estudio la siguiente matriz



—10 0 0 0 0 0 OO O 0 O O
1-30 0 0 01 01 0 0 0 O
01 -30 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0O 0010 0 0 0 0 O0O0OTUO0OTFWO
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0 0001 -31 01 00 00
A — 0O 000 0O0O-30 0 00 00
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Los valores propios de la matriz A, son todos menor a

cero, en este caso son igual a —1.
Para este caso particular donde n = 14 tenemos, m =1,
r=2,a=3,yb=2.
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Figura 4. Extracto de Figura 1, indicando la numeracion
de cada nodo.

Las siguientes ecuaciones nos representan la dindmica de
cada uno de los nodos. V7 representa la dindmica de flujo
en el nodo 1, con una entrada externa. Vo, y V3 representan
la dindmica de los nodos 2 y 3 los cuales no contienen
entrada externa, el flujo es a través de la interconexion de
sus nodos vecinos. )

Las ecuaciones W1, Wso v W3, representan la dindmica de
adaptacion en los nodos 1,2 y 3, esta dindmica nos permite
llegar a un equilibrio o consenso en el flujo de todos los
nodos interconectados.

De acuerdo a la Figura 4 las ecuaciones que modelan la
dindmica en los nodos 1,2 y 3 son las siguientes:

Vi = fer —wi /1

Vo = p-wi U1 +q- w7 /U7 +7 - wo \/Vg — wa \/V2

V3 = p-wa /U2 +q- w11 /11 + 7 w13 /013 — w3 /03
W1 = K1 (v2+vs +v10 — 3v1) wy

W = Ko (v1 +v7 +v9 — 3v2) w2

W3 = K3(v2 +v11 +v13 — 3v3) w3

Las ecuaciones que modelan la dindmica en los nodos 4,5
y 6 son las siguientes:

Vi = feqa—wyr\/vq

Vs = p-wa /U1 +q- w11 /11 + 7 w13 /013 — w5 /U5
VGZP'w5\/175+q'w7\/W+7”'w9\/lT—w6\/176
Wy = K4(vs+vi2 +v14 — 3v4) wy

W5 = K5(va+vi1 +v13 — 3vs) ws

We = K¢(vs +v7 +v9 — 3v6) we

|
o

OO OO0 OoOOO

i e 4 fes

Las ecuaciones que modelan la dindmica en los nodos 7,8
y 11,12 son las siguientes:

Vi = fer —wr /o7
Vs = p- w7 /07 +q- w1 /U1 +7 w5 /U5 — ws /Us
Wr = K7 (vs + v +vg — 3v7) wr
Wy = Kg(v7 +v1 +v5 — 3vg) wsg
Vi1 = fe11 —wi1 /o1
Vi = p-wi1 /011 +q-wa /U2 + 7 w4 /U5 — w12 \/V12
Wi = K11 (v12 +vs +vs —3v11) wig
Wia = Kio(v11 +vo +v4 — 3v12) wia

Las ecuaciones que modelan la dindmica en los nodos 9,10
y 13,14 son las siguientes:

Vo = feg —wg /vg
Vio = p-wg \/V9 + q - w1 /v1 + 17 - w5 /U5 — W10 v/V10

Wy = Kg(v10+v2 + vg —3’09)1119
Wio = K10(vg +v1 +v5 —3v10) w10

Vi = feis —wiz/v13

Via = p-wi3 /013 + - W2 /U2 + 7wy /s — W14 /12
Wiz = K13(v14+v3 +v5 — 3v13) wis

Wis = K14(v13 +v2 +v4 — 3v14) wig

Con estas ecuaciones se puede entonces estudiar el pro-
blema del consenso entre los nodos de la red, donde la
ecuacién para el parametro w; es puede verse como un
control de todo el sistema, sin embargo, no existe una
referencia preestablecida.

4. Resultados Simulacién

Para ilustrar el estudio del consenso en una red de trafico
consideramos dos casos, el primero cuando los flujos exter-
nos de entrada son constantes y el otro cuando al menos
uno de ellos es oscilatorio.

4.1.

Caso I. Flujos externos constantes
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Figura 5. Volumen en cada nodo a lo largo del tiempo.



Considere dos conjuntos de condiciones iniciales unas para
el volumen (V,? =1) y para los flujos externos de entrada
dados por

f€1 =1 f64 =2 f67 =3 (2)

fenn =5 feg=2 feiz=5

Estos flujos a la entrada de los nodos indican que el numero
de vehiculos por unidad de tiempo es constante. Tomando
en cuenta la interconexién dada por la Figura 4 con 14
nodos (n = 14), dicha figura es un fragmento del diagrama
general mostrado en el Figura 1.
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1===-w9
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w12
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Figura 6. Valor del parametro adaptable para ajustar el
flujo de salida.

En la Figura 5 se muestra el comportamiento del volumen
de cada nodo, noten que todos los voliimenes inician en el
mismo valor, sin embargo, como los flujos externos son
diferentes (3) el comportamiento del volumen en cada
nodo varia de manera distinta. Una vez que el transitorio
desaparece, los volimenes en cada nodo llegan a un valor
de equilibrio, debido a la dindmica del sistema, y la
dindmica de adaptacién que nos permite adaptar el flujo,
para mantener un equilibrio entre los volimenes de los
nodos del sistema interconectado.
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Figura 7. Flujo en cada nodo a lo largo del tiempo.

Para lograr el consenso en el volumen de cada nodo es
necesario adaptar el valor w; que es el pardmetro que
ajusta el valor del flujo a la salida de cada nodo, de tal
manera que al adaptar este pardametro en funcién del error
entre los volimenes de los nodos interconectados es posible

lograr el consenso en el volumen; por ejemplo considere el
valor para el volumen 1 en la Figura 5 y por otro lado el
valor del pardametro wi en la Figura 6, esto indica que el
flujo correspondiente al volumen 1 es bajo lo que indica
que existe poca acumulacién en ese nodo y por tanto el
flujo a la salida debe ser reducido para incrementar su
volumen, esto hace que el valor del parametro w; sea
igualmente bajo. De esta manera los nodos con mayor
volumen presentan un valor alto en flujo de salida y lo
de menor volumen presentan menor flujo a la salida y de
esta manera llegar al consenso.

Por otro lado la Figura 7 muestra los flujos a la salida
de cada nodo, y se aprecia como se ajustan a lo largo del
tiempo para mantener el consenso en el volumen de todos
los nodos y no solo de aquellos interconectados.

4.2. Caso II. Flujos externos variantes

Ahora consideremos el caso cuando al menos uno de los
flujos externos entrantes a la red es variante en el tiempo,
esto es que la cantidad de vehiculos que ingresan a un
nodo varia con el tiempo. Consideramos al igual que caso

anterior que los volimenes iniciales son (V, =1) y los
flujos externos estdn dados por
fe1r =2sen(0.04t) +8 fea=1 fer=2 (3)
fein=3  feg=5  feiz=4
— flw1

— f2,w2
— f3w3
1 f4,w4

5,w5
— f6,w6

(‘ f7,w7
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b ' - - - fow9
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1 f14,w14
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Figura 8. Volumen en cada nodo a lo largo del tiempo con
un flujo externo variante.

—wi
— w2
w3
w4
wb
— w6

w7

== - wi0
-~ Twi
w12

w14

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Tiempo

Figura 9. Valor del parametro adaptable para ajustar el
flujo de salida cuando un flujo de entrada es variante.



Note que el flujo externo f.1 estd variando en el tiempo.
Ahora en la Figura 8 se muestra el comportamiento de
cada nodo, noten que ahora los volimenes en cada nodo
tiene un comportamiento oscilatorio, el cual es el reflejo
del flujo fe1, sin embargo, a pesar de esta oscilacién
el comportamiento en el volumen de los nodos tiende
a un consenso de manera practica. Existe un pequeno
desfase entre los volimenes en los nodos este es debido
a la propagaciéon de la variaciéon en el nodo 1. Por otro
lado, los parametros w; reflejan la variacion en el flujo
externo, lo que indica que este parametro se adapta a la
variacion del flujo de entrada para mantener el consenso
en el volumen. Por tanto se puede apreciar que a pesar de
esta oscilacion los voliimenes en los nodos se mantienen
cercanos. Nuevamente observe el volumen correspondiente
al nodo 1 (linea roja) en la Figura 8 y el comportamiento
del parametro wi, la oscilaciéon indica que el flujo a la
salida de ese nodo varia de igual forma que el flujo a la
entrada.

Flujo

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Tiempo

Figura 10. Flujo en cada nodo a lo largo del tiempo.

Por otro lado la Figura 10 muestra los flujos a la salida de
cada nodo, y se observa como se va adaptando a lo largo
del tiempo para mantener el consenso en el volumen de
todos los nodos a pesar de la presencia de la oscilacién en
el flujo de entrada.

5. Conclusion

En este trabajo presentamos un modelo que describe
la dindmica del volumen vehicular en donde mediante
una interconexién se busca y se logra un consenso en
la dindmica del volumen. Este modelo no describe la
dindmica como una funcién de la distancia, ya que en
tal caso requerimos una ecuacién diferencial parcial y
como estamos interesados en estudiar la interconexién
y no la dindmica en el nodo, entonces solo observamos
los volimenes y los flujos de los nodos interconectados.
En esta interconexion es posible llegar al consenso en el
volumen de los nodos, esto es que independientemente
de los flujos iniciales y los flujos externos, el consenso en
volumen en los nodos es alcanzado, esto ajustando el valor
del flujo de salida de cada nodo. Este ajuste se hace de
manera adaptable y depende de las desviaciones de los
volimenes de los nodos vecinos. Cabe mencionar que este
modelo es una aproximacion ya que considera los flujos
continuos en tiempo, sin embargo, es posible modificar

el modelo para considerar flujos discretos en el tiempo y
modelar los cruces. Se encuentra que al considerar flujos
externos, los flujos de salida de una pequena red pueden
considerarse como flujos externos en una red vecina con las
mismas caracteristicas, de tal manera que se puede crecer
en forma de bloques (clusters). Aunque ain es simple el
modelo, permite anadir més caracteristicas, para trabajos
futuros, como por ejemplo considerar flujos en tiempo
discreto, anadir fuentes o sumideros en el interior del nodo,
modificar la estructura de la interconexién (cruces de 3
calles o glorietas, etc.), considerando flujos bidireccional
y unidireccional, etc. Finalmente, si consideramos que los
nodos con un volumen alto de vehiculos se considera que
los tiempos de espera son altos comparados con aquellos
que tienen un volumen bajo, entonces el consenso en el
volumen de vehiculos es un equilibrio en la acumulacion
de vehiculos, donde el nodo con menos vehiculos puede
acumular y permitir que otro nodo reduzca su volumen,
de tal forma que al equilibrar los voliimenes, los tiempos
de espera en cada nodo se equilibran de igual manera.
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