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Resumen. La existencia de un control para llevar el estado de un sistema lineal a un valor
deseado esta ligado al concepto de controlabilidad. En la literatura especializada existen
varios criterios equivalentes para determinar cuando un sistema lineal es controlable. En
este trabajo se propone una nueva forma de revisar la controlabilidad de sistemas lineales.
La motivación para obtener una forma novedosa para determinar la controlabilidad de
un sistema lineal es la de disponer de un marco que permita considerar incertidumbre
paramétrica en el sistema. La contribución se logra modificando la manera espećıfica
de realizar la prueba y trasladando el problema al de verificar la negatividad de ráıces
de un polinomio. Aśı se hace posible utilizar criterios que normalmente se utilizan para
determinar la estabilidad. La propuesta es mostrada mediante ejemplos.
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1. INTRODUCCIÓN

La inclusión de la representación en espacio de estado
de los sistemas dinámicos, realizada por Kalman en
1960 Kalman (1960), fue acompañada por el concepto
de controlabilidad, el cual corresponde a una propiedad
cualitativa de los sistemas dinámicos y es de particular
importancia en la teoŕıa de control. La controlabilidad
significa, en general, que es posible dirigir el estado de
un sistema de control dinámico de un valor arbitrario
inicial a uno final, (el origen) arbitrario, utilizando
el conjunto de controles admisibles. Cabe mencionar,
que en la literatura existen muchas variantes de la
definición de controlabilidad, las cuales dependen en
gran medida de la clase de sistemas dinámicos, y la
forma de controles admisibles, ver por ejemplo, Klamka
(2013).

Después del impulso inicial dado al tema en los pri-
meros años de la década de los 60s del siglo pasado en
Kalman (1960), Gilbert (1963) y Chen (1984), en la que
se logran los métodos de prueba para determinar si un
sistema es controlable, el tema vuelve a ser considerado,
pero ahora bajo la óptica de incertidumbre paramétri-
ca, ver por ejemplo los trabajos de A. V. Savkin (1997)
y Elizondo-Gonzalez (1999). Una observación impor-
tante es la manera en la que se incrementa el número
de operaciones requeridas en la medida en la que el
sistema se vuelve incierto. Elizondo-Gonzalez (1999).

En este trabajo se desarrolla un método de prueba
nuevo para la controlabilidad de sistemas lineales in-

? El primer autor agradece el financiamiento al Consejo Nacional
de Ciencia y Tecnoloǵıa (CONACYT) México.

variantes en el tiempo. El método propuesto permite
verificar la controlabilidad mediante la prueba de que
las ráıces de un polinomio se encuentran en el semiplano
izquierdo del plano complejo. Esto da pie a utilizar he-
rramientas que normalmente se utilizan para verificar
la estabilidad de un sistema. Una de las principales
ventajas es que una misma herramienta puede servir
ahora para dos propósitos distintos y además el método
propuesto permite sentar las bases para construir una
prueba de controlabilidad robusta ante incertidumbre
paramétrica. Esta última no es desarrollada en el pre-
sente trabajo.

El resto del trabajo está organizado como sigue: en
la siguiente sección se revisan las diferentes maneras
de probar que un sistema lineal es controlable, en la
sección 3 se presenta el método propuesto, en la sección
4 se incluyen ejemplos numéricos y en la sección 5 se
presentan las conclusiones.

2. PRELIMINARES

En esta sección se revisará la definición aśı como los re-
sultados relacionados con la controlabilidad existentes
en la literatura.

Considerar un sistema lineal e invariante en el tiempo

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)

donde x ∈ Rn es el vector de estado del sistema,
u ∈ Rp es el vector de entrada del sistema y las matrices
A ∈ Rn×n y B ∈ Rn×p son matrices constantes.
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2.1 Controlabilidad

La controlabilidad, para fines de este trabajo, se define
como sigue:

Definición (controlabilidad). El sistema lineal (1) se
dice que es controlable en el intervalo [t0, tf ], si para
cualquier estado inicial x(t0) = x0 6= 0 existe una
entrada continua u(t) definida en [t0, tf ] tal que la
solución de (1) satisface x(tf ) = 0 en un tiempo finito.

Una consecuencia de la definición de controlabilidad
es que un sistema lineal se puede dividir en una
parte controlable y una no controlable. Note como
la conexión entre la entrada y la parte dinámica no
aparece en el sistema no controlable, mientras que en
el sistema controlable si.

Las diferentes pruebas de controlabilidad disponibles
en la literatura son resumidas en el siguiente resultado,
el cual puede ser revisado en Chen (1984), Rugh (1996):

Teorema 1 Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. El par (A, B) es controlable.
2. La matriz U (de controlabilidad de Kalman) de

dimensión n× np:
U =

[
B AB A2B · · · An−1B

]
tiene rango n (rango completo por renglones).

3. La matriz de n× n

Wc(t) =

t∫
t0

eA(t0−τ)BBT eA
T (t0−τ)dτ

es no singular para t > t0.
4. La matriz de n× (n+ p) :

[A− λI B]

tiene rango pleno por renglones para todo valor
propio λ de A.

5. Si todos los valores propios de A tienen parte
real negativa, entonces la solución única Wc de
la ecuación:

AWc +WcA
T = −BBT

es definida positiva.
6. La matriz U · UT es no singular.
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2.2 Estabilidad

La estabilidad de un sistema lineal invariante en el
tiempo puede ser verificada mediante las ráıces del
polinomio caracteŕıstico. Un sistema es estable si todas
las ráıces del polinomio caracteŕıstico tienen parte real
negativa, ver, por ejemplo, Chen (1984). Como pruebas
de estabilidad en las cuales no se requiere calcular las
ráıces de forma expĺıcita se encuentran los resultados de
Hurwitz (ver por ejemplo Elizondo-Gonzalez (1999)),
el criterio de Routh (ver por ejemplo en Chen (1984)),
el criterio de Mihailov (ver por ejemplo en Elizondo-
Gonzalez (1999)) y más recientemente en Elizondo-
Gonzalez (2001) se propone un método que se desarro-
lla sobre la misma base del criterio de Routh (también

utiliza cadenas de Sturm, pero unas alternativas a las
utilizadas por Routh), pero se realiza de forma más
sencilla al no requerirse una división. El procedimien-
to dado en Elizondo-Gonzalez (2001) será resumido a
continuación.

La estabilidad del sistema (1) depende de las ráıces
del polinomio caracteŕıstico, el cual está definido como
verse en la siguiente expresión:

p(s) = |sI −A| = sn + cn−1s
n−1 + · · ·+ c1s+ c0 (2)

El siguiente resultado es bien conocido, ver por ejemplo
Chen (1984):

Resultado 1 El sistema lineal invariante en el tiempo
(1) es asintóticamente estable, si todas las ráıces de su
polinomio caracteŕıstico tienen parte real estrictamente
negativa.

Es posible obtener las ráıces del polinomio caracteŕısti-
co para casos sencillos, sin embargo, para los casos
de mayor complejidad son dif́ıciles de obtener sin la
ayuda de una computadora. Existen varios criterios
que permiten determinar el número de polos que se
encuentran en el semiplano derecho de los complejos
sin tener que factorizar el polinomio caracteŕıstico.

A continuación se presenta el resultado más reciente en
este sentido, el cual utiliza un arreglo similar a la tabla
de Routh, y fue desarrollado por Elizondo-González
en Elizondo-Gonzalez (2001), ver tambén Elizondo-
Gonzalez (2011). Este nuevo criterio de estabilidad
tiene la ventaja de reducir el número de operaciones
con respecto a los métodos alternativos existentes y los
coeficientes son funciones polinómicas multivariables
por lo que para el caso de incertidumbre paramétrica
y positividad robusta es más fácil de probar que, por
ejemplo, el criterio de Routh. Enseguida se muestra
el procedimiento desarrollado por Elizondo-Gonzalez
(2011):

Teorema 2 Dado un polinomio p(s) = cns
n +

cn−1s
n−1 + · · · + c1s + c0, con coeficientes reales, el

número de ráıces en el semiplano derecho en el plano
de los complejos es igual al número de variaciones de
signo de la columna de signo σ del siguiente arreglo:

σ1 cn cn−2 cn−4 · · ·
σ2 cn−1 cn−3 cn−5 · · ·
σ3 e3,1 e3,2 e3,3 · · ·
...

...
...

...


Donde

ei,j = ei−1,1ei−2,j+1 − ei−2,1ei−1,j+1, ∀3 ≤ i ≤ n+ 1

ei,j = cn+1−i−2(j−1), ∀i ≤ 2

σi = sign(ei,1), ∀i ≤ 2

σi = sign(ei, 1)

(i+1−m)/2∏
j=1

sign(em+2(j−1),1) ∀i ≥ 3
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Como se puede apreciar, el procedimiento para obtener
los elementos ei,j es similar a la tabla de Routh pero
sin usar la división.



Para obtener σi primero multiplicamos el signo del
elemento ei,1 por el signo del elemento superior in-
mediato ei−1,1 y luego por el signo del los elementos
superiores pero saltando en pares. Tampoco es nece-
sario calcular el último elemento en−1,1, solamente es
necesario calcular su signo. Para entender mejor lo
anterior consideremos un ejemplo.

Ejemplo. El ejemplo ha sido tomado de Elizondo-
Gonzalez (2011). Dado el polinomio

p(s) = s5 + 2s4 + s3 + 5s2 + 2s+ 2,

por medio del criterio de Elizondo-González, determine
el número de ráıces en el semiplano derecho de los
complejos. Aplicando el criterio de Elizondo-González
obtenemos la tabla siguiente,

+ 1 1 2
+ 2 5 2
- -3 2
+ -19 -6
+ -56
+ +

la cual muestra dos cambios de signo en la columna σ,
aśı que el polinomio tiene dos ráıces en el semiplano
derecho de los complejos.

3. RESULTADO PRINCIPAL

La idea es generar un criterio alternativo a los mencio-
nados en la sección anterior. Se trata de trasladar los
resultados a una forma en la cual sea posible revisar la
controlabilidad mediante técnicas que normalmente son
utilizadas para verificar la estabilidad de un sistema.
Para lograrlo partimos de uno de los resultados del
teorema presentado en la sección anterior: El sistema
(1) es controlable si M = U ·UT matriz es regular. Note
que debido a la manera en la que se formó, la matriz
M , esta es simétrica. Del álgebra lineal se sabe que
una matriz simétrica tiene valores propios reales (ver
por ejemplo Gantmacher (1990)).

Hecho 1. Los valores propios de la matriz M son
mayores o iguales a cero.
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Prueba La prueba se puede revisar en Gantmacher
(1990).

Hecho 2. Los valores propios de la matriz −M tienen
todos partes negativas o son cero.
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Lema 1 La matriz M = U · UT es no singular si y
solo si los valores propios de la matriz −M están todos
en el semiplano izquierdo, es decir, son todos negativos
(abusando del lenguaje decimos que son estables).
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Como consecuencia del lema anterior, la controlabili-
dad de un sistema lineal puede ser probada mediante el
análisis de las ráıces de la matriz −M , mediante algún
método como el presentado en la sección anterior.

El procedimiento de solución propuesto consiste en los
siguientes pasos:

Procedimiento

1. Construir la matriz M = U · UT donde U es la
matriz de controlabilidad de Kalman,

2. Obtener P (λ), es decir, el determinante de la
matriz P (λ) = |λI +M |,

3. Analizar la estabilidad del polinomio de P (λ).
4. Concluir sobre la controlabilidad.

Note que el método propuesto requiere revisar si las
ráıces de un cierto polinomio están en el semiplano
izquierdo del plano complejo. La forma de revisar-
lo utiliza un procedimiento alternativo al método de
Routh, el cual no requiere divisiones. Para los fines de
este trabajo, es posible utilizar el método de Routh e
inclusive la utilización del cálculo aproximado mediante
métodos numéricos. Sin embargo, el método propuesto
puede ser utilizado cuando el polinomio en cuestión
contiene incertidumbre en los coeficientes. Para estos
casos de incertidumbre, el método de Routh o el de
determinación numérica no pueden ser aplicados. Aun-
que esta problemática de incertidumbre no se considera
en este trabajo, representa la motivación para que el
procedimiento propuesto sea como el mostrado arriba.

4. EJEMPLOS DE APLICACIÓN

Con la finalidad de mostrar la aplicación del método
propuesto se considera los siguientes ejemplos.

4.1 Ejemplo 1

Considerar un sistema lineal, tomado de Svaricek
(1995).

ẋ(t) =

[−1 0 0
0 −1 −1
0 0 −1

]
︸ ︷︷ ︸

A

x(t) +

[
1
1

0.1

]
︸ ︷︷ ︸

B

u(t) (3)

La matriz de controlabilidad de Kalman queda:

U =
[
B AB A2B

]
=

[
1.0 −1.0 1.0
1.0 −1.1 1.2
0.1 −0.1 0.1

]

Determinando ahora M:

M = UUT

=

[
3.0 3.3 0.3
3.3 3.65 0.33
0.3 0.33 0.03

]

El polinomio caracteŕıstico de -M queda:

s3 − 6.68s2 + 0.0606s+ 2.106× 10−19 = 0

La tabla queda

+ 1 6.68
+ 0.0606 −2.106× 10−19

+ 0.404808
- −8.525×−20



Como se puede apreciar en la columna de los signos,
hay un cambio de signo que implica que el sistema
no es completamente controlable, hay un modo no
controlable. Esto se puede observar del polinomio ca-
racteŕıstico, donde el término independiente es muy
pequeño que hace que al menos una ráız este casi en
cero, que hace al sistema no controlable. Note que el
sistema no es completamente controlable, sin embargo
si contiene algunos modos controlables, es decir, existen
algunos estados del sistema que permanecen controla-
bles mientras que otros están desconectados.

Note que las ráıces del polinomio:

s3 − 6.68s2 + 0.0606s+ 2.106× 10−19 = 0

resultan:

−6.6709158

−0.0090842

3.476× 10−18

Lo cual verifica el resultado obtenido mediante el
análisis de la tabla anterior.

4.2 Ejemplo 2

Considerar el siguiente sistema

ẋ(t) =

[
2 0 0
0 1 3
4 0 3

]
x(t) +

[
1 0
0 2
0 5

]
u(t) (4)

La correspondiente matriz de controlabilidad es

U =

[
1 0 2 0 4 0
0 2 0 17 12 62
0 5 4 15 20 45

]
Ahora, el valor de la matriz M resulta:

M =

[−21 −48 −88
−48 −4281 −3295
−88 −3295 −2691

]
Ahora el polinomio caracteŕıstico de M queda:

s3 + 6993s2 + 799510s+ 2410098 = 0

La tabla queda

+ 1 799, 510
+ 6, 993 2, 410, 098
+ 5, 588, 563, 332
+ +

De acurdo a lo anterior el sistema es controlable com-
pletamente.

5. CONCLUSIÓN

En este trabajo se propone un nuevo método para
la determinación de controlabilidad de un sistema li-
neal e invariante en el tiempo. El procedimiento pro-
puesto requiere de la construcción de la matriz de
controlabilidad de Kalman aśı como la determinación
del polinomio caracteŕıstico del producto de matrices.
Aunque pudiera ser más laborioso inicialmente, este
procedimiento sienta las bases para analizar sistemas

con incertidumbre basados en los resultados disponibles
para analizar estabilidad de Elizondo-Gonzalez (1999).
Una virtud del método propuesto es que nos brinda
información sobre la cantidad de modos del sistema
que no son controlables. El procedimiento es mostrado
mediante ejemplos numéricos.
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