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Resumen: De acuerdo a los resultados de la teorfa CLF (funcién de Lyapunov de control),
bajo la condicién de conocer una funciéon de Lyapunov, presentamos un control continuo y
acotado, explicitamente dado, que logra mejorar la rapidez de convergencia de una familia
de sistemas lineales positivos. Citamos un par de resultados para mostrar la robustez de la
estabilizacion rapida. Como motivacién, presentamos un par de aplicaciones, donde podemos
observar la estabilizacion rapida bajo el estabilizador continuo obtenido via CLF.

Palabras clave: Estabilizacién, sistema positivo, control CLF.

1. INTRODUCCION

Para sistemas lineales positivos, mostramos una manera
de mejorar la estabilizacion, haciendola més rapida y de
forma robusta. Este resultado, obtenido con base en los
trabajos (1), (6) y (7), representa una alternativa a los
trabajos de estabilizacién para sistemas lineales positivos,
obtenidos via modos deslizantes, presentados en AMCA
2013 ver (13).

En la seccién 2, mencionamos definiciones y resultados de
sistemas positivos, asi como resultados de estabilizacién
para sistemas positivos. También describimos resultados
de estabilizacién mediante estabilizadores continuos dados
explicitamente via la teoria CLF. Tales funciones de con-
trol son restringidos a un intervalo y pueden ser positivos.

En la secciéon 3 mostramos que los sistemas lineales pos-
itivos, descritos en (3), satisfacen propiedades que hacen
factible la estabilizacién via CLF. También mostramos los
resultados que llevan a concluir la robustez de la estabi-
lizacién obtenida.

En la seccion 4 mostramos los resultados en un par de
aplicaciones de sistemas positivos. Cabe mencionar que
en la literatura no hay disenos de controles estabilizantes
via CLF para sistemas positivos. Los controles obtenidos
mediante este método resultan continuos respecto a la
variable de estado.

2. ANTECEDENTES DE SISTEMAS POSITIVOS
LINEALES

En esta propuesta, la existencia de la dindmica de desliza-
miento del sistema de control positivo surge de algunas
propiedades interesantes del sistema lineal homogéneo:

= Ax. (1)
Definicion 1. El sistema (1) se dice que es positivo si
z(t,xg) > 0 para todo t > 0y xg > 0. En otras palabras, si
R es un conjunto invariante para el sistema (1), entonces
el sistema es positivo.

Definicion 2. Una matriz A = [a;;] € R™™" es llamada
matriz Metzler, si a;; > 0 para i # j.

Teorema 3. El sistema (1) es positivo si y sélo si A is
Metzler.

Definicion 4. Una matriz A = [a;;] € R™*" es llamada
matriz Hurwitz, si sus valores propios tienen parte real
negativa.

Teorema 5. Frobenius—Perron para matrices Met-
zler

Sea A matriz Metzler. Entonces, existe un nimero real pyg
y un vector wgy > 0 tal que,

(1) A(JJO = HoWo-
(if) If p # po es un valor propio de A, entonces Re(u) <
Ho-
Teorema 6. Sea A € R™™ una matriz Metzler. Existe una

matriz positiva —A~! si y sélo si A es matriz Hurwitz,
donde A~! es la matriz inversa de A.

Definicion 7. Una matriz A € R™*" es llamada Matriz
Metzleriana si a; < 0 para toda ¢y a;; > 0 si i # j.

3. RESULTADOS ADICIONALES PARA SISTEMAS
LINEALES POSITIVOS

El siguiente resultado sobre la ecuacién de Lyapunov es
conocido (ver (9)) y bdsico para nuestro estudio.

Teorema 8. Sea A € R™*™ matriz Metzler. El origen es un
equilibrio GAS del sistema & = Ax si y sélo si existe una
matriz diagonal P con entradas positivas en la diagonal
tal que la matriz AT P + PA es definida negativa.

El siguiente teorema es conocido, e incluimos una prueba
conveniente para el objetivo de este trabajo.

Teorema 9. Sea A € R™ ™ Hurwitz y Metzler. Entonces
el origen es GAS bajo el sistema:

i = DAz,

para toda matriz diagonal D con entradas positivas.



Demostracion. Primero hacemos la siguiente obser-
vacién. Si A es matriz Metzler (Metzleriana) y Hurwitz, y
la matriz D es diagonal con entradas positivas, entonces
DA es Metzler (Metzleriana). Probaremos que la matriz
DA también es Hurwitz.

Ya que la matriz A es Hurwitz, existe una matriz diagonal
P tal que la matriz AT P + PA es negativa definida. Sea
la matriz diagonal Pp = D~ P, entonces

(DA)" Pp + Pp (DA) = ATDT (D7'P) + (D~'P) DA
=A"D(D'P) + (PD"") DA
=ATP+PA

es decir, la matriz (DA) Pp + Pp (DA) es negativa

definida, por lo tanto la matriz DA es Hurwitz.

Observacion 10. Los eigenvalores y eigenvectores de las
matrices A y DA son diferentes.

El siguiente teorema es consecuencia directa de los resul-
tados anteriores.

Teorema 11. Considere el sistema
& = D(Azx + bu) (2)

donde D es matriz diagonal con entradas positivas y A €
R™ ™ es matriz Metzler y Hurwitz, b € R'}, con % > 0. Sea
z el punto de equilibrio del sistema (2). Entonces = € R}.

Para mejorar la tasa de estabilizacién del sistema (2) susti-
tuimos la entrada constante # por una funcién continua
y acotada u(x). Esta funcién es disenada mediante la
metodologia CLF, que inicia con obtener una funcién de
Lyapunov V(z) para el sistema de control. La existencia
de la funcién de Lyapunov es asegurada por el teorema 8.

Para diseniar un estabilizante via la teoria CLF, necesi-
tamos resolver versiones particulares de la ecuacién de
Lyapunov: Dada una matriz A Metzleriana y Hurwitz, por
obtener matrices diagonales P tal que la matriz AT P+PA
es definida negativa.

Después de resolver el problema anterior, definimos la
funcién de Lyapunov V = z7 Px.

Es conocido que si A es matriz Hurwitz, entonces existe
una matriz simétrica definida positiva P tal que la matriz
Q=ATP+ PA,
es definida negativa. Si ademds A es matriz Metzler,

entonces existe matriz P diagonal tal que @ es definida
negativa.

Consideremos la forma cuadrética
_.T
q=x" Qu,
Definicion 12. Los menores principales ordenados natu-
ralmente de una matriz Q € R™*" se definen como de-
terminantes de las matrices

qi1 q12 " qik

q21
k=1,2,...,n.

dk1 Akk
Especificamente, los menores principales de la matriz @

son
Ay =qu, Az =det <qu Q12) ;
q21 q22

q11 12 *° Qin
q11 q12 413 g21
As = det <Q21 o2 Q23> , A, =det| .
q31 q32 433 :

dn1 dnn

Teorema 13. (Ver (12))
Sea Q € R™™ matriz simétrica. Entonces Q) es definida
positiva si y sélo si A; > 0 parai=1,2,...,n.

Para cualquier matriz Metzler y Hurwitz @@ de dimensién
2 X 2 tenemos el siguiente lema:

. —a a
Lema 14. Si A = 1 T2
az; —a22

a;; > 0 para 4,j = 1,2, entonces con la matriz diagonal

) es matriz Hurwitz, con

10

P = (O aiz ), tenemos que la matriz simétrica @@ =
az1

ATP + PA es definida negativa.

Demostracién. Ya que A es Hurwitz, entonces det A =
a11a22 — ai2a21 > 0. Mostraremos que la matriz —ATP —
PA es definida positiva; donde

2&11

. ;2%2
AP = PA= o4y, 2%24,, |
a1

por lo tanto los menores principales son positivos; Ay =
a2
2a11 y Ao = 4a— (ar11a22 — aja21), de forma que la

2
matriz @ es definida negativa.

4. RESOLVIENDO LA ECUACION DE LYAPUNOV
PARA TRES PROBLEMAS DE APLICACION

4.1 La estabilidad de un sistema de control lineal que
representa la respuesta neuromuscular a la anestesia

Para esta parte puede consultar (11).

Primero establecemos el siguiente

—a11 @12 413
Lema 15. SiA=| a1 —aj2 O es matriz Hurwitz,
az; 0 —ass
con a;; > 0 para,j = 1,2, entonces con la matriz diagonal
10 0
a2
0 — 0
P = as1
0 0 5 (2a33 (an - a21) - a13a31)

aszy
se tiene que Q = AT P 4+ PA es definida negativa.

Demostracion. Directamente tenemos que a la matriz
— (ATP + PA) le corresponden los menores principales

ai —a
5 011 — G21
Ay =2a11, Ag=daj,——,

a1

a11a33 — 13031 — 421G
2 11033 — (13031 — 021033

Az = 8ajyazsz (a11 — as) 5

2103,

donde las desigualdades a1 —as1 > 0y aj1a33 — a13a31 —
as1asz > 0 son necesarias para que la matriz A sea
Hurwitz. Al tener que A; > 0 para i = 1,2, 3, concluimos
la prueba.

Y por este lema 15, si consideramos la matriz (ver (3))



k12 —ko1 0O

— (k1o + k12 + k12) ko1 ks
A =
*keO

k1e 0

—a11 G122 a3
=( azn —az O ,
az1 0 —agzs

entonces mediante la matriz diagonal

1 0 0
ko1
0= 0
P = k12 )

1
kT (leo (/ﬁo + k’12) — k?;lkle)
le

tenemos que la matriz — (ATP + PA) es definida positiva.

4.2 Un modelo compartimental de Sorensen

Si A € R™7 es la matriz Metzler y Hurwitz citada en (3)
que representa la dindmica lineal de la insulina (ver (10)),
dada por

173 173
0 0 0

-—= = 0 0
AP K, o 909 727 53

500 ilgg() 153 10000 10000 500 .

@ _1@ 789

A= O =0 s0 1000 ° 0 0
Eas) 367
00 200 0
105 937 91
500 0 0 0“0 2
300209,
0 0 0 0 0 - —-—
20 1000

entonces, mediante la matriz

_ (10
r=(%3)

donde I es la matriz identidad de dimensién 6 x 6, obten-
emos que la matriz (ATP + PA) es definida negativa.

4.8 Un sistema de n tanques interconectados

Consideremos ahora un sistema de n tanques interconecta-
dos (ver (3)). Cada tanque estd conectado con su antecesor
y su predecesor, es decir, el i-ésimo tanque recibe dos flu-
jos, f2i-1y fai, cada tanque provee dos flujos fa;—2 y f2it1
para el i-ésimo y el i + 1-ésimo tanque respectivamente,
parai=1,2, ..., n.

Lema 16. Dada la matriz

—f3 f2 0 0 0
f3 az fi O 0
0 f5 ass . 0
A= . ;
0 0 fr - fan-a 0
0 T ape1net Jon—2
0 0 -+ 0 fone1 —(fon—2+ /1)
Metzler y Hurwitz, donde a;; = —(f2i—2 + f2it1), para
i=2,...,n— 1, entonces, con la matriz diagonal

10 0 0o 0 0
NELE 0 0 0
f3
00 L2fr 0
f3fs
P=loo o 2k
f3 fs fz
.
fafo  fon2
00 Ol fan

se tiene que Q = AT P + PA es definida negativa.

Demostracion. Los menores principales A; de la matriz
Q= (ATP + PA) son

2
Av=2fs Do=dfofs, Agzsf—if4f7,...

f:
I3 17 fiia
Azz2sz i— i g
f:)? f52 f2i—3 f2 2f2 +1
n—1 m—2 pn—3 f23 4
Ap=2"2 2 -0 "= fon—2f1,

51—2 fgL—?) f;L—4 f2n73

de forma que A; > 0 para ¢ = 1,2, ...,n. Concluimos que
la matriz simétrica @) es definida negativa.

5. ANTECEDENTES DE CLF-ESTABILIZADORES
RESTRINGIDOS

Consideremos el sistema afin

&= f(z) + g(x)u,
donde la funcién vector f y g son suaves en R", con CVS
U:=[-r~,rf] C R, v~ > 0y rt > 0. Sin perder
generalidad, suponemos que f(0) = 0. El conjunto de
funciones de retroalimentacion admisibles es definida por

U:={u:R"— [-r~,r"] : u(z) escontinua} .

Una funcion V' : R"™ — R es llamada una funcion
Lyapunov de control CLF (con respecto al sistema (5) con
CVS U) si y sdlo si es una funcién C*(R™) (k > 1) la cual
es definida positiva (V(0) =0y V(z) >0ssiz #0)y
lim ;o0 V(7) = 00, tal que

inf {VV(2)-(f(z) +g(z)u)} = inf {a(z) - B(z) - u}

uelU
<0,

para toda z # 0, donde a(z) := VV(x) - f(z) y B(x) :=
—VV(x) - g(z). De la desigualdad anterior, definimos
la funcién de retroalimentacién 6éptimo (mejor tasa de
estabilizacién) @(x) € U como la funcién de R™ a U que
satisface:

inf {VV(2) - (f(@) + g(2)u)} = VV - (f + )

x # 0.

Existe un tinico control estabilizante éptimo w(x) definido
por

w(z) = r(signB(x)), para x tal que B(z) # 0,
pero no es continuo en el conjunto Nz = {z € R" : f(z) =
0}, donde la funcién |5|r es no negativa, con

[t s B(z) >0,
"T1r s B(x) <0.



Para el disenio de las funciones de control de retroali-
mentacién continua en el origen, Zvi Artstein introduce en
(1) el concepto de propiedad del control pequenio (SCP).

Definicion 17. La funcion Lyapunov de control tiene la
propiedad del control pequerio (SCP) con respecto a (5) si
para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si 0 < ||z|| < 4,
entonces existe un control v € U, con |u| < ¢, tal que

a(z) — B(x) -u < 0, para x # 0.

El control continuo y estabilizante lo proponemos de la
forma

u(z) = p(x)w(x) = p(z)rsignp,
donde p(z) es una funcién de regularizacién, tal que
satisface la siguiente hipotesis.

Hipétesis H. Supongamos que p : R"™ — R es una

funcién continua tal que

(i) Vz € R*, 0 < p(z) < 1,
(i) p(z) =0 ssi z € N,.

Mediante el siguiente teorema mostramos que las condi-
ciones de la Hipé6tesis H son suficientes para resover el
problema de estabilizacién con control u(z) = p(x)w(z).
Con base en la definicién: N, := {z € R™ : b(z) = 0} y el
control de mejor tasa w(x) = rsignb, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 18. Supongamos que V(x) es una CLF [con
respecto al sistema (5) y el CVS U = [—r~,rT], con
r= >0y rt > 0] y satisface la propiedad SCP, w(x) =
rsignb es el control de retroalimentaciéon con mejor tasa
y p: R"™ — [0,1] una funcién continua que satisface la
Hipdtesis H. Entonces, u(x) = p(x)w(z) es continuo y
hace que el sistema (5) sea GAS.

La prueba de este teorema estd dada en (6).

5.1 Un disenio particular de p(x)

Para el CVS U = [—r~, 7], el control continuo y estabi-
lizante es

ue () = pe(2)w(x) = pe(x)r signp,

o bien
r(signf) {1 — ( — |;||5+:> eXp(TE):| ,
us(z) = para |8[r >0,  (3)

0, para |8]r =0,

y pe (x) es dada por
al+a

donde 7. () es una funcién no-positiva definida como

1
711)(\/\(@) —¢el|B|r, para |B|r >0,
(z) = (z)
0, para |B|r =0,
con \z) =1-— W. Si e = oo, la funcién de
T

control u.(x) converge al control estabilizante con mejor
tasa w = r sign (B), y como consecuencia de 0 < exp(7;) <

1 para cada € > 0, tenemos la condicién restrictiva para el
control 0 < uc(z) < 7t para toda x € R".

El siguiente teorema muestra la estabilizacién asintética
global (GAs) del sistema

& = Ax + bu, (4)

por medio del control de retroalimentacién admisible u. ()
dado por (3).

Teorema 19. Supongamos que V(z) es una CLF [con
respecto al sistema (2) y el CVSU = [—r~, 7], conr™ >0
y rT > 0] y satisface la propiedad SCP, w(z) = rsignf3 es el
control de retroalimentacién con mejor tasa y p. : R™ —
[0,1] una funcién continua. Entonces, u.(x) = p-(v)w(x)
es continuo y hace que el sistema (2) sea GAS.

La prueba del teorema puede verse en (6); basicamente
consiste en probar la continuidad de la funcién wu.(z) y
probar la desigualdad

V=a-fu. <0 para z #0.

6. EL ESTABILIZADOR CLF PARA SISTEMAS
POSITIVOS

De acuerdo al resultado anterior, describimos la funcién
de control para sistemas lineales positivos, en el entendido
que un sistema lineal es un caso particular de sistema afin.

Consideremos el cambio de variable y (t) = z (t) — Z en la
ecuacion (4) de forma que

y(t) =2 (t) = Az (t) + bu,
entonces

y(t)=A(y(t) + )+ bu,
tal que

y = Ay.
Al ser A matriz Metzler y Hurwitz, con valor propio
dominante pg < 0, pero con |ug| pequeno, buscaremos
disenar una funcién continua u (y) € [—r1,72), con u (0) =
0, de forma que las soluciones del sistema
Y= Ay +bu,
converjan mas rapido a y = 0. Una vez diseniado u (y),
nos devolvemos en el cambio de variable y (t) = x (t) — Z,
de manera que el control u(z) = u(x (t) — Z) estabiliza
rapidamente las soluciones z (t) de & = Az +b(u+ ) en
el punto de equilibrio x = z. Donde se cumple que
—r<u(y)<re & u-r<uatuly) <atr,
con 0 <u—r.
Considerando el sistema afin
T = Ax + bu,

con la funcién de Lyapunov V = 27 Pz, la derivada de V
nos queda:

V= (Az + Bu)T Pz +zT P (Az + bu)
=a" (A"P+ PA)z+ (b" Pz +a"Pb)u
=a(z) =B (z)u,
donde incluimos las funciones « (z) y S (z). Ya que la

matriz A es Hurwitz, tenemos que a(x) < 0 para toda
0 # z € R", de forma que se cumple la condicién CLF

Inf {a(z) - f(2) - u} <0, Vz#0,



lof +a
2|8|r
para toda 8 # 0. Considerando esta particularidad en
el disefio (3) de w.(x), las funciones p.(z) y 7-(z) se
simplifican para quedar como p. (a,8) =1 —exp(7:) y

*€|ﬂ|7’, para |ﬂ‘7ﬂ>07
Te(w) = {

0, para |B|r =0,

Ademas, se satisface la propiedad SCP porque

de manera que el control (3) nos queda como
) { r(signf) (1 — exp(—e|f[r)) , para |5]r >0,
U () =

0, para |B|r =0,

Ahora, considerando los sistemas lineales como un caso
particular de sistemas afines, tomemos el sistema lineal (4),
donde la matriz A es Metzleriana y Hurwitz, y u constante
tal que 0 < r~ < u < r*, entonces las soluciones z(t) de
(4) son tales que

lim «(t) = Z.

t—o0
La rapidez de la convergencia anterior depende de los
valores propios de la matriz A. Esta rapidez de conver-
gencia puede ser mejorada al sustituir la constante @ por
la funcién u.(z) € [r~,r"] dada por (5). Enunciamos este
resultado en el siguiente
Teorema 20. El sistema de control § = Ay + bu.(y), con
control continuo u.(y) dada por (5), tiene una estabi-
lizacién més rédpida que el sistema (4).
Demostracion. La prueba se basa en la magnitud de
la derivada de la funcién de Lyapunov V = %yTPy.
Mostraremos que la derivada V es menor al aplicar u.(y)
que al aplicar el valor constante .

Como vimos antes, mediante el cambio de variable y (t) =
x (t) — &, representamos la ecuacién & = Ax + bu como
1 = Ay, de manera que la rapidez de convergencia puede
medirse mediante la derivada

V =VVAy
=yt (ATP + PA) y
=a(y).

En cambio, al aplicar el control u.(y) obtenemos que la
rapidez es dada por

V =VV (Ay + buc(y))
=y" (AP +PA)y+ (b" Py +y" P)u.(y)

o bien denotando la derivada con las funciones escalares

a(y)y B(y):

V=a(y) - By uy)
=a(y) — 7|8y p(z)

donde es claro que

a(y) —r|B8 )l p(r) <al(y) <0 parar|B(y)| #0.

Observacion 21. El teorema anterior puede ser extendido
sin dificultad para mejorar la tasa de estabilizacion de los
sistemas

y =D (Ax + bu),
para toda matriz diagonal D con entradas positivas, de
manera que el control estabilizante upe(x) depende ahora

40 30 60 70 30 90 100

Fig. 1. En esta simulacién se tomé la condicién inicial
xo = (20,20)7, la curva dy(t) = 3 |x;(t, u)—Z;| donde
x(t, ) es la solucién del sistema (6) con f; = fi =1,
fo =3, f3 = 2y T = (20,2007, mientras que
dy, =3 |zi(t,u) — T;| con u, dador por (7).

de la funcién de Lyapunov V = 2T Ppz, donde consid-

eramos la matriz diagonal Pp = D~ !'P, definida en la
prueba del teorema 9.

6.1 FEl caso de los dos tanques

Considerando el sistema

(B)-(25) @) ()

Con A = (_f33 j}g , donde f; + fo = f3, entonces A es
Hurwitz porque det A = f35 (f3 — f2) > 0. Por lo tanto las
soluciones z (t) = ;; Eg son tales que

tlggo =(t) =2,

donde el punto de equilibrio Z € R2, es dado por

-1
- —f3 fo i _ (1
r=— u=1u .
( fs —f3 0 1
A continuacién diseniamos el estabilizador continuo para
obtener una mejor tasa de convergencia.
Por el lema 14, consideremos la matriz
10
I3

para definir la funciéon de Lyapunov

P =

. . A
VzixTszi(xlxg) Oé < )



HG—‘

1204

60

tal que

fs

—f396§ + 2fax120 — f2$§ =fy (—fzﬂﬁf + 2172 — JS%)

< fa (—x% + 2x129 — x%)

=—f2 (!El - ZEQ)Q )

V= —fg.iU% + 2fox120 — f2$§ + z1 fiu
=a(z) + B (x)u,
tal que
a(z) = = faaf + 2fox1zs — for)
< —folwr —22)* <0
y B () = x1 f1. Por lo tanto, mediante el control

1- exp(—6|ﬂ|r), si |5‘T > 0, (7)
0, si |B|r=0,

mejoramos la tasa de estabilizacién. Esta metodologia es
aplicada a cada uno de las aplicaciones descritas en la
seccién 2. Por ejemplo, para el sistema (6), si tomamos
los valores

fi=fi=1, fa=3, fs=2yT=(20,20)7,
la figura 1 nos compara las convergencias con el control
constante @ y el control continuo (7). Finalmente, la figura
2 corresponde a la aplicacién del control (5), con los datos

7 = (28.668, 28.668, 28.668, 17.15, 22.044, 43.115, 19.421)7

b= (07 Oa 07 Oa 07 bﬁa O)T7

donde se comparan las convergencias de las soluciones al
punto de equilibrio al aplicar ue y ©w =

100 be *

7. CONCLUSIONES

Mostramos un método de estabilizacion-clf para sistemas
positivos lineales mediante funciones de control admisibles
(continuas y acotadas). En general, dado un sistema afin
(que puede ser lineal), la dificultad préctica para obtener
el control estabilizante consiste en encontrar la funcién
de Lyapunov V con las propiedades CLF y SCP. Para
el caso de sistemas lineales positivos, es suficiente con
encontrar una matriz diagonal P, solucién de una ecuacion
de Lyapunov, para definir la funciéon de Lyapunov

V =27 Px.

Con tal funcién podemos usar el resultado publicado en
(6) para disenar el estabilizador admisible.
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