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Guadalajara, Blvd. M. Garćıa Barragán 1451, C.P. 44430,

Guadalajara, Jalisco, México.
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Abstract: El trabajo describe la śıntesis de un controlador H∞ clásico para el control de
un digestor anaerobio para el tratamiento de la fracción orgánica soluble de residuos sólidos
municipales. El controlador propuesto asegura la regulación robusta de la concentración de la
materia orgánica soluble a pesar de variaciones en la concentración en la alimentación.
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1. INTRODUCTION

La digestión anaerobia (DA) es el proceso mediante el cual
es posbile tratar materia orgánica proveniente de desechos
agroindustriales y efluentes del tipo municipal. Durante la
última década, la DA a ganado interés en su aplicación
a la fracción orgánica soluble de residuos sólidos urbanos
(FOSRSU). La DA es una tecnoloǵıa atractiva en el sentido
de una opción eficiente para el tratamiento de la FOSRSU
mientras es posbile producir de manera simultánea una
fuente de enerǵıa renovable como biogás (Mata-Alvarez et
al. (2000)).

La aplicación de la DA a procesos de la FOSRSU es
limitada principalmente por dos factores: complejidad del
proceso y la dificultad de alcanzar y mantener un punto
de operación deseable. Dichas limitaciones pueden ser su-
peradas mediante el desarrollo y mejora de sistemas de
instrumentación y control (Jimenez et al. (2015), Méndez-
Acosta et al. (2008)). Algunas de las contribuciones en
el área de la FOSRSU incluyen modelado, identificación,
diseño, optimización y monitoreo en ĺınea (Mata-Alvarez
et al. (2000), Moletta et al. (1986), Pavan et al. (2000),
Esposito et al. (2011a), Esposito et al. (2011b), Fernández
et al. (2010), Fernández et al. (2011), Bolzonella et al.
(2003)). A conocimiento de los autores, pocas han sido las
contribuciones en el área de control aplicadas a la FOSRSU
(Flores-Estrella et al. (2016)).

2. MODELO DINÁMICO

Basados en trabajos previos (Hill and Barth (1977), Mo-
letta et al. (1986), Kiely et al. (1997)) Flores-Estrella y
colaboradores propusieron el siguiente modelo orientado a
un problema de control (ver Flores-Estrella et al. (2016)).

Ẋ1 = (μ1 −KD1 −D)X1

Ẋ2 = (μ2 −KD2 −D)X2

ṠO = (SO,in − SO)D −
μ1X1

YX1

+
μ1X1

YX1SO

V̇A = (VA,in − VA)D +
μ1X1

YX1V A

−
μ2X2

YX2V A

˙NH4 = (NH4,in −NH4)D +
μ1X1

YNH4

(1)

donde X1 y X2 (mg/l) es la concentración de biomasa
acidogénica y metanogénica activa respectivamente; SO

(mg/l) es la concentración de materia orgánica soluble
soluble; VA (mg/l) es la concentración de ácidos gra-
sos volátiles (AGV); y NH4 (mg/l) es la concentración
de amonio. La cinética de la biomasa acidogénica y
metanogénica activa esta representada por:

μ1 =
μ1,max

1 + KS1

SO
+ VA

KIa1

μ2 =
μ2,max

1 + KS2

VA
+ VA

KIm1

+ NH3

KIm2

(2)

Note que la cinética del consorcio de microorganismos
acidogénicos incluye inhibición por AGV, mientras que la
cinética del consorcio de microorganismos metanogénicos
incluye inhibición tanto por AGV como por NH3. Adi-
cionalmente, dos ecuaciones complementan el sistema. La
relación entre el NH4 y NH3; y la producción de metano
((lCH4/lreactor)d

−1). Ambas ecuaciones estan definidas
como:

NH3 = NH4KNH4 = NH4

KiNH4

H+

MNH3

MNH4

QCH4 = μ2X2YCH4X2

SV

MX2

(3)

Note que la producción de metano no esta en función de
VA. Se asume que existe una concentración de AGV tal que
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la producción de metano por parte de los microorganismos
metanogénicos es proporcional a una constante YCH4X2.

El sistema de DA para la FOSRSU puede definirse como:

Φ̇ = f(Φ,Π), Φ(t0) = Φ0 (4)

donde los estados son Φ = [X1, X2, SO, VA, NH4] y los
parámetros Π = {μ1max, μ2max, KD1, KD2, YX1, YX1SO,
YX1V A, YX2V A, YNH4, KS1, KS2, KIa1, KIm1, KIm2,
KNH4 }. Los valores nominales π0 ∈ Π se muestran en
la Tabla 1.
De acuerdo a los resultados obtenidos por Flores-Estrella

Table 1. Parámetros utilizados en modelo
dinámco (Flores-Estrella et al. (2016)).

Simbolo Valor Unidad

Valores nominales π0 ∈ Π

μ1max 0.4 d−1

μ2max 0.4 d−1

KD1 0.025 d−1

KD2 0.04 d−1

YX1 0.2 mg X1/mg SO

YX1SO 0.243 mg X1/mg SO

YX1V A 2.45 mg X1/mg VA

YX2V A 0.06 mg X2/mg VA

YNH4 0.1212 mg NH4/mg X1

YCH4X2 80 gmol CH4/gmol org
KS1 25 mg/l
KS2 150 mg/l
KIa1 1000 mg/l
KIm1 300 mg/l
KIm2 5 mg/l
KiNH4 5.3× 10−10 @ 35 ◦C

Parámetros adicionales

MNH3 17.03 g/g mol
MNH4 18.05 g/g mol
MX2 111300 mg org/mol org
Sv 25.4 l/mol @ 35 ◦C
KNH4 0.005 @ 35 ◦C
pH 7.0

Parámetros operativos

SO,in 1500.0 mg/l
VA,in 500.0 mg/l
NH4,in 500.0 mg/l

D 0.0372 d−1

D∗ 0.01 d−1

D 0.0001 d−1

y colaboradores (Flores-Estrella et al. (2016)), el modelo
(4) tiene un punto de equilibrio (x∗ ∈ R5

+) tal que
X1, X2 �= 0, xj,in > xj > 0, j = 3, 4 para todo t ≥ 0 y
condiciones iniciales dentro del dominio f́ısicamente real-
izable. La siguiente proposición resume algunos resultados
importantes:
Conjetura 1. Considere el modelo (1). Asuma que la
composición de alimentación SO,in, VA,in y NH4,in es
constante por pedazos, Entonces el sistema (4) tiene un
punto de equilibrio localmente estable Φ∗

CNO para una

D∗ ∈ [D,D] bajo condiciones normales de operación
(X1 > 0, X2 > 0, SO < SO,in, VA < VA,in). Dicho
punto pertenece a un conjunto cerrado ΩCNO = {ψ∗

CNO ∈
R5

+|ψ
∗

CNO,min ≤ ψ∗

CNO ≤ ψ∗

CNO,max ; ψ∗

CNO,min > 0 y

ψ∗

CeNO,max < ∞} ⊂ R5
+ la cual contiene todas las condi-

ciones normales de operación (CNO); en donde ψ∗

CNO,min

se obtiene para D∗ y ψ∗

CNO,max para D
∗

respectivamente.

3. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA DE CONTROL

Dado un modelo dinámico que describa el proceso de DA
aplicado al tratamiento de la FOSRSU es posible diseñar
un controlador tal que mantenga las trayectorias cercanas
a un punto de operación deseado (CNO). Una alternativa
seŕıa variando el factor de dilución (D) mediante una ley
de control a fin de regular la VA en la vecindad de un
valor deseado. Es decir, D es la variable manipulada o
de entrada representada por u y la variable de salida
esta relacionada con los AGVs y es representada por y
(Flores-Estrella et al. (2016)). El controlador propuesto
debe afrontar las siguientes situaciones: dinámica no lineal
del proceso, incertidumbre paramétrica, restricción en los
actuadores, error y ruido en mediciones. Es importante
agregar que en el problema de regulación se incluya la
presencia de perturbaciones tales como la variación en la
concentración de la DQO en la entrada del proceso de DA
aplicado al tratamiento de la FOSRSU.

4. SÍNTESIS DEL CONTROLADOR VÍA H∞.

El problema de control de regulación de VA en un DA
para el tratamiento de la FOSRSU puede ser abordado
mediante la metodoloǵıa estándar de control clásico H∞.
Dado que el sistema (4) tiene un punto localmente estable
X∗, es necesario calcular la entrada de control u = D−D∗

a fin de obtener un valor deseado de V ref
A tal que se

preserve la condición normal de operación ψ∗

CNO ∈ R5
+.

A fin de obtener una ley de control, las siguientes suposi-
ciones son consideradas:
1. La variable VA se encuentra disponible para mediciones
en ĺınea.
2. La concentración del influente SO,in, VA,in y NH4,in

son constantes por pedazos, acotadas pero inciertas.
3. La cinética de crecimiento de las bacterias acidogénicas
y metanogénicas son funciones: suaves, acotadas e incier-
tas.
4. El factor de dilución esta restringida a una función de
saturación:

sat(D) =
D si D ≥ D
D si D < D < D
D si D ≤ D

(5)

donde D y D son conocidos (Flores-Estrella et al. (2016)),
D ∈ R+ y Dsat = sat(D).

Básicamente la metodoloǵıa de śıntesis del controlador
esta descrita los siguientes pasos: (i) linealización del
modelo no lineal (4), (ii) describir los requerimientos de la
variación paramétrica y las señales contempladas mediante
funciones de peso descritas en términos de magnitud y
frecuencia, (iii) encontrar un controlador tal que cumpla
con los requerimientos a lazo cerrado del sistema en
cuestión.



4.1 Planta nominal.

El modelo (4) fue linealizado mediante el cálculo del jaco-
biano Ji,k para i, k = 1, 2, 3, 4, 5 en el punto de equilibrio
X∗. De esta forma el sistema lineal es representado por:

ẋ = Ax+Bu; x (t0) = x0

y = Cx
(6)

donde A = ∂fi/∂xk, B = ∂fi/∂D
T , and C = [0, 0, 0, 1, 0].

De esta forma la variable de entrada u = D − D∗, y
la variable de salida y = VA quedan definidas. En la
Fig. 1 puede observarse Pnom la cual es la función de
transferencia asociada a (6).

4.2 Funciones de peso.

Las funciones de transferencia con información en mag-
nitud y frecuencia fueron diseñadas tomando en cuenta
requerimientos en señales como: (i) We el error tolerado
en la medición, (ii) Wu la acción de la señal de control,
(iii) Wn el ruido asociado a la medición. Dado el criterio
de robustes asociado al problema de atenuación de per-
turbaciones a lazo cerrado, la función de transferencia de
sensibilidad es incluido en la construcción de funciones de
peso bajo los siguientes criterios (Zhou (1997)):∥∥We(I + PnomK2)

−1
∥∥ ≤ 1∥∥WuK2(I + PnomK2)
−1

∥∥ ≤ 1
(7)

Las funciones de peso propuestas son las siguientes:

We =
(s/1.0) + 1000

s+ (1000)(0.001)

Wu =
s+ 1000/1.0

0.001s+ 10000

Wn =
s+ (10000)(0.01)

(s/0.1) + 10000

(8)

En la Fig. 1 se puede observar las funciones de peso dentro
del diagrama de bloques asociado al problema de control.
Cabe mencionar que dichas funciones de peso fueron con-
struidas basadas en la metodoloǵıa presentada por Flores-
Estrella y colaboradores (2013).

Fig. 1. Diagrama de bloques asociado al problema de
control.

4.3 Cálculo del controlador.

En la Fig. 1 se ilustra el diagrama de bloques del problema
de control. Dado que el sistema (4) tiene un único punto
de equilibrio (x∗), el cual es localmente estable, es posible
diseñar un controlador tal que calcule una entrada de
control (u) la cual mantenga las condiciones normales de
operación a pesar de perturbaciones en la concentración
de DQO en el flujo de alimentación (SO,in).
Los elementos más importantes del diagrama de control

son: la entrada de control u = D − D∗, ruido n y la
concentración de DQO en la alimentación al bioreactor
SO,in. Se puede observar en el diagrama las señales aso-
ciadas con el error z1, señal de control z2 , aśı como la
asociada a la medición de AGV y = VA. Adicionalmente,
Pnom representa la planta nominal. Finalmente, se tienen
las funciones de peso We, Wu y Wn las cuales son de-
scritas en (8). Basados en la Fig. 1 es posible describir la

relación de las señales de entrada z = [ z1 z2 e ]
T
y salida

d = [ n u ]
T

mediante la planta generalizada z = Gd tal
que G esta definida como:

G (s) =

⎡
⎣WeWn −WePnom

0 Wu

−Wn −Pnom

⎤
⎦ (9)

De este modo, es posible encontrar un controlador, si existe
uno, el cual minimiza la norma infinito de la función de
transferencia a lazo cerrado entre el controlador y la planta
generalizada descrita como una transformación lineal frac-
cionada Tzd = �l (G,K). Dicha norma es descrita como:

‖Tzd‖∞ = max
ω

σ [�l (G,K)]

�l (G,K) = G1,1 +G1,2K (I −G2,2K)
−1

G2,1⎡
⎣
[
z1
z2

]

e

⎤
⎦ =

[
G1,1 G1,2

G2,1 G2,2

] [
[n]
u

] (10)

El problema de control subóptimo fue resuelto numérica-
mente mediante la solución de la ecuación estándar de
Riccati (Zhou (1997)). Esto se realizó mediante el uso
del programa Matlab utilizando el comando hinfsyn. El
controlador K(s) fue obtenido con γ = 0.0962. El contro-
lador obtenido fueK(s) = KN (s)/KD(s), donde:KN (s) =
1.25s6+1.25×106s5+6.62×104s4+3.41×1010s3+3.52×
1010s2+2.87× 109s+5.89× 107 y KD(s) = s7+4517s6+
8.42×106s5+7.33×109s4+2.40×1012s3+2.50×1012s2+
1.08× 1011s+ 8.39× 108 .

5. RESULTADOS NUMÉRICOS

En la Fig. 2 se puede observar la respuesta de la variable
de salida bajo la acción de la ley de control propuesta.
El controlador regula satisfactoriamente la salida a pesar
en cambios en escalón (Fig. 2A) mientras se atenúan las
perturbaciones debidas a la variación de la DQO de ali-
mentación (Fig. 3).
Note que a los tiempos t = 1 [d] y t = 3 [d] se ob-
serva una posible acción de control que pudiera no ser
f́ısicamente realizable. Sin embargo, apesar de que el con-
trolador nominal no incluye una prueba de robustez, dicho
comportamiento únicamente se presenta en los cambios en
esacalón y no debidas a perturbaciones en la concentración
de alimentación. De hecho, la acción de control se realiza
sin saturaciones y de una manera suave (Fig. 2B).

6. CONCLUSIÓN

En este trabajo se aborda el problema de control Hinf

aplicado al modelo dinámico no lineal de DA para el
tratamiento de la FOSRSU. El controlador propuesto es
capaz de lograr la regulación robusta de AGV en el modelo
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Fig. 2. Resultados de la simulación para la evaluación del
controlador. A) Concentración de AGV a la salida
del digestor. B) Factor de dilución, la cual esta rela-
cionada con la entrada de control calculada por la ley
de control. C) Producción de biogás.
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Fig. 3. Concentració de la DQO a la entrada del digestor
(SO,in).

no lineal a lazo cerrado incluso ante cambios en escalón
en el set point y ante perturbaciones en la DQO de ali-
mentación.
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