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Resumen: Se presenta una reduccién basada en valores singulares de Hankel para un
sistema lineal e invariante en el tiempo, el cual representa la discretizacion de un modelo
electroquimico de particula tnica de celdas de iones de litio. La reduccién presentada consiste
en calcular el gramiano cruzado, el cual es menos costoso computacionalmente que los
gramianos de controlabilidad y observabilidad requeridos para el balanceo tradicional. Con
este método es posible reducir la dimensién del modelo discretizado en un 80 %. En el peor
caso se tiene 0.2% de error relativo para la fracciéon molar de iones de litio en fase sélida
promedio, intimamente relacionada con el estado de carga promedio de la celda.

Palabras Clave: Modelado e identificacion de sistemas, control de sistemas lineales, sistemas
de pardmetros distribuidos, reduccion de orden, celdas de iones de litio.

1. INTRODUCCION

Por su gran capacidad de almacenamiento en com-
paracion con otras tecnologias, existe un creciente interés
por estudiar y generalizar el uso de celdas de iones de litio
(Lit) en aplicaciones automotrices (Chaturvedi et al.,
2010), (Dey et al., 2015), especialmente en los vehiculos
eléctricos hibridos. Una familia de modelos electroquimi-
cos simplificados, denominados Modelos de Particula Uni-
ca (MPU), describen con mayor detalle los fenémenos
asociados a los principales mecanismos de carga y des-
carga que los modelos de circuito equivalente (Dey et al.,
2015). Los MPU representan la difusién de Lit en fase
sélida en promedio para cada electrodo, considerando una
particula esférica representativa del material activo de
cada uno y suponiendo que las propiedades constantes
a lo largo de los mismos.

La difusién en fase sélida para cualquier electrodo se
representa por la Ecuacién Diferencial Parcial (EDP)

Ocs(t,r) 1 0 [ 50c(t,T)
o Py ( ar>’ (1)
con condiciones inicial ¢s(0,7) = cs0(r) y de frontera
Ocs(t,r) Ocs(t, ) +1 )
o h=o " o r=R., - FSD,a*tl* ia, (2)

donde D, es el coeficiente de difusién de LitT en estado
sélido y Rs el radio de la particula representativa; F
es la constante de Faraday, S es la seccion transversal
de la celda, a* el 4rea de superficie activa por unidad
volumétrica de electrodo y I* es el espesor del electrodo;
los signos 4+ indican de qué electrodo se trata. Por
facilidad de manejo, se normalizan ¢ = ¢s(t,r)/csm para
la concentracién de Lit en estado sélido cs(¢,7) respecto
a la concentracién méxima cgyn, vy €& = r/Rs para la

coordenada radial 0 < r < Ry, de modo que 0 < (,& <1,
y la condicién inicial es (0,£) = (p(§). Por otro lado,
el factor Dy de (1) se normaliza junto con ¢ mediante
7= (Ds/R2)t, 7 > 0 (Subramanian et al., 2005). Asf, (1)

se reescribe

0¢ _ 10 (,0¢
7~ aoe (€5 @)
con condiciones inicial {(0,£) = (s0(§) y de frontera
o¢ 9¢ R :
i} -0: = - s
o £E=0 ’ 23 E=1 F‘SDSCLiCimli e (4)

tal que el coeficiente de difusién es 1 y las variables in-
dependientes (7, &) son adimensionales. La fraccién molar
de LiT en la superficie de la particula representativa es
Cs(1) = ¢(1,€ = 1) y la corriente eléctrica aplicada (en-
trada) ig = i4(7). Con esta normalizacién de variables, las
condiciones de frontera (2) sélo implican una dilatacién
temporal de iq = i4(t) en (4). El potencial total de la
celda es

V=—U(()+UNC) = (07 (¢) + o7 (¢h) + Rcel)é?)?)
donde U*(¢ i) son los potenciales de equilibrio de los elec-
trodos. Ademads, R.; es la resistencia éhmica total de la
celda y las funciones auxiliares o representan pequefias
caidas de potencial inducidas por la no linealidad de la
cinética de las reacciones de intercalacién de Lit en los
electrodos.

Dada la complejidad matematica de las EDP al tratarlas
en el contexto clasico del control de sistemas dindmicos, se
recurre a versiones discretizadas de éstas, es decir, aproxi-
maciones mediante un conjunto de n Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias (EDO) lineales. Cada EDO modela un
punto sobre la coordenada radial, cuya ubicacién depende
de la distribucién del mallado empleado, y el conjunto
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Figura 1. Concentracién Li™ en fase sélida

de dichos puntos construye un perfil para ((7,&) (Figura
1). Los sistemas discretizados obtenidos mediante méto-
dos en Diferencias Finitas (DF'), Cuadratura Diferencial
Polinémica (CDP) y Cuadratura Diferencial de Fourier
(CDF), con el mallado adecuado, ofrecen aproximaciones
manejables analitca y numéricamante, con soluciones que
pueden hacerse arbitrariamente cercanas a la respuesta
de la EDP (Romero-Becerril y Alvarez-Icaza, 2011).

Puesto que las discretizaciones mas fieles a los perfiles
exactos de la PDE suelen ser de érdenes altos, existe un
compromiso con la complejidad de su uso, por ejemplo, al
implementar observadores basados en filtros de Kalman,
que pueden ser muy demandantes computacionalmente.
Por ello es desable reducir dichos modelos discretizados
antes de construir un esquema de observacion de estado
o estimacién paramétrica.

Aunque diagonalizar la dindmica del modelo discretizado
empleando una transformacién de similitud para discri-
minar valores propios de dindmica rapida es un método
comun de reducciéon de orden, en este articulo se utiliza
una técnica sustancialmente mejor denominada Balanceo
(Moore, 1981). Dicha técnica consiste en hallar una trans-
formacion de similitud para un sistema Lineal Invariante
en el Tiempo (LIT) tal que sus Gramianos de controlabi-
lidad y observabilidad se diagonalicen simultaneamente y
posteriormente se reduce el orden del sistema LIT balan-
ceado. Existen, entre otros, dos métodos basados en va-
lores singulares para sistemas LIT: la Realizacion Balan-
ceada Residualizada (RBR) y la Realizacién Balanceada
Truncada (RBT) (Aizad et al., 2014). Dichos métodos se
sustentan en la descomposicién del modelo mediante los
gramianos de controlabilidad y observabilidad basada en
valores singulares de Hankel. El gramiano cruzado, defini-
do primero en (Fernando y Nicholson, 1982), ha mostrado
proporcionar un balanceo ventajoso computacionalmente
(Himpe y Ohlberger, 2014) respecto al balanceo interno
tradicional de Moore (1981).

El objetivo de este articulo es mostrar que, utilizando el
balanceo basado en gramiano cruzado, es posible mante-
ner el desempeno entrada-salida de un modelo original-
mente de orden 20 a uno de orden 4 sin pérdida signifi-
cativa de precision para la fraccion molar promedio y la
fraccién molar en superficie de la particula representativa

de un electrodo. El articulo estd organizado como sigue:
la Seccién 2 explica el proceso de reduccién de orden
del modelo discretizado de orden pleno n, de modo que
se finalice con un modelo equivalente entrada-salida de
orden inferior. La Seccién 3 expone cémo computar el
Estado de Carga (EDC) promedio a partir de las varia-
bles de estado del modelo discretizado y de la fraccién
molar en superficie. La Seccién 4 muestra simulaciones y
sus interpretaciones, y finalmente, la Seccién 5 presenta
conclusiones y un esbozo del potencial de los resultados
obtenidos.

2. REDUCCION DE ORDEN
2.1 Generalidades sobre balanceo y reduccion

Sea el sistema LIT minimo, es decir observable y
controlable, conformado por A € R"*" B € R"*™,
CeRTXn yD ER’I‘Xm

&= Ax+ Bu ; y = Cx + Du, (6)

con u = u(t) € R™1 vt > 0. A puede tener va-
lores propios inestables, aunque restringida a que toda
combinacion con repeticién! C? de dos valores propios
(i, A) cualesquiera de A entre sus n valores propios o(A)
satisfaga (Poznyak, 2008, p.137)

A+ #0,YCh (A, )|\, p € o (A). (7)
La condicién (7) equivale a que no existan valores propios
en comun entre o(A) y o(—A) (Laub, 2005, p.145).
Esta restricciéon es necesaria y suficiente para asegurar
existencia y unicidad de los gramianos de controlabilidad
W, y de observabilidad W, definidos por la resolucién de
las ecuaciones algebraicas de Lyapunov

AW, + W, AT = —BBT, (8)
ATW, +W,A=-CTC. (9)
El balanceo consiste en calcular una matriz no singular
W tal que la transformacién @ = W2 para (6) provoque
que, en las nuevas coordenadas =, W, y W, sean ambos

diagonales y, si es posible, iguales. Asi, se tienen las
matrices transformadas

A=W™AW; B=W™'B; C =CW; D=D. (10)
Ademés, con la diagonalizacién simultdnea de matrices

simétricas por una transformacién congruente (Uhlig,
1973), se tiene

Dy =W WwW-T; Dy =WTW,w. (11)

Si Dy y D son diagonales, se dice que (6) estd balanceado
por W. Si, adicionalmente, D; = Dy, se dice que (6)
estd internamente balanceado por W. Para el balanceo
de (6) es condicién suficiente que A sea estable (Hurwitz)
y (A,B,C,D) observable y controlable. En este caso, un
algoritmo para balancear internamente (Laub et al., 1987)
y reducir (6) es:

1. Resolver AW, + W.AT + BBT = (0 para W..

2. Resolver ATW, + W,A+ CTC =0 para W,,.

3. Calcular los factores de Cholesky, We = L.LT y
Wo = L,LT.

4. Calcular la descomposicién en valores singulares del
producto de los factores de Cholesky UXVT = LT'L,

L Cs 2 (n+s—1)!/(s!(n—1)!): Combinacién con repeticién de n
elementos tomados de s en s, donde n > s.



donde ¥ es una matriz diagonal positiva y U, V son
ortonormales por columna.

5. Computar las matrices de tranformacion balanceante
W =LVE V2 w1l =x"120TLT.

6. Formar la realizacién balanceada como A = W—1AW,
B=W~'B,C=CW, D=D.

7. Seleccionar el orden del modelo reducido previsto
proveniente de la realizaciéon balanceada.

8. Truncar o residualizar A, B, C, D.

Los valores singulares de Hankel p se definen como las
raices cuadradas de los valores propios o del produc-
to W.W,, es decir, p = \/o(W.W,). Para obtener la
RBT, se hacen idénticamente cero las variables del estado
T = [¥1,72]7 asociadas a valores singulares de Hankel
pequenos a criterio del disenador, es decir Zo = 0. Asi, el
modelo (6) resulta

Ii‘l = Allli'l + Blu Y= élfl + Du.
Para la RBR, el modelo reducido surge fijando las
derivadas de las variables de estado asociadas a valores

singulares de Hankel pequetios, igualmente a criterio del
disenador, es decir Zy = 0. Con ello, de (6) resulta

i = (12111 — 121121212_2112121 i+ (B — A12A§2132) U,
Yy = (él — 021‘15211‘121 £1~71 + D — égAEzlgg) u.
En ambos casos, la funcién de transferencia de orden
reducido G,,_,(s) obtenida por los métodos de trunca-
miento y residualizacién satisface |Gy, (s) — Gp—r(8)]|co <
2(pn—r+1+pPn—rs2+...+pn) (Gajic y Lelic, 2000), donde
G, es la funcién de transferencia de orden pleno, es decir,

los valores singulares de Hankel definen una cota para el
error de truncamiento /residualizacion.

2.2 Generalidades del gramiano cruzado

Una realizacién de espacio de estados (A, B, C, D)
con A € R B e R*™™ (C € R™*" y D ¢ Rm*m
es simétrica si la matriz de transferencia G(s) £ C(sI —
A)7IB + D es simétrica para todo s complejo que no
corresponda a los valores propios de A, esto es G(s) =
GT(s),Vs € Cls #0; € 0(A), i =1,...,n. Nétese que es
necesario que el nimero de entradas sea igual al de salidas
para que una realizacién sea simétrica y que todo sistema
de una entrada-una salida (SISO por sus siglas en inglés)
es trivialmente simétrico. Para esta clase de sistemas, el
gramiano cruzado se define como la solucién a la ecuacién
de Sylvester

AW,o + WeoA = —BC, (12)

donde se asume, al igual que para (8) y (9), que se cumple
(7). Al principio, la no singularidad de W, se empleaba
como criterio necesario y suficiente para caracterizar la
minimalidad de (A4,B,C,D) (Fernando y Nicholson, 1982)
y (Fernando y Nicholson, 1985). Aunque es comtn asumir
necesaria y suficiente la estabilidad asintética de A para
la resolucién de (8) y (9) (Tan y He, 2007, p.42), es posible
también balancear ciertos sistemas inestables, cumpliendo
el criterio (7), mediante la solucién de (12) (Kenney y
Hewer, 1987). El Teorema 2.1 muestra la relacién entre
el gramiano cruzado y los gramianos de controlabilidad y
observabilidad para sistemas simétricos.

Teorema 2.1. (Kenney y Hewer, 1987). Supdngase que la
realizacién (A,B,C,D) es simétrica y que se satisface (7).
Entonces W2, = W.W,,.

El Teorema 2.1, probado para sistemas SISO en (Fernan-
do y Nicholson, 1982) y de multiples entradas-multiples
salidas (MIMO por sus siglas en inglés) en (Fernando
y Nicholson, 1985), implica que |[A(W,)| = A/ A(W.W,)
(Himpe y Ohlberger, 2014). Esto es evidente de las dia-
gonalizaciones simultdneas (11). La diagonalizacién real
del gramiano cruzado es un criterio necesario y suficiente
(Kenney y Hewer, 1987) para el balanceo interno de (6).
Las restricciones de similitud real para W,, y para el
producto W.W, han incitado a investigar el balanceo
de sistemas que no satisfagan dichas restricciones para
W.W, (Zhou et al., 1999) mediante redefiniciones de los
gramianos clasicos, o para W, introduciendo un concepto
llamado gramiano cruzado generalizado (Shaker, 2012).

Ademsds del procedimiento de Laub et al. (1987), otro mo-
do de balancear internamente empleando el gramiano cru-
zado, es usar la transformacion W £ W (D; Dy)/4| Dy|'/?
y reemplazar W por W en (11), para asi inducir que
D1 = Dy (Kenney y Hewer, 1987). El balanceo interno
obtenido con W, y también el de (Laub et al., 1987),
presentan el mismo fenémeno descrito en (Moore, 1981)
como simetria de valor absoluto de la matriz de la dinami-
ca de la realizacién balanceada. La diferencia crucial entre
ambos, es la menor exigencia computacional de W, pues
prescinde de factorizaciones de Cholesky.

2.8 Diagonalizacion del modelo discretizado

Se define ahora la transformacién diagonalizante
r £ T# donde T es una matriz no singular. Asi, (6) puede
escribirse
=A%+ Bu ; y=Ci + Du, (13)
donde A = T-'AT, B =T'B,C = CT y D = D.
El operador T estd formado por los vectores propios
asociados a cada valor propio A;, con i = 1,...,n de
A, ordenados de menor a mayor valor absoluto |A| segin
su dominancia respecto a la velocidad de convergencia
de las soluciones de (13). La dindmica correspondiente a
los valores propios mas cercanos al valor cero de dicho
sistema puede evidenciarse si se desglosa el estado como
& = [&ny, 207, donde &, € R=X1 y & € R™!. Con
ello, (6) queda transformado como

f."7' — ‘{111 "{112 fim’ + BAnr u
Ty A1 Az L B, |7
y=[Co Gy | T (14)
nr T :L"r‘

Para el sistema diagonalizado (14), es posible calcular el
gramiano cruzado resolviendo (12) y revisando que todos
los valores propios sean reales. No obstante, los sistemas
(14) y (6) contienen un valor propio cero, con lo cual el
criterio (7) no se satisface. Para mitigar este problema,

primero se desglosa la transformacién diagonalizante T

]—i—Du.

como
T T Tho T3 2

[x2nr‘| = | Ty Top T3 5627”«] ) (15)
T, T31 T3o T33 Z,




lo cual permite reexpresar (14) de la forma

'J;ﬁ 14:111 1‘:112 1‘:113 1 31
Tonr | = | A21 Aso Aos | | Z2nr | + | Banr | 4,
Zy Az Aszz Asg Tr B
~ A~ ~ i.l A
y=1[C Copr Gy ] | &2nr | + Du. (16)
&y

La idea es balancear la porcién de (16) no asociada al
valor propio cero, es decir, [Zon,, 2]7 .

2.4 Balanceo y reduccion del modelo discretizado

Al sistema diagonalizado definido a bloques en (16)
se le aplica la transformacién balanceante & £ Wi (17).
Como la parte de (16) correspondiente a la variable de
estado &1 no es Hurwitz, la porcién en (17) definida como
W = [Wy1Wig; Wa Was] s6lo actia sobre la dindmica
correspondiente a las variables [#9,,,., 2,]7 sin afectar la
dindmica relacionada al valor propio cero, es decir

k! Lixi Oixn—r—1 O1xr | [ 71
Lonr | = Op—r_ix1 Wn Wi Tony | - (17)
Zr 0,1 War  Wap Ty
Aplicando W resulta

e An Arg Asg Iy By
Tony | = | A21 Aga Agg ljgnr + | Banr | U,
I, Az Aszz Ass Lr B.
O .
Y= [Cl Conr C’r] i‘gnr + Du. (18)
x’r

El truncamiento de (18) se efectia forzando las variables
de estado menos dominantes a equivaler 0, esto es z, =
(%i)f—p_p41 = 0. Con ello, (18) queda reducido a

2 Ay 12112] - { B }
Lnr = 1 1 Tnr + | 5 u,
|:A21 A22 B2nr
Yy= [él 02717'} jnr"'Du; (19)
donde ,, = [¥1,%2.-]7. La residualizacién se obtie-

ne induciendo las derivadas de las variables de estado
de (18) menos dominantes a equivaler 0, esto es Z, =
(a;ﬂi)?:n_rﬂ = 0. Asi, al sustituir las restricciones alge-
braicas obtenidas de (18) en su dindmica remanente, (18)
resulta

Lo Ay A _ ~ By _ 3
o = <[A21 Azz} Ag) For ({anr} AfBT) o

Y= ([C’l é2nr] - ég)£nr + (D - CfBr)ua (20)
d~on~de Af 2 [A1371€123]T~A§31, Ag 2 Af[zigl,zi:gg]; Cf é
CrAzs vy Cg £ OplAsr, Al

3. ESTADO DE CARGA PROMEDIO

Aunque las variables de estado de las realizaciones
reducidas de orden n — r pueden no tener un significa-
do fisico en las nuevas coordenadas balanceadas reduci-
das , es posible volver a las coordenadas originales x
mediante las transformaciones inversas de (15) y (17).
El Estado de Carga (EDC) promedio se calcula como

EDC,(t) = (¢p(t) — €0)/(C100 — €o) (Romero-Becerril y
Alvarez-Icaza, 2011), donde Coi y Cf%o son los coeficientes

de estequiometrias de carga al 0% y 100% (Smith y
Wang, 2006), y la fraccién molar promedio (,(t) se calcula
(Chaturvedi et al., 2010), para el MPU y en coordenadas
normalizadas ((, ), de la forma

G(t) = /0 3C(t,€)€2de. (21)

Asi, para calcular (,(t) se resuelve la integral (21) em-
pleando la respuesta temporal de los n estados recons-
truidos, mediante (15) y (17), de las n — r variables
balanceadas y reducidas ,,_,.. Si el proceso de reduccién
de orden ha sido exitoso, el resultado de esta integral
coincide bastante con la integral (21) calculada previa a
la reduccién. Otra forma de computar la fraccién molar
promedio ((¢,£) es mediante la respuesta temporal de la
variable de estado correspondiente al valor propio en cero
de la dindmica reducida de orden n — r (Romero-Becerril
y Alvarez-Icaza, 2011).

Cabe mencionar que en las discretizaciones del tipo CDP,
CDF y DF, las variables correspondientes a los valores en
las fronteras (£ = 0y £ = 1) no pueden modelarse median-
te EDOs. Por tanto, las variables de las discretizaciones
de orden n utilizadas son puntos internos en el dominio de
los radios en las esferas del MPU explicado en la Seccién
1. La evolucién temporal en las fronteras se recuperan
con ayuda de expresiones algebraicas dependientes de los
n — 2 puntos internos, calculadas de distintas formas de
acuerdo al tipo de mallado y técnica de discretizacién
usados (Romero-Becerril y Alvarez-Icaza, 2011).

4. SIMULACIONES Y RESULTADOS

Por simplicidad, las soluciones de las aproximaciones
se resuelven respecto al tiempo normalizado 7, el cual
induce una normalizacién frecuencial w,, = (R2/Ds)w. La
senal de entrada es un pulso de corriente de carga cons-
tante de 1A de duracién de 25 % del tiempo normalizado
total de simulacién. Después siguen una etapa del 67 %
del tiempo con 0A suministrados o recibidos, y finalmen-
te una fase de 18 % del tiempo de simulacién con una
descarga constante de 1A. El tiempo total normalizado
es una constante de tiempo 7, dividido en 500 muestras
para simulacién. El método numérico de MATLAB usado
para resolver las EDQO de las realizaciones es ode15s con
condiciones iniciales nulas. Para todos los sistemas LIT
(reducciones y original), la salida es la fraccién molar en
superficie (5(7), la cual solamente toma valores entre 0 y
1, incluyendo los limites.

Empleando discretizaciones de tipo CDP con una dis-
tribucién de malla basada en polinomios de Chebyshev-
Gauss-Lobatto, la Figura 2 muestra los diagramas de
Bode de magnitud y fase de las funciones de transferen-
cia Gp(s) de un modelo discretizado de orden n = 20
(a reducir), y los diagramas de Bode de las funciones
de transferencia G,,_,(s) de los esquemas balanceados
(RBT y RBR) y los balanceados internamente (RIBT y
RIBR) de orden n —r = 4 obtenidos. Adem4s, se incluye
la respuesta de un modelo discretizado de orden n’ = 4
sin reducir para resaltar las ventajas de las reducciones
estudiadas. La asignacién de (s(7) como salida de los
sistemas se debe a su gran influencia en el potencial total
de la celda (5). La Figura 2 ilustra los diagramas de
Bode de la respuesta de la discretizacion de orden bajo
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Figura 2. Diagramas de Bode de discretizaciones por CDP

sin reducir. Se observa que los diagramas de Bode de
los esquemas RBT y RBR son idénticos a los de los
esquemas RIBT y RIBR provistos tanto por el método
de Kenney y Hewer (1987) como el de Laub et al. (1987).
No obstante, al usar los métodos RIBT y RIBR de
Laub et al. (1987), las factorizaciones de Cholesky resul-
tan imposibles de calcular para MATLAB, especialmente al
usar mallado uniforme de puntos equidistantes, o basado
en polinomios de Legendre (Romero-Becerril y Alvarez-
Icaza, 2011). Por ello, se opta por el balanceo interno de
Kenney y Hewer (1987). La Figura 3 exhibe la fraccién
molar en superficie (;(7). En el acercamiento aparece
(s(7) sobre el intervalo de tiempo donde cada reduccién
difiere mas severamente respecto a la fraccion molar en
superficie (;,(7) del modelo discretizado de orden pleno
n = 20. La Figura 4 exhibe el valor absoluto del error
relativo en porcentaje de (s(7) respecto a (s, (7), es decir,
100 x |(¢s(7) = Csn (7)) /Csn(T)] para 0 < 7 < 1. La Figura
4 expone lo siguiente:

= En la carga, la mejor descricpion de (4(7) se obtiene
con los esquemas RBR y RIBR indistintamente, se-
guidos de las reducciones RBT y RIBT. La fraccion
molar en superficie del modelo sin balancear (g, (7)
de orden n’ = 4 es también precisa.

= Durante el reposo, en el cual el (;(7) finalmente tien-
de al valor de (,(7), el mejor desempeno se consigue
con los esquema RBT y RIBT, aunque también las
reducciones RBR y RIBR proporcionan un error
relativo menor al 1%. La dindmica discretizada sin
balancear de orden n’ = 4 es deficiente a partir de
aqui, exhibiendo errores del 10 %.

= En la descarga, la mejor aproximacién de (s(7) la
proporcionan los esquemas RBT y RIBT en los
cuales, a partir de 7 = 0.96, el error relativo supera el
1 % hasta alcanzar un valor méximo de 17 % debido a
la sobreestimacién de (;(7) (acercamiento de Figura
3), cuando (s (7) = 0.02.

Para cada reduccién, la Figura 5 (inferior) ilustra el valor
absoluto del error relativo de ¢,(7) respecto a la fraccién
molar promedio del modelo discretizado de orden pleno
Cpn(7) sin reducir con n = 20 dada por (21), es decir, 100 x
[(Cp(T) = Cpn(7))/Con (7). Todas las reducciones exhiben
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promedio de integrador (superior) y reconstruida
(inferior)



una precisién muy similar. Asimismo, en la Figura 5
(inferior) se nota que es més precisa la reconstruccién
desde coordenadas reducidas Z,,_,.; que la obtenida por la
respuesta temporal de la coordenada T, correspondiente
a la variable de estado asociada al valor propio cero de
cada reduccién (Figura 5, superior). Observar en la Figura
5 (inferior) que el célculo de (,(7) es menos preciso en
el modelo discretizado de orden 4 sin reducir que en las
reconstrucciones Z,_, — x y de ahf calcular (21). Esto se
debe a que, para discretizaciones CDP y DF (Romero-
Becerril y Alvarez-Icaza, 2011), a mayor orden de la
discretizacién, la respuesta temporal de la aproximacién
tiende mas a la solucién de referencia calculada por el
resolvedor pdepe de MATLAB. Para las reducciones RBT
y RIBT, se tiene como maximo 0.2 % de error relativo al
final de la descarga (Figura 5, inferior). Finalmente, como
evaluacién cuantitativa, la Tabla 1 muestra las normas

Lo(-) = \/fol | - |2d7 de los errores relativos en porcentaje

de las Figuras 4 y 5, calculados mediante integracién
numérica trapz de MATLAB.

Tabla 1. Normas Lo de errores relativos | %)]

Lo %E.rel.) RBT RBR RIBT RIBR Disc.n/ =4
Cs(T) 1.1018 5.4811 1.1269 5.4886 69.8809
Cp(7) int. 3.1967  3.1968  3.1967  3.1968 3.1970
Cp(T) rec. 0.0494 5.5673 0.0517 5.5673 93.7258

5. CONCLUSIONES

Debido a la simplicidad de cédlculo y a la magnitud
pequena de los errores relativos presentados en la Seccién
4, la reduccién de orden mas adecuada para la familia de
sistemas dindmicos discretizados abordados en este tra-
bajo es la RBT basada en gramiano cruzado. La ventaja
de dicho gramiano respecto al balanceo interno dado por
los gramianos de controlabilidad y observabilidad es su
menor costo computacional, ya que sélo requiere resolver
una ecuacién matricial de Sylvester en lugar de dos ecua-
ciones matriciales de Lyapunov. Comparado con cualquier
reduccién aqui mostrada, y pese a que una discretizacién
sin balancear de orden bajo representa razonablemente
bien la fraccién molar promedio de la concentracién de
Lit en fase sélida, la representacién de la fraccién molar
en superficie de la concentracién de Lit en fase sélida
es deficiente, particularmente durante la descarga de la
celda. Las reducciones simplifican el cémputo invertido al
determinar pardametros de interés del EDC en celdas de
LiT, pues una reduccién del 80 % del orden de un sistema
LIT simplifica la implementacion de estimadores de EDC
basados, por ejemplo, en filtros de Kalman.
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