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Abstract: Se resuelve el problema de seguimiento de trayectoria, basado en control robusto,
para un veh́ıculo aéreo no tripulado de despegue y aterrizaje en un plano, en presencias de
pequeñas perturbaciones. El controlador propuesto combina una linealización mediante restroal-
imentación entrada - salida y la técnica de control para el rechazo activo de perturbaciones, que
se encarga de compensar el efecto de las perturbaciones que afectan al veh́ıculo no tripulado. El
desempeño del controlador propuesto se evaluó a través de simulaciones numéricas.

Keywords: Veh́ıculo aéreo no tripulado de despegue y aterrizaje en un plano, Seguimiento de
trayectoria, Linealización mediante retroalimentación de entrada - salida, Control para el
rechazo activo de perturbaciones, Observador basado en integración proporcional generalizada
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1. INTRODUCTION

Los veh́ıculos aéreos no tripulados (VANTs) tienen hoy
en d́ıa muchos usos reales: en fumigación, creación de
mapas mediante tomas aéreas, transportación de objetos
a lugares remotos, entre otras aplicaciones. La clase de
veh́ıculos aéreos no tripulados de despegue y aterrizaje
en un plano (VANDAP), son un modelo simplificado
de los VANTs, que conservan las caracteŕısticas más im-
portantes de las versiones reales de éstos. Se han desar-
rollado muchas soluciones de control para los VANDAP
Lu et al. (1997); Sastry (1999); Palomino et al. (2005);
Zavala-Ŕıo et al. (2003); Acosta et al. (2005). Debido a
que los VANDAP son sistemas sub-actuados, las solu-
ciones de control para sistemas completamente actua-
dos no pueden se usadas directamente para controlarlos
Lozano et al. (2004); Gupta et al. (2013); Corona-Sánchez
and Rodŕıguez-Cortés (2013); Guadarrama-Olvera et al.
(2014); Garcia et al. (2006).

En este estudio se propone una solución para el problema
de seguimiento de trayectorias. Este problema ha sido
abordado con anterioridad. En Hauser et al. (1992) se
presenta una estrategia de control basada en una lineal-
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ización entrada - salida aproximada, que no considera la
influencia del momentum de giro (rolling) en la fuerza
lateral, logrando un seguimiento acotado y estabilidad
asintótica. El problema de seguimiento de trayectoria para
un modelo simplificado del veh́ıculo aéreo de despegue
y aterrizaje vertical mediante el enfoque de platitud se
propuso en Martin et al. (1994). Este último enfoque junto
con una parametrización diferencial fueron empleados para
la regulación de la salida de fase no-mı́nima de VAN-
DAP se presentó en Sira-Ramirez and Fliess (1998). En
Gandolfo et al. (2014) se empleó álgebra lineal para la
obtención de una solución aproximada para el problema
de seguimiento de trayectorias. Una metodoloǵıa basa en
modos deslizantes para el VANDAP se presentó en Carde-
nas and Aguilar (2011), que debido a las caracteŕısticas de
los modos deslizantes, su uso es limitado por la presencia
del fenómeno de ”castañeo”.

En este estudio se considera el efecto de una perturbación
sobre un VANDAP, que hasta donde sabemos, sólo ha
sido estudiado en Munoz et al. (2010), habiendo obtenido
un control de estabilización para la regulación de un
VANDAP usando la formula universal de Sontag.

Aqúı se propone una ley de control continua aplicada a
un VANDAP en presencia de pequeñas perturbaciones
acotadas y suficientemente suaves, sin considerar el ruido
aleatorio, que actúa en dirección perpendicular a la acción
de los rotores. La solución se basa en una linealización
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dinámica de entrada - salida, combinada con un observador
integral proporcional generalizado (IPG), que permite
estimar y cancelar activamente las perturbaciones, aśı
como reconstruir los estados no disponibles.

2. MODELO DEL VANDAP

La dinámica del VANDAP bajo el efecto de las pertur-
baciones se describe mediante el siguiente modelo Munoz
et al. (2010)

mẌ = − sin(θ)(f1T + f2T ) + ε cos(θ)(f1T − f2T )L;

mŸ = cos(θ)(f1T + f2T ) + ε sin(θ)(f1T − f2T )L−mg;

Jθ̈ = (f1T − f2T )L;

(1)

Las posiciones horizontal y vertical son X y Y . El ángulo
formado por la aeronave y el plano horizontal imaginario
es θ, mg es la fuerza de gravedad, J y L son la inercia
y la distancia desde el rotor hasta el centro de masa;
f1T = f1 +fw1 y f2T = f2 +fw2 corresponden a las fuerzas
aplicadas al VANDAP, donde f1 y f2 son los empujes
producidos por los rotores y, fw1 y fw2 son las fuerzas
producidas por las perturbaciones. El parámetro ε << 1
define el acoplamiento entre el momento de rotación y la
aceleración lateral (ver diagrama de VANDAP en Munoz
et al. (2010)).

Mediante algunas transformaciones adecuada y suponiendo
que ε = 0, el modelo (1) puede ser reescrito como:

ẍ = − sin(θ)(u1 + w1);
ÿ = cos(θ)(u1 + w1)− 1;

θ̈ = u2 + w2,
(2)

donde w1 y w2 son las perturbaciones externas, acotadas
y suficientemente suaves, que afectan al VANDAP.

3. LEY DE CONTROL PROPUESTA

Problema de Control: Sea (2) el model de un VANDAP
en el que se considera el efecto de perturbaciones externas.
Entonces, el objetivo de control consiste en proponer un
controlador, tal que los errores de seguimiento eTx

= x−x∗
y eTy

= x− x∗ satisfagan:∥∥ eTx
(t) eTy

(t)
∥∥ ≤ ε, t ≥ T0(ε),

mientras que mantengan a θ acotada. Los términos
(x∗, y∗) son trayectorias suaves y acotadas, con derivadas
acotadas de hasta cuarto orden, y T0(ε) > 0.

La solución propuesta a este problema tiene dos partes
principales: i) una linealización dinámica por entrada -
salida es aplicada al VANDAP sujeto a las perturbaciones;
ii) luego, el sistema linealizado es controlado mediante el
enfoque de control de rechazo activo de perturbaciones
(CRAP), para contrarrestar el efecto de las perturba-
ciones. Para poder continuar, es necesario establecer las
siguientes suposiciones.

A1: Las perturbaciones wi; i = {1, 2} son continuas y
acotadas, cuyas primera y segunda derivadas son suaves y
acotadas.

A2: Las variables de posición X y Y siempre pueden ser
medidas.

Notación: z = (x, ẋ, y, ẏ, θ, θ̇)T ∈ <6 es el vector de
estado y u = (u1 y, u2)T ∈ <2 es el vector de entrada.

3.1 Linealización mediante entrada - salida

Para la linealización mediante entrada - salida (Hauser
et al. (1992); Fantoni and Lozano (2001)), se seleccionan
x y y como las salidas a controlar. Para obtener el control
que linealiza al sistema objetivo, primero se considera el
caso cuando wi = 0 (en la siguiente sección se trata el
caso cuando wi 6= 0). De acuerdo con (2), si calculamos la
cuarta derivada respecto al tiempo de la salida (x, y), es
fácil ver que la siguiente ecuación se cumple:[

x(4)

y(4)

]
=

[
−S −Cu1
C −Su1

] [
ü1
u2

]
(3)

+

[
Sθ̇2u1 − 2Cθ̇u̇1
−Cθ̇2u1 − 2Sθ̇u̇1

]
, (4)

donde S = sin θ y C = cos θ. Nótese que la matriz que
multiplica al vector (ü1, u2)T es no singular siempre que
u1 6= 0. En la práctica, esta señal de entrada satisface u1 >
0. De no ser aśı, el VANDAP caeŕıa al suelo. Por lo tanto,
proponiendo el siguiente esquema de retroalimentación
dinámica:[
ü1
u2

]
=[
−S −Cu1
C −Su1

]−1([
vx
vy

]
−
[
Sθ̇2u1 − 2Cθ̇u̇1
−Cθ̇2u1 − 2Sθ̇u̇1

])
, (5)

en lazo cerrado con (3), obtenemos el siguiente sistema
lineal: [

x(4)

y(4)

]
=

[
vx
vy

]
, (6)

donde la entrada v = (vx, vy)T es la nueva dinámica del
sistema, misma que puede ser asignada como se desee.
Consecuentemente, el controlador lineal:

vx = −
3∑

j=0

kjx(x(j) − x(j)∗ ) + x
(4)
∗ ;

vy = −
3∑

j=0

kjy (y(j) − y(j)∗ ) + y
(4)
∗ ,

(7)

permite que las salidas (x, y) sigan las trayectorias de-
seadas (x∗, y∗). En general, estas trayectorias se seleccio-

nan de tal forma que (x
(i)
∗ , y

(i)
∗ ), con i = {0, 1, .., 4}, sean

continuas y acotadas. Las constantes {k0i , k1i , k2i , k3i},
con i = {x, y}, son seleccionadas de tal forma que los
polinomios:

pci(s) = k0i + k1is+ k2is
2 + k3is

3 + s4, (8)

sean Hurwitz.

3.2 Control para el Rechazo Activo de Perturbaciones

El modelo (6) fue obtenido bajo condiciones libres de per-
turbaciones. Si las perturbaciones son tomadas en cuenta,
el siguiente modelo emplea un procedimiento similar:[

x(4)

y(4)

]
=M(u1)

[
ü1
u2

]
(9)



+

[
Sθ̇2u1 − 2Cθ̇u̇1
−Cθ̇2u1 − 2Sθ̇u̇1

]
+ δ(t), (10)

donde:

M(u1) =

[
−S −Cu1
C −Su1

]
. (11)

El término δ(t) ∈ <2 es una perturbación desconocida,
definida como:

δ(t) =M(w1)

[
ü1
u2

]
+M(w1 + u1)

[
ẅ1

ẅ2

]
(12)

+

[
Sθ̇2w1 − 2Cθ̇ẇ1

−Cθ̇2w1 − 2Sθ̇ẇ1

]
. (13)

Aplicando la ley de control (5) al modelo (10) se obtiene:[
x(4)

y(4)

]
=

[
vx + δx(t)
vy + δy(t)

]
, (14)

donde δ(t) = [δx(t), δy(t)]T . Se asume que la perturbación

es uniformemente acotada con ‖ δ(t) ‖≤ δ.
Definiendo la siguiente representación espacio - estado:

ṙ1 = r2;
ṙ2 = r3;
ṙ3 = r4;
ṙ4 = (vx, vy)T + [δx(t), δy(t)]T ,

(15)

donde ri = [x(i−1), y(i−1)]T , con i = {1, ..., 4}, es fácil ver
que (15) puede ser escrita como zn = v + δ(t), donde
z = r1, con δ(t) acotada en cierta región. Este hecho
permite aplicar la siguiente ley CRAP para contrarrestar
el efecto de la perturbación δ(t), e imponer una dinámica
lineal al sistema en lazo cerrado: esto si va

vx = −k0xeTx
−

3∑
j=1

kjx(x̂(j) − x(j)∗ ) + x
(4)
∗ − δ̂x(t);

vy = −k0yeTy
−

3∑
j=0

kjy(ŷ(j) − y(j)∗ ) + y
(4)
∗ − δ̂y(t),

(16)

donde las variables x̂(j) y ŷ(j) son, respectivamente, las
estimaciones de x(j) y y(j), para j = {0, 1, 2, 3}, mientras

que δ̂x(t) y δ̂y(t) son las estimaciones de δx(t) y δy(t),
respectivamente. Estas estimaciones son generadas por el
observador extendido IPG (17), definido más adelante. Las
constantes {k0i , k1i , k2i , k3i}; i = {x, y} son seleccionadas
de tal manera que los polinomios (8) sean Hurwitz, y

x
(i)
∗ (t), y

(i)
∗ (t) ∈ C(i) ∩ L∞, i = {0, 1, .., 4}.

3.3 Observador extendido IPG

Nótese que las perturbaciones desconocidas δx(t) y δy(t)
son algebraicamente observables Diop and Fliess (1991);
Cruz-Victoria et al. (2008); Martinez-Guerra and Mendoza-
Camargo (2004); por lo tanto, éstas son estimadas medi-
ante el siguiente observado IPG:

˙̂r1 = r̂2 + κp+3(r̂1 − r1)
˙̂r2 = r̂3 + κp+2(r̂1 − r1);
˙̂r3 = r̂4 + κp+1(r̂1 − r1);
˙̂r4 = ς1 + κp(r̂1 − r1) + v;
ς̇1 = ς2 + κp−1(r̂1 − r1);
...
ς̇p−1 = ςp + κ1(r̂1 − r1);
ς̇p = ςp + κ0(r̂1 − r1),

(17)

donde la señal r1 = (x, y) ∈ <2 siempre está disponible
para ser medida, y r̂i = (x̂(i−1), ŷ(i−1)), con i = {1, 2, 3, 4},
son las estimaciones de ri, y sus derivadas. El término

ς1 = (δ̂x(t), δ̂y(t))T es una estimación de la perturbación
δ(t), y p es un entero positivo.

De (15) y (17), es fácil ver que el error de observación de
la salida:

êx = x̂− x; êy = ŷ − y,

evoluciona de acuerdo con la siguiente dinámica lineal
perturbada:

ê
(p+3)
i + κp+2ê

(p+2)
i + ....+ κ1ê

(1)
i + κ0êi = δ

(p)
i (18)

para i = {x, y}. También es posible probar que, si la p-

th derivada respecto al tiempo de δ
(p)
i es acotada, y el

polinomio caracteŕıstico:

pO(s) = sp+3 + κp+2s
p+2 + .....+ κ1s+ κ0 (19)

asociado al observador IPG es Hurwitz, entonces los er-
rores de observación ê

i
, y sus derivadas hasta de órden

p+ 2 convergen a una pequeña vecindad del origen.

La siguiente proposición resume el resultado principal de
este trabajo.

Proposición 1:Considérese el model de VANDAP (2)
en lazo cerrado con el controlador con retroalimentación
formado por la ley de control con retroalimentación (5)
y el controlador (16), donde las estimaciones r̂i =

(x̂(i), ŷ(i))T ; i = {0, 1, 2, 3} y (δ̂x, δ̂y) son obtenidas a
través del observador IPG (17). Entonces, los errores de
seguimiento eTx

= x− x∗ y eTy
= y − y∗ y sus derivadas

respecto al tiempo, hasta de cuarto órden, convergen lo-
calmente y exponencialmente hacia una pequeña vecin-
dad deseada, tan pequeña como se quiera con la selección
adecuada de los valores de las ganancias del controlador
κi; i = {0, 1, 2, .., p + 1} Los detalles de la prueba de esta-
bilidad del sistema en lazo cerrador se pueden encontrar
en Sira-Ramı́rez et al. (2010); Morales et al. (2014, 2015).

4. SIMULACIONES NUMÉRICAS

Se realizaron dos maniobras de control: el seguimiento de
una linea recta y, trasladar el VANDAP de una posición
inicial a una posición final. Las simulaciones emplearon el
modelo normalizado (2). El par de polinomios definidos en
(8) se seleccionaron como

pc(s) = (s+ 2ωnζs+ ω2
n)2,

donde ωn = 1.1 y ζ = 0.707; el orden del observador IPG
se fijó en 5 con p = 3, y sus ganancias fueron elegidas
como:



κ0 =
1

ω6
0

, κ1 =
6

ω5
0

, κ2 =
15

ω4
0

,

κ3 =
20

ω3
0

, κ4 =
15

ω2
0

, κ5 =
6

ω0
,

donde ω0 = 0.25. La condición inicial del controlador
dinámico u1 fue u1(0) = 0.5 y ü1(0) = 0.

Las funciones w1 = 0.35 + 0.25 sin(t/5) cos(t/2) y w2 =
0.2 + 0.25 sin(t/5) cos(t/2) fueron usadas para simular el
efecto de las perturbaciones.

4.1 Seguimiento de una ĺınea recta

La referencia se definió como la siguiente recta:

x = t+ 0.5; y = t/2

El vector de posición inicial del VANDAP se fijó como
(x, y, θ) = (0.5, 0, 0.15), y la velocidad se incializó en cero.
El comportamiento de los estados y los controladores,
desde t = 0s hasta t = 25s, se muestran en las figuras 2
y 3, respectivamente. De los resultados mostrados en esas
figuras es claro que la tarea fue lograda exitosamente, aún
cuando la posición inicial está significativamente desviada
de la linea recta y el VANDAP está siendo afectado por
las perturbaciones. De hecho, este último alcanza la linea
recta después de transcurridos 5 segundos.

4.2 Tarea de traslación

La meta consiste en trasladar al VANDAP desde la
posición inicial qi = (x = 0.2, y = 0, θ = 0.15), hasta
la posición final deseada, qf = (xf = 2, yf = 1, θ = 0), du-
rante el intervalo de tiempo [ti, tf ]. Para este fin, las trayec-
torias de referencia deseadas, x∗ y y∗ se seleccionaron como
el bien conocido polinomio de Bezier (Sira-Ramirez and
Agrawal (2004)), aqúı referido como δ(t, ti, tf ) y satisfa-
ciendo:

δ(ti, ti, tf ) = 0 ; δ(tf , ti, tf ) = 1,

donde un número finito de las derivadas respecto al tiempo
de δ(t, ti, tf ), se inicializaron a cero en los tiempos de
inicio y terminación de las tareas, ti y tf . Entonces, las
funciones que describen las trayectorias de referencia se
definen como:

x∗ = xi + δ(tf , ti, tf )(xf − xi)
y∗ = yi + δ(tf , ti, tf )(yf − yi)

Las condiciones iniciales se fijaron como (x = 0.2, y =
0, θ = 0.15), con sus correspondientes velocidades puestas
igual a cero. Por otra parte, los valores inicial y final de
las referencias fueron xi = 0, yi = 0, xf = 1, y yf = 2.

La respuesta en lazo cerrado y la acción de control se
presentan en las figuras 4 y 5, respectivamente. Estos re-
sultados muestran que el VANDAP sigue la trayectoria de
referencia, aún cuando la condición inicial está ligeramente
alejada del punto de equilibrio.

5. CONCLUSIONS

Este estudio presenta una ley de control para resolver
el problema de seguimiento de una trayectoria para un

modelo simplificado de un VANDAP, sujeto al efecto de
pequeñas perturbaciones. El método propuesto emplea el
enfoque de linealización por retroalimentación, en con-
junto con una ley CRAP. El hecho de que el VANDAP
es linealizable mediante entrada - salida, a través de un
controlador dinámico, se pudieron estimar y compensar
activamente las perturbaciones desconocidas empleando
un control CRAP, y estimar las derivadas no disponibles de
la posición del VANDAP que se asumió como disponible.
Las estimaciones se obtuvieron a través de un observador
IPG. Vale la pena destacar que el esquema propuesto
funciona cuando las perturbaciones son, por lo menos,
suaves a pedazos. La efectividad de la estrategia de control
fue verificada mediante simulaciones numéricas.
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Fig. 1. Respuesta en lazo cerrado de la variable de posición
en presencia de pequeñas perturbaciones, durante el
seguimiento de una linea recta.

Fig. 2. Comportamiento de los controladores u1 y u2 en
la presencia de pequeñas perturbaciones, durante el
seguimiento de una linea recta.

Fig. 3. Respuesta en lazo cerrado de la variable de posición
en presencia de pequeñas perturbaciones, durante la
traslación del VANDAP desde un punto inicial hasta
uno final.

Fig. 4. Comportamiento de los controladores u1 y u2 en
la presencia de pequeñas perturbaciones, durante la
levitación de un punto inicial a uno final.


