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Resumen: En este trabajo se presenta una comparación de las ecuaciones de filtrado estocástico 

Risk-Sensitive para sistemas polinomiales de primer grado, y las ecuaciones de filtrado de Kalman-

Bucy extendidas. Estas ecuaciones son aplicadas a un sistema dinámico que representa a un proceso 

de calefacción, el cual consistente en una resistencia eléctrica como único componente. Los  

disturbios, son representados por medio de ruido blanco de Gauss en la ecuación de estado y de 

observaciones, el parámetro ε, el cual es el coeficiente del término de difusión en la ecuación del 

estado y de observaciones es  asignado con diferentes valores afectando  la intensidad del ruido. Se 

hace una comparación del estimado Risk-Sensitive con el estimado del filtro de Kalman-Bucy 

extendido para cada valor del parámetro 𝜺. Los resultados obtenidos se presentan en una tabla 

mostrándose la eficiencia de las ecuaciones Risk-Sensitive sobre las de Kalman-Bucy extendido, 

respecto al error y a los valores de la función criterio a minimizar en tiempo final. 

Palabras clave: Resistencia eléctrica, control, filtro Risk-Sensitive, filtro Kalman-Bucy extendido. 

 

1. INTRODUCCION 

Las resistencias eléctricas como medio calefactor 

son ampliamente utilizadas en la electrónica y en la 

calefacción de ambientes, con el objetivo de 

mantener cierto nivel de temperatura. Sin embargo 

la presencia de perturbaciones puede hacer 

ineficientes su funcionamiento. En este trabajo se 

plantea el modelo que representa el funcionamiento 

de una resistencia eléctrica como medio calefactor 

del interior de un recinto como un sistema dinámico 

de ecuaciones estocásticas. Algunos trabjos han 

aplicado diseños de control predictivo a sistemas de 

control de temperatura y humedad, como se puede 

ver en (Dost´al & Ferkl, 2014), además se ha 

implementado un modelo no lineal de control 

predictivo para los espacios y sistemas HVAC como 

se puede ver en (Bing Dong, 2014).  En los procesos 

industriales, el control más utilizado es el PID 

(Proporcional Integral y Derivativo) como se puede 

ver en (K.K. Tan, 200l), (Alessandro Beghi, 2011), 

también es utilizado la  lógica difusa (Schimitz, 

2012), (Khayyam, 2013) y además de otros sistemas 

de control como se puede ver en (Soyguder, 2011). 

El problema de filtrado óptimo para sistemas 

lineales estocásticos con observaciones lineales  fue 

resuelto en los años 60s y su solución es conocida 

como el filtro de Kalman Bucy. Esta  

solución es obtenida en forma cerrada, sin embargo 

cuando el sistema dinámico es no lineal la 

aplicación de las ecuaciones del filtro de Kalman 

Bucy recibe el nombre de filtro de Kalman Bucy 

extendido, el cual considera solo los téminos 

lineales del estado (Kalman & Bucy, 1961). Se 

espera que al aplicar las estrategias de filtrado 

óptimo Risk-Sensitive para sistemas polinomiales 

estocásticos, el error, calcula la diferencia entre la 

temperatura y la temperatura objetivo sea menor que 

mediante el filtro Kalman-Bucy extendido como se 

puede ver en  (Alcorta-Garcia M. , 2007). En este 

trabajo se  aplican las ecuaciones de filtrado óptimo 

polinomial estocástico Risk-Sensitive y de filtrado 
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Kalman-Bucy extendido, con la finalidad de 

comparar ambos estimados con las mismas 

condiciones del sistema. Entre algunos antecedentes 

de la teoría de filtrado, el fundamento de la teoría de 

filtrado óptimo es establecido por Kalman y Bucy 

en los años 60's (Bucy, 1960), posteriormente se han 

desarrollado numerosos algoritmos, para diferentes 

casos, como para sistemas no lineales (W. M. 

McEneaney, 1998), para sistemas polinomiales 

(Alcorta-García Ma. Aracelia, 2003), para sistemas 

discretos (Calafiore, 2001), (Magdi S Mahmouda, 

2004) para sistemas con retardos (Yin, 2017), (Xu, 

2014) entre otros. 

La obtención de las ecuaciones de filtrado polinomial 

Risk-Sensitive estocástico para ecuaciones de primer 

grado se puede ver en  (Alcorta-García, Basin, & Acosta 

Sanchez, 2008) para ecuaciones de segundo grado se 

pueden ver en (Alcorta-Garcia, Anguiano Rostro, & 

Torres, 2011) y para tercer grado (Alcorta-García, y 

otros, 2014). En los trabajos mencionados anteriormente 

se puede ver que el estimado óptimo Risk-Sensitive 

ofrece mayor eficiencia que el estimado de Kalman-Bucy 

y el estimado polinomial para sistemas polinomiales de 

primero, segundo y tercer grados. Al comparar las 

diferencias entre los estimados de cada filtro y el estado, 

las diferencias el estimado Risk-Sensitive son más 

pequeños, para valores del parámetro ε  grandes (lo cual 

intensifica el ruido blanco presente en los procesos). Las 

ecuaciones de filtrado Risk-Sensitive para sistemas 

polinomiales de primer grado, se aplican de forma 

explícita en este trabajo y fueron obtenidas en forma 

cerrada en (Alcorta-Garcia, Anguiano Rostro, & Torres, 

2011). El objetivo de este trabajo es verificar la eficacia 

del filtrado óptimo Risk-Sensitive para sistemas 

polinomiales de primer grado y filtro Kalman-Bucy 

extendido para diferentes valores del coeficiente de 

difusión del término de difusión ε, aplicados a un sistema 

de calefactor donde el actuador es la resistencia eléctrica. 

Como trabajo a futuro, se pretende considerar el sistema 

de refrigeración completo, verificando ahorro en el 

consumo de energía. 

La organización de este trabajo se menciona a 

continuación, en la sección 2 planteamiento del problema 

en el calefactor, en la sección 3 se presenta la aplicación 

de las ecuaciones del filtro Risk-Sensitive, en la sección 

4 se aplican las ecuaciones del filtro de Kalman-Bucy 

extendido, los resultados obtenidos en la sección 5. Las 

conclusiones se presentan en la sección 6.   

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DEL 

CALEFACTOR 

En el sistema de calefacción de un recinto, el actuador es 

la resistencia eléctrica ya que es utilizada para mantener 

la temperatura interior en un valor determinado. Para 

lograrlo este actuador se  controla apagando la 

resistencia cuando la temperatura es mayor a la consigna; 

en cambio cuando la temperatura sea menor, la potencia 

eléctrica se alimentará de forma proporcional a la 

diferencia de la temperatura de consigna y la temperatura 

interior del recinto. 

Aplicando la primera ley de la termodinámica: 

𝐸𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 − 𝐸𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎 = ∆𝐸𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 . 

Consideraciones generales de la dinámica del sistema, el 

calor trasmitido con  una velocidad constante (Yunus A. 

Cengel, 2011) 

𝑞̇ = 𝑚̇𝑐𝑝Δ𝑇. (1) 

Donde 𝑚̇ es el flujo másico, 𝑐𝑝 es la capacidad térmica 

del aire a presión constante. 

La ecuación (1) se toma como el calor absorbido por el 

aire en el interior del recinto. 

2.1 Conducción 

Aplicando la ley de Fourier en la conducción de calor 

dentro de una pared, en análisis unidimensional, se 

obtiene (Yunus A. Cengel, 2011) la ecuación: 

𝑞̇𝑐𝑜𝑛𝑑 = −𝑘𝐴
Tint(t) − Text

𝐿
. 

Donde 𝑘 es la conductividad térmica del material, A es  

el área superficial de la pared, 𝐿 es el espesor de la pared, 

Tint es la temperatura de la superficie de la pared interior  

del recinto, Text es la temperatura de la superficie de la 

pared exterior del recinto. 

2.2 Convección 

Para expresar el efecto global de convección se utiliza la 

ley de Newton de enfriamiento la cual está dada por: 

𝑞̇𝑐𝑜𝑛𝑣 = ℎ𝐴(𝑇𝑠 − 𝑇𝛼). 

Donde h es el coeficiente de transferencia de calor 

convectivo, con unidades 𝑊/𝑀2°𝐾, A denota el área 

superficial de la pared, 𝑇𝑠 denota la temperatura de la 

superficie, 𝑇𝛼 denota la temperatura del fluido. 

2.3 Concepto de resistencia térmica: 

Se plantea la ley de Fourier desde un punto de vista 

conceptual.  

El flujo de calor debe de ser el mismo en cada sección. 

El proceso de transferencia de calor se puede representar 

por el circuito de resistencias como se puede ver en 

(Holman, 1999) donde la trasferencia de calor global se 

calcula como: 



𝑞̇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑𝑒𝑠 =
𝑇𝑖𝑛𝑡 − 𝑇𝑒𝑥𝑡

A𝑅𝑒𝑞

. 

Donde: 

A𝑅𝑒𝑞 =
1

ℎ𝐴
+

𝐿

𝐾𝐴
+

1

ℎ𝐴
 

(2) 

2.4 Trabajo eléctrico 

Cuando los electrones cruzan las fronteras de un sistema 

realizan un trabajo eléctrico sobre este. En este campo 

eléctrico, los electrones de un alambre se mueven por el 

efecto de las fuerzas electromotrices, por lo tanto 

realizan un trabajo. Cuando N Columbus de carga 

eléctrica se mueven a través de una diferencia de 

potencia V, el trabajo eléctrico realizado está dado por 

𝑊𝑒 = 𝑉𝑁 

El cual también se puede expresar en forma de tasa 

como: 

𝑊̇𝑒 = 𝑉𝐼           (3) 

Donde 𝑊̇𝑒 es la potencia eléctrica e 𝐼 es el número de 

carga eléctrica que fluye por la unidad de tiempo, es 

decir, la corriente, como se puede observar en (Cengel, 

2012). 

Al sumar el calor del aire del recinto (1), el calor total de 

la pared (2) y el trabajo eléctrico (3) se obtiene la 

ecuación que describe el comportamiento  del sistema de 

calefacción, la cual es dada por: 

𝑚̇𝑐𝑝Δ𝑇 −
(𝑇𝑖𝑛𝑡(t) − 𝑇𝑒𝑥𝑡)

A𝑅𝑒𝑞

= 𝑊𝑒 . 
(4) 

Tomando en cuenta que Δ𝑇 es el cambio de la 

temperatura del aire en el interior del recinto, por lo que 

varía en función del tiempo, (4) toma la forma: 

𝑚̇𝑐𝑝

𝑑𝑇𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝑑𝑡
−

(𝑇𝑖𝑛𝑡(t) − 𝑇𝑒𝑥𝑡)

A𝑅𝑒𝑞

= 𝑊𝑒 . 

Tomando solo el lado izquierdo de la ecuación 

(𝑇𝑖𝑛𝑡(t) − 𝑇𝑒𝑥𝑡)

A𝑅𝑒𝑞

= 𝑚̇𝑐𝑝

𝑑𝑇𝑖𝑛𝑡(t)

𝑑𝑡
 

Despejando 
𝑑𝑇𝑖𝑛𝑡

𝑑𝑡
 

1

𝑚̇𝑐𝑝

(
𝑇𝑖𝑛𝑡(t) − 𝑇𝑒𝑥𝑡

A𝑅𝑒𝑞

) =
𝑑𝑇𝑖𝑛𝑡(t)

𝑑𝑡
 

(5) 

 

Agregando el componente de las perturbaciones como 

ruido blanco Gaussiano con coeficiente de difusión √
𝜖

2𝛾2, 

donde 𝛾 = 2  es una medida de nivel de atenuación del 

término de difusión (véase (McEneaney, 1999) para más 

detalles) y 𝜀 es el parámetro de intensidad del proceso de 

difusión, (5) toma la forma: 

𝑑𝑇𝑖𝑛𝑡(t)

𝑑𝑡
= [

−𝑇𝑒𝑥𝑡

(𝑚̇𝑐𝑝)A𝑅𝑒𝑞

] + [
1

(𝑚̇𝑐𝑝)A𝑅𝑒𝑞

] 𝑇𝑖𝑛𝑡(t)

+ √
𝜀

2𝛾2
𝑑𝑊1(𝑡) 

(6) 

 

La ecuación de observaciones es lineal y está dada por: 

𝑌̇(𝑡) = 𝑇𝑖𝑛𝑡(t) +  √(
𝜀

2𝛾2
)

2

𝑑𝑊2(𝑡). 
(7) 

 

Donde 𝑇𝑖𝑛𝑡(t)ϵ R, es la variable de estado, dW1(t) y 

dW2(t) ϵ R son los términos de difusión, representados 

por proceso Browniano, independientes entre si y de  la 

condición inicial 𝑇𝑖𝑛𝑡(0). 

3. APLICACION DEL FILTRO RISK-SENSITIVE  

Sea (Ω, F, P) un espacio de probabilidad completo con 

una familia continua por la derecha, creciente de 

σ − álgebras  F(t), t ≥ 0, y sea (W(t), F(t), t ≥ 0) un 

proceso  F(t)  adaptado de Wiener. Considerando los 

procesos aleatorios no observables F(t) -medibles x(t) 

gobernado por las ecuaciones de estado  polinomial de 

primer grado: 

𝒹x(t) = f(t, X(t))dt + √
𝜀

2γ2
dW(t). 

(8) 

Tomando en cuenta que: 

𝑓(𝑡, 𝑋(𝑡)) = 𝐴𝑂(𝑡) + 𝐴1(𝑡)𝑋(𝑡). (9) 

Donde 𝑋(𝑡) 𝜖  𝑅𝑛, AO(t) ϵ  Rn, A1(t)ϵ  MnXn con 

elementos en los reales. Sustituyendo (9) en (8) y el 

estado X(t) por Tint(t), se obtiene la ecuación dinámica 

estocástica, no lineal para el sistema de calefacción:  

dTint(t)

dt
= A0(t) + A1(t)Tint(t) + √

ε

2γ2
dW(t). 

(10) 

Donde A0(t) = [
−Text

(ṁcp)A𝑅𝑒𝑞
], A1(t) = [

1

(ṁcp)A𝑅𝑒𝑞
] .  

La solución al problema de filtrado del sistema (10) está 

dada por la ecuación del estimado   C(t), la cual es la 

solución de la ecuación diferencial: 



Ċ(t) = A0 + A1
T(t)C(t)

− Q−1(t)E1(t)(dy − E1(t)C(t)

− E(t)), 

donde Q(t) es la solución de la siguiente ecuación de 

Riccati 

Q̇(t) = −A(t)1
TQ(t) − Q(t)A1(t) + Q(t)TQ(t)

−   E1(t)TE1(t), 

con C(t) ϵ  Rn, Q(t)ϵ  MnXn , como se puede ver en 

(Alcorta-Garcia M. , 2007).   

Aplicando a (7) y (10), la ecuación del estimado del 

estado C(t) está  dada por la solución de las siguiente 

ecuación diferencial: 

 𝐶̇(𝑡) =
1

𝑚̇𝑐𝑝
(

−𝑇𝑒𝑥𝑡

𝐴𝑅𝑒𝑞
) +

1

𝑚̇𝑐𝑝
(

1

𝐴𝑅𝑒𝑞
) 𝐶(𝑡) −

𝑄−1(𝑡)[1(𝑑𝑦 − 𝐶(𝑡) − 1](𝑡). 

(11) 

 

Donde 𝑄(𝑡) es la solución de la siguiente ecuación de 

Riccati.  

𝑄̇(𝑡) = −2𝑄(𝑡)
1

𝑚𝑐𝑝

(
1

𝐴𝑅𝑒𝑞

) + 𝑄𝑇(𝑡)𝑄(𝑡) − 1. 
(12) 

Con 𝑄(𝑡) ϵ 𝑀𝑛𝑋𝑛, en este caso  𝑛 = 1. 

Cuyos puntos de equilibro son Q1 =  −0.9844  𝑦 Q2 =

 1.0158. 

La función costo exponencial cuadrática 𝐽 a minimizar 

está dada por:  

𝐽 =  𝜀𝑙𝑜𝑔𝐸𝑒𝑥𝑝 [1
𝜀⁄ ∫ [(𝑋(𝑡)

𝑇

0

− 𝐶(𝑡))
𝑇

𝑅(𝑡)(𝑋(𝑡) − 𝐶(𝑡))]𝑑𝑡

/𝑌(𝑡)]. 

(13) 

Donde R(s) =1, E denota el valor esperado condicional, 

dadas las observaciones 𝑌(𝑡). El problema del filtro 

consiste en obtener la ecuación de un estimado del estado 

el cual minimiza el error y los valores del criterio 

exponencial cuadrático J en tiempo final. Las ecuaciones 

(7), (10), (11), (12) y (13) son simuladas mediante 

Simulink. Los resultados obtenidos de la simulación son 

presentados en la tabla 2 donde se puede apreciar los 

valores del error y el criterio J para diferentes valores de 

𝜀. 

4.  APLICACIÓN DEL FILTRO KALMAN-BUCY 

EXTENDIDO 

Aplicando las ecuaciones de filtro Kalman-Bucy 

extendidas de (Jazwinski, 1998) en (7) y (10). 

La ecuación del estimado del estado esta dado por: 

𝑥̂(𝑡) =
1

63.5
𝑥̂(𝑡) +  𝑃(t)[𝑌(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)]. 

(14) 

Donde 𝑃(𝑡) es la solución de la ecuación de covarianza 

del error : 

𝑃̇(t) =
2

63.5
𝑃(𝑡) −  𝑃2(𝑡) +

𝜀

2𝛾2. (15) 

En la tabla 1 se muestran los puntos de equilibrio para 

cada valor de ε. P1 y P2 son las soluciónes de (15). 

Tabla 1: Puntos de equilibro del filtro Kalman-Bucy 

según los valores de 𝜺 

𝜀 P1 P2 

0.001 0.03506 -0.0035 

0.01 0.05445 -0.0229 

0.1 0.1286 -0.0971 

1 0.3696 -0.3381 

10 1.1338 -1.1023 

100 3.5513 -3.5198 

1000 11.196 -11.1646 

10000 35.371 -35.3395 

Las ecuaciones (7), (10), (14), (15), (13) son simuladas 

en Simulink, los resultados se muestran. 

 

5. RESULTADOS 

El tiempo de simulación para cada sistema de ecuaciones 

es  0 ≤ t ≤ 100. Los valores del error para cada 

estimado: Kalman-Bucy extendido y Risk-Sensitive se 

muestra en la tabla 2. En la tabla 2 se puede observar que 

los errores (diferencia entre el estado y el estimado 

obtenido por cada filtro)  para ambos estimados son más 

pequeños para el estimado Risk-Sensitive, similarmente, 

los valores del criterio exponencial cuadrático J son 

menores para las ecuaciones de filtrado Risk-Sensitive. 

Tabla 2: Valores de errores para los estimados de 

Kalman-Bucy (14) y Risk-Sensitive (11) y de la 

función criterio cuadrático a minimizar J(13), para 

diferentes valores del parámetro 𝜺.  

  

𝜀 

error 

Kalman-

Bucy 

extendido 

error 

Risk-

Sensitive 

J-KB-

E 
J-R-S 

  0.001 -14.58 -1.09E-5 0.0125 4.19E-6 



  0.01 -9.329 -3.44E-5 0.0865 4.19E-5 

  0.1 -3.303 -0.000108 0.288 4.19E-4 

  1 -1.049 -0.000344 0.544 4.19E-3 

  10 -0.3268 -0.001088 0.124 0.04188 

  100 0.9282 -0.00344 96.15 0.4188 

  1000 10.53 -0.01088 3939.7 4.1885 

  10000 49.98 -0.034 8.6E+4 41.885 

 

En la figura 1 se observa la tendencia del estimado Risk-

Sensitive vs Kalman-Bucy extendido donde se puede 

apreciar que el estimado Risk-sensitive es más próximo a 

los valores del estado para 𝜀 = 1000, en cambio en la 

gráfica del estimado Kalman-Bucy extendido sus 

oscilaciones son de mayor amplitud, bajo las mismas 

condiciones que el filtro Risk-Sensitive.  

En la figura 2 se presentan las gráficas del error para el 

estimado Risk-Sensitive y estimado Kalman-Bucy 

extendido para 𝜀 = 1000, y t ϵ [0, 30] con la finalidad de 

mostrar mas a detalle. Se puede apreciar que el error para 

el estimado Kalman Bucy extendido oscila en un  

intervalo de -10 a +10, a diferencia del error del estimado 

Risk-Sensitive, el cual oscila entre  -1 y 1.  

 

Figura 1: Gráfica de los estimados Kalman-Bucy extendido (14) y  Risk-Sensitive (11), con 𝜺 =1000. 

Figura 2: Gráfica de los errores de los estimados Kalman-Bucy extendido (14) y Risk-Sensitive (11), con 𝜺 =1000. 

5. CONCLUSIONES 

Se aplicaron las ecuaciones de filtrado óptimo Risk-

Sensitive y de Kalman-Bucy extendido a un modelo 

de calefacción, representado mediante una resistencia 

eléctrica. Se puede observar que el estimado Risk-

Sensitive es mejor que el Kalman-Bucy extendido ya 

que los valores de la función exponencial cuadrática a 

minimizar J son menores para el estimado Risk-

Sensitive así mismo, el error es más pequeño, bajo las 

mismas condiciones y todos los valores del parámetro 

ε.  Se calculó las desviación estándar del error de cada 

uno de los filtros siendo estas σ= 0.905 para el 

estimado Risk-Sensitive y σ =18.416 para el estimado 

de Kalman-Bucy extendido lo cual confirma lo 

mencionado anteriormente. 
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