Congreso Nacional de Control Automatico 2017
Monterrey, Nuevo Leén, Mexico, Octubre 4-6, 2017

624

Observador por modos deslizantes para una
clase de sistemas mecanicos con

perturbaciones

*

W. Alejandro Apaza Pérez* Jaime A. Moreno **
Leonid Fridman *

* Depto. de Ingenieria de Control y Robdtica. Division de Ingenieria
Eléctrica. Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional Auténoma de
Mézico, (e-mails: alegosmis@gmail.com, lfridman@unam.mz).

** Depto. de Eléctrica y Computacidn, Instituto de
Ingenieria, Universidad Nacional Auténoma de México, (e-mail:
Jmorenop@iingen.unam.mx,).

Resumen. En este trabajo se considera una clase de sistemas mecénicos de dos grados de libertad
con la presencia de la fuerza de Coriolis, perturbaciones, fricciones seca y viscosa. Para esta clase
de sistemas se propone un observador de convergencia tedricamente exacta en tiempo finito
a los estados verdaderos. El observador propuesto es globalmente convergente y su diseno es
independiente de la propiedad entrada-acotada-estado-acotado que podria no tener el sistema.
Se utiliza el sistema carro-péndulo para ilustrar los resultados a través de simulaciones.
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1. INTRODUCCION

En el control de sistemas mecanicos usualmente se requie-
re la informacién de las variables: posicién y velocidad. Y
en general sélo la medicién de la posicion esta disponible,
por lo cual es necesario estimar la velocidad. Este articulo
estd enfocado en el problema de construccién de observa-
dores para una familia de sistemas mecaninos no lineales
en la presencia de perturbaciones. Existen varios trabajos
que proporcionan observadores con convergencia global y
asintética a los estados verdaderos (Gauthier et al., 1992;
Besangon, 2000; Mabrouk et al., 2004; Astolfi et al., 2010)
cuando el modelo no lineal, los parametros y las entradas
del sistema mecédnico son completamente conocidos. Sin
embargo, en la presencia de incertidumbres y/o pertur-
baciones (por ejemplo: friccién seca, torque desconocido,
etc.) el problema de estimar global exactamente el valor de
la velocidad es mas desafiante y més atin si se requiere una
estimacién en tiempo finito. Si la perturbacién es arbi-
traria, la teoria de observadores con entrada desconocida
(Hautus, 1983; Rocha-Cézatl and Moreno, 2004, 2011)
indica que se requiere la condicién de grado relativo uno
de la salida medible con respecto a la perturbacién. Pero
los sistemas mecénicos con perturbacion tienen grado
relativo dos (la posicién con respecto a la perturbacion).
En este trabajo, para estimar la velocidad se asumird que
las perturbaciones son acotadas.
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Para este propdsito, se requiere un algoritmo de esti-
macién discontinua, tal como los observadores por mo-
dos deslizantes (Edwards et al., 2002; Barbot et al.,
2003; Spurgeon, 2008). Una de sus principales ventajas es
que estos observadores proporcionan convergencia tedri-
camente exacta a los estados verdaderos del sistema, atin
en la presencia de perturbaciones acotadas, pero bajo la
condicién de que el sistema no lineal tenga la propiedad
entrada-acotada-estado-acotado (BIBS por sus siglas en
inglés). Ademads, los observadores por modos deslizantes
de alto orden (HOSM por sus siglas en inglés) (Fridman
et al., 2008; Barbot and Floquet, 2010; Bejarano et al.,
2011; Pisano and Usai, 2011; Efimov et al., 2012) aseguran
la convergencia en tiempo finito.

En particular, para sistemas mecénicos no lineales con
perturbaciones acotadas, los observadores/diferenciadores
por modos deslizantes (Levant, 1998; Davila et al., 2005;
Xian et al., 2004; Moreno, 2009) requieren que el sistema
tenga la propiedad BIBS. Para superar esta restricciéon en
(Apaza-Pérez et al., 2017) se propuso una estrategia que
conecta en cascada dos observadores: (i) un observador de
Luenberger que asegura que el error de estimacién conver-
ja a una vecindad acotada de cero; (ii) un diferenciador
HOSM que garantiza la convergencia global, teéricamente
exacta y en tiempo finito a cero del error de estimacion.
Sin embargo, esta estrategia de diseno crece dos veces
en el orden del observador, y este requiere condiciones
restrictivas para el diseno de ganancias. Estas condiciones
restrictivas fueron parcialmente superadas para sistemas
mecédnicos con un grado de libertad Apaza-Pérez et al.
(2016).



Contribucion. Consideramos una clase de sistema mecéani-
cos de dos grados de libertad (2DOF por sus siglas en
inglés) con la presencia de: términos de Coriolis, fricciones
secas y viscosas, incertidumbres/perturbaciones acotadas.
Estos sistemas no requieren tener la propiedad BIBS.
Para esta clase de sistemas, se propone un observador por
modos deslizantes global que estima teéricamente exacta
en tiempo finito la velocidad.

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente mane-
ra. La seccién 2 presenta el planteamiento del problema.
En la seccién 3 se desarrolla el diseio del observador.
Los resultados del trabajo se exponen en la seccién 4. En
la seccién 5 se aplica el observador propuesto al sistema
carro-péndulo. En la seccién 6 se exponen las conclusiones.

A lo largo de este trabajo () y (x) denotardn una cota
superior e inferior del término (x), respectivamente.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere los sistemas mecanicos 2DOF con la presencia
de perturbaciones, dadas como

M(z)i + C(z, )i + G(z)+ (1)
+ Hi + Asign(i) = Du + 6(t, x, &),

donde = = (x1,22)T € R? es la posicién medible, M () €
R2*2 es la matriz de inercia, C(z, 1) representa a las
fuerzas de Coriolis y centrifugas, las matrices H, A, D €
R?X2 v Asign(i) es una friccién seca, G(z) es la fuerza
gravitatoria, d(¢,z, &) contienen a las perturbaciones en
sistema, v u € R? es la entrada de control.

Las dificultades que presenta el sistema (1) para las
técnicas estandares en el diseno de observadores globales
son: i) Para las fuerzas de Coriolis y centrifugas C(z, @)%
(estas producen términos cuadréticos en las componentes
de la velocidad), los observadores/diferenciadores por
modos deslizantes Levant (1998); Davila et al. (2005);
Xian et al. (2004) requieren la propiedad BIBS en el
sistema. ii) Para la friccién seca Asign(i) (ademds de
ser discontinuo, este suele presentar incertidumbre en su
coeficiente) y la perturbacién § (usualmente acotada y
no desvaneciente), los observadores con campo vectorial
continuo Besangon (2000); Mabrouk et al. (2004); Rocha-
Coézatl and Moreno (2011) sélo garantizan convergencia
a una regién del origen de la dindmica del error de
estimacion.

El objetivo es disenar un observador global con conver-
gencia tedricamente exacta en tiempo finito.

Considere la familia de sistemas (1), el cual adicionalmen-
te satisface las siguientes suposiciones:

P-1 La perturbacién (¢, , &) es uniformemente acota-
do, es decir existe una constante Lz > 0 tal que
|6(t,,&)|| < L para todo (t,x,&).

P-2 La matriz M (x) depende tnicamente de la variable
T9 COMO sigue

mi1 m12($2)
m12($2) m22(392)

P-3 Existen dos constantes a; > 0, as > 0 tal que

M(l‘g) =

0 <oail < M(z2) < asl, para todo x2,  (2)

es satisfecha, donde I denota a la matriz identidad
de tamano 2 x 2.

Para cada sistema Euler-Lagrange de dimension n, la
kj-ésima entrada de C(xz,%) es definida a partir de las
entradas de M (z) a través de los simbolos de Christoffel

Ckj = %Z <am3kx]l(x) + 3775,;]@) - Gmij(x)) Ty (3)

P 8.’L‘k

Usando esta relacién de los simbolos de Christoffel y la
suposicion P-2, las fuerzas de Coriolis y centrifugas de la
familia (1) es reducido a

0 miy(x2)is ] @

0 imIQQ (.%Q)i'g

C(x,&) = [

3. DISENO DEL OBSERVADOR

3.1 Transformacion de estados para lidiar con el término
de Coriolis

Considere el sistema (1) donde v := [v1 vg}T = Du—G(z),

§:=[01 52}T = 6 — Asign(i), el cual puede ser expresado
como

{2:]\,4_1@) [v—C(x,2)z— Hz+6(t,x, 2)] . (5)

A partir de las suposiciones P-2 y P-3 la siguiente trans-
formacién de estados

T2
91 T+ mL(S)dS
0 0 mi1
’U)21 = ) ) (6)
w mi121 + mia(z2)ze
2
axzg)ze
es un difeomorfismo, donde A(xz) = myimas(xe) —
A(Z‘Q)

(Note que a(zz) < /az

es satisfecha). Esta transformacién fue propuesta por
Mabrouk et al. (2004) para el caso H =0,0 =0, A =0
en (1), donde su observador propuesto pierde efectividad
para clase de sistemas (1) considerados en este trabajo.

(mia(w2))* vy a(zy) =
mi1

El sistema transformado obtenido a partir (5) usando (6)
es dado como

. w1
b = —+, 7
! mi1 ( )
’Lbl = —(HT92)11w1 — (HT92)121U2 —+ v + 51,
by = 2
2 — a(92)a
i — ma1[—(HYo,)21w1 — (HYg,)20wo]
2 m11a(02)
miz2(62)[—(HYg,)11w1 — (HYg,)12w2]
- +
mlla(ﬂg)
mi1v2 — m12(92)711 + my10g — m12(92)51
+ )
m11a(92)



1 _ m12(92)
mlla(ﬁg)

a(92)
componente ij de la matriz HYy,, (i,j = 1,2). Nétese que
en el sistema trasformado (7) no hay términos cuadraticos
en la variable no medible (wy, ws). Los detalles del sistema
transformado se encuentra en el Apéndice A.1.

mii

donde Ty, = y (H7Yg,);; denota la

3.2 Estructura del observador.

El observador propuesto tiene la siguiente estructura

X w1

01 = — — lkoidr1(eq, ), (8a)
) mi1
Wy = —(HYg,)1111 — (HYg,)12wW2 + v1 — Choadrz(eq, ),
by — Wy Lo (eq,)
a(92) oz(Hg)
By = mai[—(HYe,)o1t1 — (HY,)20t2] L
mlloz(@Q)
mi2 (92)[*(HT92)11@1 - (HT92)12@2]
- +
mna(eg)
mi1ve —maz(B2)vr  Ploadas(es,)

a(fs)

donde ey, = él — 01, €9, = 52 — 05, las no linealidades

6i1(+) = pa [ + pia ], (8b)
2

Gia(") 1= B0+ SEEEEL 12 4 B, para i = 1,2,

v los estados estimados en coordenadas originales para el
sistema (5) estdn dados por

miia(6z)

1 ma(62)
21| Wi _ [my maafs) | W1
ol ] = e @ 3] e
a\U2

El observador (8) es una copia del sistema transforma-
do con términos no lineales de inyeccion ¢;1 y ¢0. Es-
tas inyecciones aparecen aditivamente en el sistema. El
término discontinuo [-|° asegura robustez del observador
contra perturbaciones acotadas y los otros términos en las
inyecciones aseguran convergencia en tiempo finito a los
estados verdaderos.

4. RESULTADOS

Las ganancias a disenar del observador propuesto son

ko1, ko2, lo1s Loz, p11, f12, ph21, paz > 0, (8d)
las cuales pueden ser obtenidas a partir de la desigualda-
des matriciales (9) en el siguiente Lema 1.
Lema 1. Para cualesquiera constantes positivas b, di,
hai, hp1, a(f2) > 0, y constantes no negativas (H Y, )11,
(HYo,)22, d12(0) (HYe,)12, I'; > 0, para j = 1,....4,
existen constantes £ > 1; Kos, flmi, loi, v; > 0, y matrices
simétricas positivas definidas P; > 0, para ¢ = 1,2, tal
que

ATP + PlAy <0, BIPy+P,By <0, (9a)

Ilpq * * * * *
0 IIpo * * * *
BTpP 0 —71p,2nz * * *
T 2 <0,
0 B P 0 —V2MHm2 * *
BTP 0 0 0 —y3pm,f? *
o BTP, 0 0 0 —Yapi &
(9b)
son satisfechas, donde
1
SR ko1 —
A _ _kol - A o &
1= d11 g 412 — (HT92)11 )
_k02 _ko2 - —+ bl
Lya

[o] 5 [10 EER!
sl 2=l m- o]
__lol 1
By = di1(HYg, )22 + di12(0)(HY)12 ;
—loz - + bl
ldy1 o2

Hp1 26@ (A’{Pl + PlAl) + ’YQFQBBT + ’}/3F3BTB+
+ 74F4BTB + €l
thpi

1Ipsy :a(T) (BT Py + P2By) + 1[4 BB” + 7303 BT B+
2

—+ ’)/4F4BTB —+ 6[.
La prueba del Lema 1 estd en el Apéndice A.2.

El siguiente teorema es el resultado principal del articulo.

Teorema 2. Suponga que los pardmetros (8d) en (8) sa-
tisfacen las desigualdades matriciales factibles en (9), en-
tonces el estado de estimacién (8c¢) converge en tiempo
finito a la velocidad & en (5).

La prueba del Teorema 2 se basa en la convergencia en
tiempo finito a cero en la dindmica del error de estimacién
entre los sistemas (7) y (8a). La dindmica del error de
estimacién es dado por

. 671}1
€, = — lko1¢11(e0, ),
) mi1 )
bw, =—(HYg,)116w, — (HY0,)12€w, — L ko2p12(01)+
_51a
¢ _ Cwy — glol¢21(€92)
" ally)
¢ _ mn[*(HTerA))zl@wl - (HT02)226’LU2]
w2 mna(eg)
mi2(02)[—(HYg,) 116w, — (HYg,)126u,]
- +
mna(ﬁg
7m1152 - m12(92)51 _ 14 lo2¢22(€92)
mlla(Gg) 042(92) ’
(10)
donde eg, = 01 — 01, ey, = W1 — w1, €p, = Oz — 0o,

ew, = W2 —ws. La convergencia del error de estimacion a
cero es obtenida a través de la funcién de Lyapunov

- [3 8][4

P



obtenida de (9a)-(9b), donde ¢ = [ﬁ(bu(eel)} yn =

Cw,

€¢261(692)]. Derivando la funcién de Lyapunov V(e) a
wo
lo largo de las trayectorias en (10) se obtiene
V< €t ! 1/2
27/ Amax (P)

Note que las trayectorias de la dindmica de error no puede
permanecer en el conjunto S = {(eg, , €, €w,, €w,) € R*\
{0}|eg, = eg, = 0}. Esto implica que V es una funcién
continuamente decreciente y a través del Teorema de Lya-
punov para Inclusiones Diferenciales [Deimling (1992);
Prop. 14.1 p. 205] (que no requiere diferenciabilidad de
la funcién de Lyapunov), por lo cual se concluye que
el origen (eg,,€p,,€w1,ew2) = 0 es alcanzado en tiempo
finito para cada condicién inicial. Se omiten los detalles
de la prueba en esta versién por cuestiones de espacio.

5. EJEMPLO: CARRO-PENDULO

El observador propuesto sera aplicado por simulacién al
sistema carro péndulo. La Figura 1 muestra el principio
funcional del sistema.

Centro del risl

Figura 1. Sistema carro-péndulo

El modelo matematico no lineal del carro-péndulo, consi-
derando el diagrama descrito en la Figura 1, es dado por
INTECO (2008) como

)

j)1 = I3, (11)

To = T4,

. ay (klu —x2sinxy — kg:rg) + (gsinzo — ksxy) cos xo

s = ajas — cos? xy

; (klu — x3sinxy — kgxg) cos Ty + ag (gsinze — ksxy)
4 == .

ai1ao — cos? T2

donde los estados representan: z; = posicién del carro [m],
x9 = posicién angular del péndulo [rad], x3 = velocidad
del carro [%]7 x4 = velocidad angular del péndulo [%
Por otra parte, u es la entrada de control [N]. En la tabla
1, se muestran los parametros del carro-péndulo dados en

el manual INTECO (2008), donde a; := Z& = 0.3545,
az ==+ =90.9091, ky := B = 979.9833, ky := LP2 =
161.3845, k; := Iz = 0.0146.

ml

Escribiendo el sistema (11) en la forma (1) se obtiene

a —Ccosx 0 x4sinz
que M(z) = |:—COQS.’132 a1 2]’ Clz) = {0 ! 0 2]’

Descripcion Valor
m | Masa equivalente del carro péndulo | 0.872[Kg|
l Distancia del eje de rotacién al 0.011 [m]
centro de masa del sistema
fe | Coeficiente de friccién dindmica 0.5 []an}
del carro
fp | Coeficiente de friccién rotacional 6.5-107° [%]
Jp | Momento de inercia del péndulo 0.00292 [K g - m?]
con respecto al eje de rotacién
g | Aceleracién de la gravedad 9.81[m/s?]
p1 | Razén de la fuerza del control 9.4[N]
a la senial PWM
p2 | Razén de la fuerza del control —0.548 [N - s/m]

a la velocidad del carro
Tabla 1. Pardmetros del carro-péndulo.

o 0 |k 0 _ |k
= [0 7= 58] 2 = [5],
x = (z1,72)T es la posicién medida.

Las suposiciones P-1, P-2 y P-3 son satisfechas. Y también

1 cos(f2)
se obtienen los siguientes términos Yy, = | %2 aza(62)
a(b2)

@ ko cos(6s)

HY, = | ™ a?C,;fz) La(ly) = (fueeE)
a(fz2)
%22) y la transformacién de estados como
x3
0] s [t
0 2
e 3 (12)
! a3 — cos(x2)xy
w2
a(xzg)xy

Los parametros utilizados en las desigualdades matriciales

(9) son: «(fs) ,/%2271,

axbalpog
[ kg
a2k3\/a1a2—1 +ar

_ ko
r, = (az
4(a2L52+L51

az

_ k a
(HYo,)12 = 334/ arai=T

b1
(HYg,)11

Lpi2
7F3

b
+b1
2

hp1 =

a2
ajag—1

+azb2flii22

az

2
— (k2
alagfl) ’ FQ - (a%

2
/__as
(110.2—1) :

Para las simulaciones, considere en (1) a la perturbacién

az

2
alagfl) ) F4

como 0(t) = (0.5 sin(t/m) — 0.2,0.4 cos(nt/3) — 0.3)7
y A = [0(')2 003} La entrada de control como u =
0.5 cos(x1 —x2)+0.6 y condiciones iniciales 1 (0) = —0.1,

—0.1, 6,(0) = 5,

%‘2(0) = 0.2, 333(0) = 70.1, $4(O)
02(0) = 5, w1 (0) = 5, wo(0) = 5.

Si by = 2, by = 200, entonces a partir de (9) se obtiene

p _ [76.7062 —8.8802] , _ [ 45.5100 —11.7927].
1= |-8.8802 1.7438 | 12 = |-11.7927 18.2595 |’
0 = 1; kot = 0.9594; kps = 5.1402; 1,y = 1.1713;

log = 3.0827; pim1 = 3, pma = 10; p11 = 35 w2 = 3005



to1 = 3; pag = 10; € = 0.0934; v1 = 0.9297; v = 0.8079;
v3 = 1.1800; v4 = 0.9828.

La Fig. 2 ilustra la convergencia en tiempo finito de los
estados estimados a los estados verdaderos. La Fig. 3
ilustra el error de estimacion de todos los estados, y el
control aplicado al sistema.

307 T T T T
15/
0 -
15/\NW
0 . o

rad]][ @y, 3 [2]|[wa, @olrad]|zy, &1 [m]]

raa
s
n
[eX=)
g
il

‘$4, &4 [
T
~
S
=
\

Time [S] ‘—I15I27137I4 ---.fl,i%ig,iq ‘

Figura 2. Estados verdaderos y estados estimados.
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Figura 3. Errores de estimacion y la entrada de control.
6. CONCLUSIONES

Se considero una clase de sistemas mecénicos de dos
grados de libertad en presencia de: el término de Coriolis,
fricciones seca y viscosa, incertidumbres y perturbaciones.
Para esta clase de sistemas se propuso un observador
global por modos deslizantes con convergencia tedrica-
mente exacta y en tiempo finito, el cual no depende de la
propiedad BIBS que pudiera no tener el sistema mecanico.
La ganancias de este observador son obtenidas a partir de
desigualdades matriciales factibles (9).
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Apéndice A. PRUEBAS DE LOS RESULTADOS
A.1 Sistema transformado (7)

Para obtener el sistema transformado (7), considere el
difeomorfismo dado en (6) como

T(z, 2) = {Tféfci)} (A1)
donde
Ty(z) = |51+ O 2 m;jl(ls)ds 7
T2
_|maiz + mag(x2)2e
To(z,2) = [ l(2)7 } )

El siguiente sistema (A.2) se obtiene a partir de la
derivada respecto al tiempo en (6) junto al sistema (5)

0= ox < ox ngwv (A2)
. [0Ta(x,2)  O0T(x,2) 4 1
ST T oz M (zz)C(x,z)_ z+
- %Mﬁl(@) [v— Hz = +3],
[0z, 2)  OTo(x,2), T
= [T - T 0t )| Yot
T
+ WM_l(l‘g) [’U — HT@ZZ — ’lp + (5] ,
1 maa(8a)
_ |0 _|wn _|m my1a(6
con = [92} w = [wJ y Yo, = O11 111 (62)
o(b2)
Note que M‘l(x ) = 1 Maa(T2) —mia(w2)
q 2) — det(M(wz)) 7m12(z2) mll(zQ 9
OTy(z) _ 1 w OTs(z,2) 0 m/12($2)2’2
N O N (RGO
Ty (x,2)

0z

= [y ]

1 0
LM ay) = | mur(es)a(es) mualz) | =
det(M(w))  det(M(z2))
1 0
mia(z2) mi1 , donde a(zg) = %ﬁ“))

_mna(asQ) mlla(mg)
su derivada con respecto a x5 es dado por
M1, (T2) — 2mas(z2)mys(z2)
2a(x2)m11 '

ay(x2) =

(A.3)

Por lo tanto, se obtiene

0Ts(x,2)  OTe(z,2) 4 |00
T M~ (x2)C(x, 2) = {0 0} ,

a partir de la derivada (A.3). Finalmente usando (A.2) se
consigue

6y = <8T1(Z)T92w> _
ox 11 mi1

W =v1 — (HYg,w)11 — 1 + b1,
. oT (x) wa

9 — T —

2 < 8x 0, W o1 a(02)7

g = (WM_l(mg) [v— HYp,2 — 9 + 5])

0z o1
_ ma[=(H7Yy,)a1wi — (HY,)20ws]
mlloz(GQ)
miz(62)[—(HYg,)11w1 — (HYg,)12ws]
- +
mua(ﬁg)
N mai (—2(x, To,w)) — mia(02)(—¢1(z, To,w))
mna(92)
mi1v2 — m12(92)’01 + mi102 — m12(92)51
+ .
mua(eg)

A.2 Prueba del Lema 1

La factibilidad de las desigualdades matriciales (9) es
probada de la siguiente manera:

1) Fijamos los pardmetros ko;, l,; > 0, para i = 1,2, con
lo que se asegura que A; y B; son matrices Hurwitz. 1)
Hallando P, P; a partir de las desigualdades de Lyapunov
IIp, < 0, IIp, < 0y (9a), donde ¢ = 1. 4ii) Por el
complemento de Shur la desigualdad (9b) es equivalente
a

Vikio O 0 0
0 ol 0 0 5T Hfall F <o
_ - _ <0,
0 0 s ® o P
0 0 0 ’Y4Mmlf
_[AB 0 PB 07 . . )
donde F = [ 0 PB 0 PQB} . iv) Creciendo los pardme

tros um1, Um2 lo suficiente, se asegura la factibilidad de la
desigualdad (9b). O



