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Resumen
Desde el punto de vista topológico, las trayectorias en R3 de un sistema dinámico se pueden
analizar y clasificar mediante nudos matemáticos. El presente trabajo analiza las propiedades
topológicas de la trayectoria tridimensional que genera la cinemática directa de un robot RRR
y de un robot hop twining. Calculando el invariante topológico de la trayectoria en R3 mediante
teoŕıa de nudos se encuentra el comportamiento topológico del movimiento del extremo final de
un robot RRR y de un robot hop twining. El objetivo de los resultados del presente trabajo va
encaminado al diseño de robots mediante teoŕıa de nudos.
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1. INTRODUCCIÓN

El análisis topológico de trayectorias tridimensionales me-
diante teoŕıa de nudos es relativamente nuevo, a finales de
los años 60 fue cuando se introduce la teoŕıa de nudos al
análisis de sistemas dinámicos y en 1976 fue cuando R.F.
Williams proporciona los conceptos de teoŕıa de nudos
para analizar la complejidad topológica de las trayectorias
del atractor de Lorenz [Ghrist (2011)]. Desde el punto de
vista de sistemas dinámicos, la teoŕıa de nudos es la rama
de la topoloǵıa que se encarga de estudiar trayectorias tri-
dimensionales anudadas. Esta teoŕıa pretende diferenciar
un sistema anudado de otro, esto quiere decir que esta
herramienta hace posible saber si dos trayectorias en R3

tienen la misma estructura topológica. Uno de los pioneros
del análisis topológico en robótica ha sido R. Ghrist, en
[Ghrist (2010)] trabaja con teoŕıa de trenzas (la cual nace
a partir de la teoŕıa de nudos) para el estudio de movimien-
tos de robots. En [Ghrist (2002), Abrams (2002), Katsev
(2011), Ghrist (2001), Bhattachayra (2013)] R. Ghrist
y colaboradores trabajan con otros métodos topológicos
para el estudio de robots.

Usualmente los robots son clasificados por su geometŕıa
de diseño [Reyes (2011)], por ejemplo: ciĺındrico (RPP),
esférico (RRP), cartesiano (PPP) y articulado (RRR).
Actualmente hay robots que hacen tareas espećıficas donde
tienen que hacer movimientos de gran complejidad. Hay
robots que hacen ciruǵıas médicas donde realizan nudos
para suturar [Kang (2002), Ohnishi (2005), Mayer (2006),
Yue (2007), Chow (2013), Watanabe (2014), Gao (2014),
Lu (2016), Osa (2017)]. También hay robots donde su
tarea es hacer nudos para un proceso espećıfico [Wakamat-
su (2004), Takamatsu (2006), He (2013), Kudoh (2015),
Wang (2016)].

En los casos mencionados anteriormente, el trabajo final
del robot es realizar trayectorias anudadas, por lo tanto,
desde el diseño se puede analizar el tipo de trayectoria
topológica que puede realizar el robot y aśı clasificar
topológicamente al robot por sus trayectorias tridimen-
sionales que puede generar, o en su defecto diseñar al
robot de acuerdo a la trayectoria anuda que se pretenda
realizar. El presente trabajo analiza algunas trayectorias
tridimensionales del extremo final de un robot RRR y
de un robot hop twining. El resultado principal de este
trabajo es que, dependiendo de los ángulos de las articula-
ciones del robot, se pueden generar diferentes trayectorias
anudadas y el movimiento final del extremo del robot ser
clasificado topológicamente de acuerdo a sus trayectorias
tridimensionales generadas.

El art́ıculo se organiza como sigue: en la sección 2 se da
una introducción a la teoŕıa de nudos. En la sección 3, se
muestra la cinemática directa de los robots RRR y hop
twining. En la sección 4, se analiza la topoloǵıa de las
trayectorias tridimensionales generadas por la cinemática
directa de los robots. Por último, se dan las conclusiones
en la sección 5.

2. RESEÑA DE TEORÍA DE NUDOS

2.1 Conceptos fundamentales

La teoŕıa de nudos es la rama de la topoloǵıa que estudia,
entre otras cosas, trayectorias cerradas en R3. Un nudo
< K > es un embebimiento f : S1 → R3 que no presenta
intersecciones en su trayectoria cerrada [Cromwell (2004),
Adams (1994) ]. Por definición los nudos viven en R3, sin
embargo para analizar los nudos y realizar operaciones en
ellos se utilizan imgenes en R2. A esta imagen del nudo
en R2 se le llama proyección del nudo [Cromwell (2004),
Adams (1994) ], esta proyección se representa como:
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K : R3 −→ R2,

K(x, y, z) = K(x, y, 0).

En la figura 1(a) se representa un nudo en R3 y en la figura
1(b) la proyección del nudo.

(a)

(b)

Figura 1. Representación de un nudo trébol. a) Nudo en
R3. b) Proyección del nudo en R2.

El número de cruces (nc) de un nudo es el mı́nimo número
de cruces que ocurre en todas las posibles proyecciones de
un nudo [Cromwell (2004), Adams (1994) ]. La proyección
de un nudo consiste de vértices V (K) y aristas E(K)
[Kauffman (1991)]. En la figura 2 se presenta la proyección
del nudo trébol con sus aristas E(G) = {a, b, c, d, e, f} y
vértices V (G) = {1, 2, 3}. Cada vértice de la figura 2 se
le conoce como un punto de cruce en la proyección del
nudo en R2. Sea el vértice 1 un punto de cruce en R2, el
cual en la proyección se intersecan pero no se intersecan
en R3, ya que en R3 se tiene los puntos de cruce 1 y 1̂
los cuales tienen las mismas coordenadas en x y y pero la
coordenada en z es diferente; con esta información se sabe
que no existe ninguna intersección en R3 y si es un punto
de cruce por arriba o por abajo [Adams (1994)].

Figura 2. Proyección del nudo trébol con aristas E(K) =
{a, b, c, d, e, f} y vértices V (K) = {1, 2, 3}. El nudo
trébol posee 3 puntos de cruce.

Los nudos se catalogan de acuerdo al mı́nimo número de
cruces que tienen en su proyección, el catálogo de nudos
esta acomodado por el número de cruces que tiene el

nudo y un sub́ındice que diferencia a los nudos con el
mismo número de cruces [Adams (1994)]. En la figura
3 se muestran los nudos 31 (nudo trébol), 41, 51 y 71.

Figura 3. Nudos hasta con 7 puntos de cruce.

2.2 Movimientos de Reidemeister

Los movimientos de Reidemeister ayudan a saber si existe
una equivalencia topológica entre dos proyecciones de
nudos diferentes. Dos nudos son equivalentes si hay una
secuencia finita de movimientos de Reidemeister que nos
lleven de una proyección de un nudo a una proyección
del otro nudo [Cromwell (2004), Adams (1994) ]. Los
movimientos de Reidemeister son tres y se conocen como
movimiento tipo I (agregar o remover un rizo), tipo II
(agregar o remover dos cruces consecutivos por arriba o
por abajo) y tipo III (movimiento triangular); en la figura
4 se muestran los tres movimientos de Reidemeister.

Figura 4. Movimientos de Reidemeister.

En la figura 5 se muestran dos proyecciones de nudos
diferentes que son nudos equivalentes entre śı, ya que
mediante movimientos de Reidemeister se puede pasar de
una proyección a otra.

Figura 5. Nudos equivalentes por movimientos de Reide-
meister.

2.3 Invariantes polinomiales

Los movimientos de Reidemeister indica los pasos a seguir
para saber si dos nudos son equivalentes, pero no deter-
mina cuantos movimientos son necesarios para realizarlo.
Un avance significativo en esta dirección fue la introduc-
ción en 1928 del primer invariante polinomial, el cual fue



Cuadro 1. Polinomio de HOMFLY del nudo 01,
31, 41, 51 y 52.

Nudo Polinomio de HOMFLY

01 (nudo trivial) 1
31 −l−4 − 2l−2 +m2l−2

41 −l−2 − 1− l2 +m2

51 2l−6 + 3l−4 −m2l−6 − 4m2l−4 +m4l−4

52 l−6 + l−4 − l−2 −m2l−4 +m2l−2

el polinomio de Alexander. El polinomio de un nudo es
un invariante que es el mismo para nudos equivalentes
[Cromwell (2004), Adams (1994) ]. Uno de los problemas
fundamentales en teoŕıa de nudos es saber si dos nudos que
se visualizan diferentes son equivalentes. Basado en este
problema, J.W. Alexander introdujo el primer invariante
polinomial de nudos; desde la introducción del primer
invariante polinomial una variedad de nuevos invariantes
han sido desarrollados, tales como: el polinomio de Jones,
el corchete de Kauffman, HOMFLY, entre otros [Cromwell
(2004), Adams (1994) ]. Dentro de estos polinomios, el de
HOMFLY es uno de los ms usados ya que hace posible
distinguir si dos nudos son equivalentes o no comparando
el polinomio asociado.

A continuación se expone de manera somera el polinomio
de HOMFLY, ya que se utilizará posteriormente. El poli-
nomio de HOMFLY de un nudo K, denotado por P (K), es
un polinomio de dos variables. Este polinomio se define por
la siguiente relación de madeja [Cromwell (2004), Adams
(1994) ]:

P (©) = 1→ donde © representa el diagrama del no
nudo.
lP (L+)− l−1P (L−) = mP (Lo), donde L+ (cruce por
arriba), L− (cruce por abajo) y Lo (sin cruce) es igual
a la relación de madeja que se muestra en la figura 6.

Figura 6. Relación de madeja.

A partir de la proyección de un nudo, el polinomio de
HOMFLY se calcula deshaciendo los cruces del nudo con la
ayuda de los movimientos de Reidemeister y siguiendo la
relación de madeja. En el cuadro 1 se muestra el polinomio
de HOMFLY de algunos nudos, los cuales se obtuvieron
usando el programa KnotPlot 1 [Scharein (1991)]. .

1 Programa creado por Robert G. Scharein para visualizar y crear
nudos en 3 dimensiones; y calcular varios tipos de polinomios, entre
ellos el de HOMFLY.

2.4 Nudos y sistemas dinámicos

Desde el punto de vista de sistemas dinámicos, un nudo
se puede definir como una curva cerrada simple generada
por una trayectoria tridimensional. Los nudos pueden ser
generados por una ecuación diferencial ordinaria de tercer-
orden, por el conjunto de tres ecuaciones que representen
a un sistema o por el conjunto de tres series de tiempo
de un sistema [Ghrist (2011)]. Topológicamente, los nudos
generados se pueden representar como una solución global
de la trayectoria [Ghrist (2011)]. De acuerdo a la simpli-
cidad o complejidad de la trayectoria tridimensional, R.
Ghrist categoriza dos tipos de nudos [Ghrist (1998)]: nudos
simples y nudos complicados. A esto también se le puede
añadir, que mientras más complicada sea la trayectoria
más complicado será identificar los nudos que se generan.

A continuación se presenta el sistema dinámico de Parris y
Rassai el cual genera al nudo 31 (nudo trébol), el sistema
se representa por las siguientes ecuaciones [Dı́az (2007)]:

ẋ1 = −mx2 + nx1x2,
ẋ2 = mx1 + nx2x3,
ẋ3 = (n/2)(1 + x23 − x21 − x22).

(1)

donde las condiciones iniciales son: x1(0) = −2.5, x2(0) =
2.5, x3(0) = 0.78 y los parámetros del sistema son: m = 2
y n = 3. En la figura 7(a) se muestra la trayectoria
tridimensional generada por las soluciones del sistema (1)
y en la figura 7(b) se muestra la proyección bidimensional,
la cual muestra el nudo 31.

(a)

(b)

Figura 7. Estructura topológica del nudo 31 generado por
la solución del sistema (1). a) Trayectoria en R3. b)
Proyección de la trayectoria en R2 .



3. CINEMÁTICA DIRECTA DE UN ROBOT RRR Y
HOP TWINING

La cinemática estudia la geometŕıa del movimiento de
un sistema mecánico, sin considerar las fuerzas que lo
producen [Reyes (2011)]. El análisis de la cinemática en
robótica ayuda a comprender y diseñar el desplazamien-
to de trayectorias del robot. La cinemática directa es el
estudio anaĺıtico del movimiento del robot que relaciona
las coordenadas articulares q ∈ Rn, donde n representa
el número de grados de libertad, con las coordenadas car-
tesianas [x, y, z] ∈ R3 aśı como la orientación del extremo
final del robot [Reyes (2011)]. La cinemática directa ayuda
a conocer el comportamiento de la trayectoria del extremo
final del robot. El extremo final es la parte del robot que se
utiliza para realizar un trabajo espećıfico [Reyes (2011)].

La cinemática directa de un robot RRR está dada por el
conjunto de ecuaciones [Reyes (2011)]:

x = cos(q1)(l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3)),
y = sen(q1)(l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3)),
z = l1 + l2sen(q2) + l3sen(q2 + q3).

(2)

donde q1, q2 y q3 son las coordenadas articulares, las cuales
son representadas como ángulos; y l1, l2 y l3 la longitud
de cada articulación.

La cinemática directa de un robot hop twining es dada por
el conjunto de ecuaciones [He (2013)]:

x = Rcos(q1)cos(q2)− A

2
cos(q1) +

√
3

2
Asin(q1),

y = Rsin(q1)cos(q2)− A

2
sin(q1) +

√
3

2
Acos(q1),

z = Rsin(q2)B.

(3)

donde q1, q2 y q3 son las coordenadas articulares, las cuales
son representadas como ángulos; y A, B y C medidas del
robot.

4. RESULTADOS

4.1 Robot RRR

Utilizando el conjunto de ecuaciones (2) y variando los
ángulos se simula la trayectoria del extremo final de un
robot RRR, donde l1 = 1, l2 = 2 y l3 = 3. A continuación
se presentan los resultados de algunas trayectorias obte-
nidas al variar los ángulos, el invariante polinomial de la
trayectoria se calcula con el programa Knotplot.

caso 1

Para los ángulos q1 = 2πt, q2 = 2πt y q3 = 4πt se genera
la trayectoria que se muestra en la figura 8. El invariante
polinomial encontrado es 1, el cual pertence al nudo 01
también conocido como el nudo trivial. De acuerdo a su
invariante, la trayectoria generada es equivalente al ćırculo.

caso 2

Para los ángulos q1 = 2πt, q2 = 4πt y q3 = 4πt se genera
la trayectoria que se muestra en la figura 9. El invariante
polinomial encontrado es −l−2 − 1 − l2 + m2, el cual
pertenece la nudo 41. Esto quiere decir que la trayectoria
generada es equivalente al nudo matemático 41.

Figura 8. Trayectoria en R3 generada por el sistema (2)
con los angulos q1 = 2πt, q2 = 2πt y q3 = 4πt.

Figura 9. Trayectoria en R3 generada por el sistema (2)
con los angulos q1 = 2πt, q2 = 4πt y q3 = 4πt.

caso 3

Para los ángulos q1 = 2πt, q2 = 4πt y q3 = 6πt se genera
la trayectoria que se muestra en la figura 10. El invariante
polinomial encontrado es −l−6 − l−4 + l−2 + 2 +m2l−4 −
m2l−2, el cual pertenece al nudo 946. Esto significa que
la trayectoria generada es equivalente al nudo matemático
946.

Figura 10. Trayectoria en R3 generada por el sistema (2)
con los angulos q1 = 2πt, q2 = 4πt y q3 = 6πt.

4.2 Robot hop twining

Utilizando el conjunto de ecuaciones (3) y variando los
ángulos se simula la trayectoria del extremo final de un
robot, donde A = 10, B = 19 y R = 9. A continuación se
presentan los resultados de algunas trayectorias obtenidas
al variar los ángulos.



caso 1

Para los ángulos q1 = 20πt y q2 = 30πt se genera la
trayectoria que se muestra en la figura 11. El invariante
polinomial encontrado es −l−4 − 2l−2 + m2l−2, el cual
pertenece al nudo 31. Por lo que la trayectoria generada es
equivalente al nudo matemático 31.

Figura 11. Trayectoria en R3 generada por el sistema (3)
con los angulos q1 = 20πt y q2 = 30πt.

caso 2

Para los ángulos q1 = 30πt y q2 = 20πt se genera la
trayectoria que se muestra en la figura 12. El invariante
polinomial encontrado es −l−2 − 1 − l2 + m2, el cual
pertenece al nudo 41. El resultado es el mismo que el caso
2 del robot RRR, como se puede observar las trayectorias
se visualizan distintas pero son topológicamente equiva-
lentes ya que tienen el mismo invariante polinomial. Esto
significa que, aunque las trayectorias sean diferentes, las
propiedades topológicas son las mismas.

Figura 12. Trayectoria en R3 generada por el sistema (3)
con los angulos q1 = 30πt y q2 = 20πt.

caso 3

Para los ángulos q1 = 50πt y q2 = 20πt se genera la
trayectoria que se muestra en la figura 13. El invariante
polinomial encontrado es 2l−6 + 3l−4−m2l−6− 4m2l−4 +
m4l−4, el cual pertenece al nudo 51. Por lo que la trayec-
toria generada es equivalente al nudo matemático 51.

5. CONCLUSIONES

A partir de la simulación de la cinemática directa de los ro-
bots presentados en el trabajo, se encontraron trayectorias

Figura 13. Trayectoria en R3 generada por el sistema (3)
con los angulos q1 = 50πt y q2 = 20πt.

anudadas las cuales fueron generadas al variar los ángulos
del modelo cinemático de los robots. Estas trayectorias
simuladas se clasificaron de acuerdo al nudo generado por
el movimiento del extremo final del robot. Con estos resul-
tados previos, es posible catalogar topológicamente a los
robots analizados de acuerdo a las trayectorias anudadas
que generan, o entender el comportamiento topológico del
movimiento tridimensional del extremo final del robot.

Como trabajo a futuro queda realizar un análisis riguro-
so mediante teoŕıa de nudos para el diseño de robots y
aśı tener una clasificación topológica a través del compor-
tamiento del movimiento del extremo final del robot.
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