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Resumen

Se propone un identificador polinomial adaptable de orden reducido y un esquema de control
optimo robusto para la regulacién de glucemia en un sistema glucosa-insulina. El diseno del
identificador polinomial estd basado en la estructura del modelo glucosa-insulina desarrollado
por un grupo de investigacién liderado por Cobelli, quienes también desarrollaron el Simulador
Metabdlico de Diabetes Tipo 1 (T1DMS) UVa/Padova, mismo que estd aprobado por la
FDA (del inglés, food and drug administration), y que es usado para emular dicho proceso
metabdlico. En este trabajo, para fines de identificacién y control, se asume que el sistema
glucosa-insulina es desconocido, del cual sélo se tiene acceso a la medicién de glucosa, asi como
al suministro de insulina para realizar la regulacién de glucemia. El identificador propuesto se
adapta al comportamiento dindmico del sistema, donde para la adaptacién de los parametros
del identicador se usa un algoritmo de minimos cuadrados recursivos (RLSA). Posteriormente,
usando el identificador, se disena un controlador 6ptimo robusto para este tipo de sistemas no
lineales, mismos que por su estructura polinomial, admiten una representacién en coeficientes
dependientes del estado. Finalmente, el esquema de identificacién y control es aplicado para la
regulacién 6ptima del nivel de glucosa en personas con diabetes tipo 1, lograndose un control
adecuado del sistema. Dado que la metodologia propuesta sélo requiere de la medicién de la
glucosa, esto constituye un esquema de control robusto para este tipo de pacientes, mismos que
pueden estar sujetos a diferentes perturbaciones tales como habitos de alimentacién, actividad
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fisica, edad, etc.
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1. INTRODUCCION

La diabetes mellitus es una enfermedad metabdlica carac-
terizada por un defecto en la regulacién de la glucemia por
la insulina (Cervantes-Villagrana, 2013). La diabetes tipo
1 denominada insulinodependiente o diabetes juvenil, es
una enfermedad en donde las células [ en el pancreas son
destruidas, lo cual conduce a una deficiencia absoluta de
insulina (P. Farreras, 2012). La insulina es una hormona
natural producida por el pancreas que ayuda a la regula-
cién de los niveles de glucemia en la sangre en el cuerpo
humano. En los tltimos anos, se han desarrollado modelos
matematicos para describir el sistema de glucosa-insulina,
como lo son: el modelo de Hovorka (Hovorka et al., 2004),
el modelo minimo de Bergman (Bergman et al., 1979)
el modelo de Sorensen (Sorensen, 1985), y el modelo de
Cobelli (Dalla Man et al., 2006; Man et al., 2007), por

mencionar algunos.

Actualmente, la identificacién de sistemas no lineales es
un método importante en el drea de la salud (Cobelli,

2015). El proceso de identificacién consiste en determi-
nar modelos matemadticos de sistemas dindmicos basados
en datos observados de entrada-salida. En la literatura
existen diferentes técnicas que se utilizan para identifi-
car sistemas no lineales (Nelles, 2002), como polinomios
aproximadores, redes neuronales (Funaro, 1992), y redes
polinomiales (Nikolaev, 2006), entre otros. Estos métodos
se basan en estructuras polinomiales, que son simples
funciones matematicas que consisten sélo en potencias
de las variables, es decir, las variables multiplicadas por
si mismas o por otras (Trott, 2008). Una técnica de
identificaciéon de pardmetros es minimos cuadrados, la
cual se aplica en (Rahimi-E. et al., 2014) para estimar
en tiempo real los estados de carga en una bateria con el
objetivo de ser usada en autos eléctricos y redes inteligen-
tes. Cuando un sistema tiene parametros variantes en el
tiempo o perturbaciones inesperadas, las cuales afectan la
dindmica del sistema, es conveniente usar un mecanismo
de identificaciéon adaptable, la cual permite adaptar los
pardmetros a los cambios dados en el comportamiento del
sistema, minimizando el error de identificacién (es decir,



la diferencia entre los datos del identificador y los datos
del sistema real) (Chen et al., 2015). La identificacién
adaptativa es una técnica adecuada para la obtencién de
modelos matematicos que se adapten al comportamiento
de la dindmica de un sistema real (Villafuerte et al., 2015);
ademads, pueden utilizarse para fines de analisis y disefios
de control (D. Herion, 2005). Particularmente, en este
trabajo se desarrolla un modelo matematico polinomial
adaptable para la identificacién de un sistema glucosa-
insulina, que posteriormente se usa con fines de diseno
de control no lineal. Una clase interesante de sistemas no
lineales para los cuales se puede obtener la solucién de
control éptima son los sistemas no lineales con factori-
zacién de coeficientes dependientes del estado (SDCF),
para los cuales existe un procedimiento sistemético para
sintetizar controladores, observadores y filtros no lineales
(Cimen, 2008). La metodologia de control basada en la
SDCF implica la factorizacién de la dindmica no lineal
en el vector de estado y el producto de una funciéon de
valor matricial que depende del estado mismo, capturando
asi las no linealidades del sistema, llevando el sistema no
lineal a una estructura similar a la lineal, y luego sintetizar
controladores no lineales de una manera andloga a la de
sistemas lineales. Hay diferentes aplicaciones biomédicas
de esta metodologia de control, por ejemplo, la quimio-
terapia éptima en el tratamiento del cancer basada en
el diseno de un controlador no lineal de retroalimenta-
cién de estado (Batmani and Khaloozadeh, 2013). En
(Barcel6 Rico et al., 2012), se presentan enfoques mul-
timodelos para la estimacién de glucosa en plasma en
la monitorizaciéon continua de glucosa y en (Kovatchev
et al., 2009) se presentan pruebas en silico de simuladores
los cuales contienen algoritmos de control. En (Villafuerte
et al., 2015) se aplica un control éptimo robusto al modelo
de Bergman.

Este articulo presenta la identificacion y control de un
sistema glucosa-insulina, asumiendo que sélo se tiene dis-
ponible la senal de glucosa como mediciéon. Para este
propdsito, se usa el simulador TIDMS (basado en el mo-
delo de Cobelli), que es un software informético que emula
la dinamica de la interacciéon glucosa-insulina en organis-
mos de personas con diabetes tipo 1. Esta herramienta
informética se implementa en Simulink/MATLAB® v
utiliza un conjunto bien definido de interfaces para probar
escenarios de tratamiento en lazo cerrado y definidos por
el usuario. El software estd aprobado por la FDA. La
estructura de este articulo se presenta en el siguiente
orden. La seccion 2 presenta el esquema de identificacién
polinomial adaptable. En la seccién 3 se presenta el con-
trol 6ptimo robusto. Entonces, el identificador polinomial
de orden reducido y el control 6ptimo se aplican al si-
mulador T1IDMS y se muestran los resultados obtenidos
en la seccién 4. Finalmente, la seccién 5 concluye con el
articulo.

2. IDENTIFICACION POLINOMIAL

La identificacién de sistemas consiste en determinar mo-
delos matematicos de sistemas dindmicos basados en da-
tos observados de entrada-salida. En la literatura existen
diferentes técnicas que se utilizan para identificar sistemas
no lineales, basadas en estructuras polinomiales.

2.1 Sistemas no Lineales

Considere la identificacién del comportamiento dindmico
de un sistema no lineal desconocido y perturbado dado
por

X=F(X,u,t)+T (1)

y=Ccx (2)
donde X € R" representa las variables de estado del
sistema, ) € RP es el sistema de salida; F es un
vector campo desconocido (o parcialmente conocido), C
es la matriz de salida del sistema y u € R™ es la
entrada del sistema. I' es el término que representa una
perturbacién desconocida y acotada, la cual puede incluir
dindmicas desconocidas; por lo tanto, el sistema (1)—(2)
no es adecuado para propdsitos de andlisis o control,
entonces, se propone un identificador polinomial adaptivo
para modelar la dindmica del comportamiento del sistema
(1)—(2), el cual se supone observable de tal manera que se
puede llevar a cabo el proceso de identificaciéon y diseno
de control.

2.2 Modelo del Identificador con Estructura Polinomial

Se propone el siguiente identificador para la identificacién
del sistema incierto (1)—(2), dado como

t=f(z) 0+ Bu+T (6) (3)

y=Cu (4)
donde el vector de estados es representado por z €
R™ y € RP es la salida del sistema, u € R™ es la
entrada de control, 6 incluye todos los pardametros del
identificador, los cuales son adaptados en linea con el
objetivo de asegurar la convergencia del sistema (3)-
(4) hacia el sistema (1)-(2), y I'(d) es un término que
representa parametros adicionales (constantes o variantes
lentamente en el tiempo) del identificador, que facilita
el modelado del sistema ante perturbaciones. Para lograr
una aproximacién del vector campo F en (1) diferentes
bases polinomiales para f(x) 6 se pueden proponer, tales
como polinomios de Legendre (Funaro, 1992), polinomios
de Chebyshev, etc. Note que f(z)6 es lineal respecto a las
entradas del vector 6 y usando un algoritmo de adaptacién
basado en la técnica de minimos cuadrados recursivos
todos los parametros 6 son adaptados en linea.

Andlisis de convergencia del identificador. Basado en
la estructura del sistema (3)—(4), se propone un modelo
identificador que permita la convergencia de la dindmi-
ca al sistema (1)—(2) usando RLSA para identificar los
parametros 6. Entonces, para propositos de andlisis, se
asume que existe un vector ideal de parametros descono-
cidos 6*, cuyas dinamicas pueden ser descritas por

0* = 0. (5)

Por lo tanto, basado en 6* sin el modelado de error puede
ser representado idealmente, de tal manera que se asemeje
al comportamiento de la dindmica del sistema (1)—(2),
entonces el modelo ideal es

Xl = —a X+ 0w (X)), AT (0) =70 (6)
Vi=Cx; a; >0 (7)



donde X representa el vector ideal de estados y w*(X*)
es un vector base (el cual incluye los polinomios).

Cabe mencionar que se estd trabajando en la prueba
formal del analisis de convergencia.

2.8 Algoritmo de Adaptacion

Para la adaptacién en linea de los parametros 6 en el
modelo del identificador propuesto (3), se aplica un RL-
SA (Sastry, 2011), el cual es usado con frecuencia para
estimar los estados en sistemas no lineales (Haykin, 2004;
Leon et al., 2012). En este trabajo, se usa el algoritmo de
minimos cuadrados recursivos para adaptar los parame-
tros del identificador a las dindmicas del sistema real,
cuyo principal objetivo es determinar los valores éptimos
para el vector de pardmetros ¢ y minimizar el error de
identificacion, el cual estd dado como

e=xz—AX. (8)

Para el uso de RLSA en el proceso de identificacién,
se asume que (5) y (7) son afectadas por cero ruidos
gaussianos blancos medios de intensidades espectrales
U € R¥"X2n v g ¢ R, respectivamente, donde el error
de identificacién depende de la diferencia entre la salida
del sistema real y la salida del identificador C'e. Entonces,
el algoritmo de adaptacion es representado como sigue

0=—gdw(z)Ce
=V — gdw(z)w! ()0, U, g>0 (9)

donde w es un vector que representa bases polinomia-
les para aproximar el campo vector F en (1)—(2). El
término # se usa para estimar el valor éptimo de 6*;
U y g son pardmetros de diseno usados en el proceso
de identificacién y sus valores aseguran la convergencia
del error de identificacién. ¢ es una matriz de covarianza
usada como la ganancia de adaptacion en la actualizacién
6. ®(0) es una matriz simétrica definida positiva y sus
valores son seleccionados para incrementar la confianza
de la convergencia en la estimacién inicial de 6(0). La ley
de adaptacién (9) es implementada para cada variable de
estado del identificador.

3. CONTROL DE SEGUIMIENTO OPTIMO
ROBUSTO PARA SISTEMAS NO LINEALES

Dado el identificador polinomial (3)—(4), entonces este
puede ser escrito como

&= A(z,0)x+ Bu+T(0)
y=Cux
donde para fines de control A(z,6) admite la SDCF.

En el sistema (10)—(11), las factorizaciones dependientes
del estado se determinan de tal manera que cumplan
con las propiedades de controlabilidad y observabilidad,
tal como se describe en (Banks et al., 2007; Ornelas-
Tellez et al., 2014). A través de la ecuacién de Riccati
se obtiene una solucién para el control de seguimiento
optimo robusto, para el cual, la salida del sistema es
requerida para seguir una trayectoria deseada lo mas cerca

posible en un sentido éptimo y con un gasto de esfuerzo de
control minimo (Athans, 2006). Con el fin de introducir
el seguimiento de trayectoria, el error de seguimiento se
define como

e=r—y
=r—Cx (12)

donde r es la referencia deseada para ser seguida por la
salida del sistema y a controlar.

Para dar mayor robustez al control, se incluye un término
integral del error de seguimiento e, tal que posibles per-
turbaciones e incertidumbres sean rechazadas. El término
integral es definido como

(13)
donde g € RP es un vector de integradores para un sistema
con p salidas. Para simplificar la notacién en esta seccién
referente al disenio de control se omite la dependencia
del parametro € en todas las funciones. Considerando
el integrador, entonces un sistema aumentado puede ser

definido, donde el estado es z, = [¢ 7], y reemplazando
(10) y (13) se tiene

g=—e

Cx—r } (14)

Fa = [A(m)x—i—Bu—i—I‘

mismo que para fines de control se puede reescribir como

Tq = Aa(Tq)xq + Bau + D,
Ya = Caxa
donde

Mlen) = |0 aly] - = | 3]

C,=[0C], Dy= {FT].

Para el sistema (15), se considera el problema de minimi-
zacién del funcional de costo

1 oo
J = 5/ (¢"Qrq+ " Qe + u' Ru)dt

to

donde Q7 es un parametro que pondera la evaluacién
del integrador, que puede considerarse como la ganancia
del integrador, () es una matriz simétrica y semidefinida
positiva que pondera la evolucién en el tiempo del error,
y R es una matriz simétrica y definida positiva que
pondera el gasto del esfuerzo de control. La solucién de
seguimiento Optimo robusto se establece en el siguiente
teorema .

(17)

Teorema 1. (Villafuerte et al., 2015). Se asume que el
sistema (10)—(11) es controlable dependiente del estado
y observable dependiente del estado. Entonces la ley de
control 6ptimo robusta

u*(24) = —R BT (P(24)xq — 2(24)) (18)
asegura el seguimiento de trayectoria para el sistema a

lo largo de la trayectoria deseada r, donde P(xz,) es la
solucion de la ecuacién matricial diferencial simétrica

P(x4) = —Qq + P(z4)BoR™*BI P(z,)
—Ag (20) P(24) = P(24)Aa(,)

(19)



donde
_1Qr 0
Qa - |: 0 CTQC:|

y z(x4) es la solucidn a la ecuacién vectorial diferencial

#(za) = ~[Aa(2a) = BaR™'By P(x,)]" 2(24)
+PDa —rTQC,.

(20)

Teniendo condiciones de frontera P(co) =0y z(oc0) =0,
respectivamente. La ley de control (18) es éptima en el
sentido que minimiza el funcional de costo (17), el cual
tiene una funcién de valor 6ptimo dado por

J* = %%T(to)P(to)%(to) - ZT(tO)xa(tO) + ¢(to)

donde ¢ es la soluciéon a la funcién escalar diferenciable

(21)

1 1
p= izT(a?a)BaRlea, Tz — irTQr +:I'D, (22)
con p(oc0)=0. N

Para detalles de la prueba del Teorema, ver (Villafuerte
et al., 2015).

4. IDENTIFICACION Y CONTROL OPTIMO DE UN
SISTEMA GLUCOSA-INSULINA

La estructura y diseno del modelo matemético identifica-
dor de orden reducido se basa en el modelo de Cobelli,
del cual se toman en cuenta caracteristicas como: relacio-
nes entre los subsistemas que intervienen en el proceso,
variables importantes del sistema, la estructura, orden
del sistema, etc. El modelo de Cobelli estd descrito en
(Dalla Man et al., 2006; Man et al., 2007) y es represen-
tado por un modelo con 6 subsistemas, que incluye 14
ecuaciones diferenciales que describen el sistema glucosa-
insulina. Asi mismo, Cobelli modela la insulina exdgena
en (Magni et al., 2009) para personas con diabetes tipo
1. Es importante aclarar que el modelo de Cobelli no es
usado como medio de simulacién, ni para la obtencién
de los resultados obtenidos en este trabajo. Para fines
de identificacién, control, simulaciones y obtencién de
resultados, en este trabajo se usa el simulador T1DMS,
del cual sélo se tiene acceso a la salida (senal de glucosa)
y a la entrada (senal de insulina inyectada al sistema).

4.1 Simulador T1DMS

El simulador UVA /Padova para diabetes mellitus tipo 1,
es un modelo informatico del sistema metabdlico humano
basado en la dindmica de la glucosa-insulina en sujetos
humanos. El software dispone una poblacién de 30 per-
sonas: 10 adultos, 10 adolescentes y 10 ninos, esta herra-
mienta es implementada en Simulink/MATLAB ®. En la
Figura 1 se muestra la ventana principal del simulador. El
simulador se basa en archivos y estructuras para describir
escenarios de simulacién, en donde se asigna la cantidad
de alimento, la hora de ingesta y tiempo de duracién de la
simulacion; el hardware presenta la bomba de insulina y el
sensor de glucosa, los parametros metabdlicos del modelo
y muestra la grafica de glucosa en la sangre.

Run Simulation
Figura 1. Simulador (Group, 2013).
4.2 Identificacion y Control de Seguimiento Optimo

El proceso de identificacién y control se muestra en la
Figura 2. El esquema de identificacién polinomial no lineal

L i no lineal

Y
e ¥-
r Control éptimo 0 m s

robusto
Identificador

Figura 2. Esquema del proceso de identificaciéon y control.

y el esquema de control de seguimiento 6ptimo robusto
se implementaron en el simulador TIDMS, en el cual
se obtiene la senal de glucosa que es identificada y por
medio de estd se adquieren las dindmicas restantes del
identificador y se aplica el control, el identificador de
orden reducido propuesto es

1 =01 + Oaz123 + 0323
Lo =0472 + 0523

i3 =0x3 + 0720 + O34 + g5 (23)

j74 = 9101‘4 —+u
T5 = 01124 + 01275

donde § = [f; ...612]T son los pardmetros a ser determi-
nados por el algoritmo de minimos cuadrados recursivos,
x = [w1...25]7 es el vector de estados que identifica las
variables més representativas del sistema glucosa-insulina
X=[GI I, 5 S5]T, donde G es la glucosa, I; e I, son
masas de insulina en el higado y en el plasma respec-
tivamente, S7 y Sy representan la insulina polimérica y
monomérica respectivamente en el tejido subcutaneo. El
error de identificacién es usado para adaptar los pardme-
tros 6 en (23) estd dada por ¢ = x; — G. Para fines
de control, el sistema aumentado que incluye el término
integral llega a ser

1 —7T

o = A(z,0)x + Bu+T (24)

conz, =lqg z|T' =] x5]7, reescrito
como (15)—(16)

donde

q T1 T2 X3 T4



01 000 0 0
092Z3093 0 0 0
0 0 6,05 0 0 o
Ag(24,0) = 0 0 656, 0 69 |’ B, = 0
00 00860 1
0 0 0 0 6y Oy 0
C,=[010000], Ta=[-r6,0000]"

siendo r el valor de la referencia para el nivel de glucosa.
4.8 Resultados

En la simulacion se usé en el TIDMS un paciente virtual
(adulto). El adulto es sometido en un escenario, en el cual
ingiere 50 gr de carbohidratos a las 2 hrs de la simulacién;
dicha simulacién se realiza en lazo abierto, es decir, no hay
control sobre la senal de glucosa. La Figura 3 muestra el
comportamiento de la senal de glucosa sin control, la cual
simplemente crece, afectando el estado de la persona.

Glucosa (mg/dl)

3001

4 5 6
Tiempo (hrs)

Figura 3. Senal de glucosa del TIDMS sin control.

Considerando el control en la simulacién, las condiciones
iniciales para el sistema aumentado son: ¢(0) = 95000,
x1(0) = 90,176, x2(0) = 0,4545, x3(0) = 0,454527,
24(0) = 0y 25(0) = 0. Los pardmetros para el controlador
de seguimiento 6ptimo robusto, los cuales determinan la
velocidad de convergencia del error en la ley de control
son: @y = 0,065, @ = 1150 y R = 1,12. Estos valores del
control son seleccionados de tal manera que el sistema de
control tenga un desempeno deseado.

Las bases w, los pardmetros ¥ y g, son seleccionados
con el objetivo de adecuar la adaptacion en linea de los
pardmetros 6 en (23) y se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1. Pardametros usados en el proceso de
identificacion en el TIDMS.

=1 123 z3]7 ¥, = diag{5000, 5000, 5000} | g1 = 4,5 x 10°
wy = [z2 23]7 Uy = diag{5,5} g2 =1x 103
w3 = [13 T2 T4 Z5]T U3 = diag{0,5,0,5,0,5,0,5} g3 = 50 x 102

= [z4]T Uy = diag{50} gs =1x10%
ws = [z4 x5]7 U5 = diag{5, 5} g5 =1 x 104

La Figura 4 muestra la identificaciéon y regulacién de la
senial de glucosa, en el cual el paciente virtual tiene una
ingesta de 40 gr de carbohidratos a las 8 hrs, 30 gr de
carbohidratos a las 15 hrs y 20 gr de carbohidratos a
las 21 hrs de la simulacién. La Figura también muestra
una ampliacion, donde se aprecia la convergencia entre
la senial de glucosa (sefial punteada de color azul)y su
correspondiente variable de identificacién (senal de color
magenta). La Figura 5 muestra la sefial de control que

representa la cantidad de insulina exdgena para llevar a
cabo la regulacién de la glucosa. La insulina se suministra
desde el comienzo de la simulacién, considerando que el
cuerpo siempre mantiene ciertas cantidades de insulina
y una vez que hay ingesta de alimentos, es liberada en
mayor cantidad.

Para fines comparativos se muestra en la Figura 6 una
simulacién bajo el mismo escenario que la figura anterior,
con la diferencia de que en ésta ltima se utiliza la
ley de control proporcionada por el simulador. Se puede
apreciar que las dindmicas de ambas figuras, bajo el
mismo escenario, son similares asi como los tiempos de
convergencia de regulacién de glucosa.

N \ -
100 L \ / 4
6

32 40 a8

°
®l

24
Tiempo (hrs)

Figura 4. Senal de glucosa del T1DMS identificada y
regulada.

N
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>
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Figura 5. Senal de control para la regulacion de glucosa.
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Figura 6. Senal de glucosa del TIDMS.

5. CONCLUSIONES

Se presenta una metodologia para la identificacion y con-
trol de sistemas inciertos, con aplicacién a pacientes con
diabetes tipo 1. El esquema de identificacién polinomial
permite adaptar los pardmetros en linea mediante el uso



del algoritmo de minimos cuadrados recursivos. El identi-
ficador de orden reducido permite tener pocos parametros
para sintonizar, y ademas tiene una estructura simple. El
identificador es usado para el control 6ptimo y robusto
de glucosa en pacientes con diabetes tipo 1, donde sélo
se requiere conocer la medicién de la glucosa y tener
una bomba de insulina para la inyeccién de ésta. En
los resultados de simulacién se puede observar el buen
comportamiento del sistema de control para la regulacién
de glucosa en pacientes diabéticos tipo 1. En el esquema
de identificacién y control propuestos, no se requieren
conocer del paciente caracteristicas como la edad, sexo,
hébitos de alimentacién y actividades fisicas que realice,
u otros factores que afecten la regulacién de glucosa;
sin embargo, un adecuado conocimiento del sistema a
controlar, permitiria tener un mejor entendimiento y tra-
tamiento de la enfermedad. En trabajos futuros se buscara
la participacion y opinién de un médico especialista en el
tema, de forma tal que se puedan hacer pruebas clinicas
del esquema de control propuesto.
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