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Resumen: En este trabajo, se analizan distintas combinaciones y disposiciones de arreglos
de derivaciones del electrocardiógrafo, para su uso posterior en el método de análisis de
cardiopat́ıas, utilizando herramientas de topoloǵıa de baja dimensión.

Los análisis desarrollados se realizaron disminuyendo el número de derivaciones usadas
actualmente de doce a solo tres.

Disminuyendo a tres derivaciones, se consiguieron lecturas con información suficiente para
ser utilizadas por el método de teoŕıa de nudos y obtener los invariantes topológicos y su
posterior uso en cardioloǵıa.
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1. INTRODUCCIÓN

Las Enfermedades Cardiovasculares (ECV), son la prin-
cipal causa de muerte a nivel mundial. Cada año mueren
más personas por ECV que por cualquier otra enferme-
dad. Se calcula que en el año 2012, murieron 17.3 mi-
llones de personas por enfermedades vasculares, lo cual
representa un 31 % de las de las defunciones registradas
en el mundo. Ver WHO (2016).

De estas muertes, 7.4 millones se debieron a la cardio-
pat́ıa coronaria, y 6.7 millones a Accidentes Cerebrovas-
culares (ACV). Ver WHO (2016).

Las ECV, se deben a trastornos del corazón y vasos
sangúıneos. Las cardiopat́ıas coronarias, son enferme-
dades de los vasos sangúıneos que irrigan el músculo
cardiaco. Los ACV o apoplej́ıas, son enfermedades de los

vasos sangúıneos que irrigan el cerebro. El aumento de la
tensión arterial o hipertensión arterial, es el trastorno en
el cual los vasos sangúıneos tienen una tensión arterial
persistentemente alta. La insuficiencia cardiaca, es una
anomaĺıa que desde el punto de vista cĺınico, altera
la capacidad del corazón para llenarse o contraerse de
forma adecuada, y por ende, afecta la generación de un
gasto card́ıaco 1 suficiente para satisfacer las demandas
metabólicas del organismo, tanto en reposo como en la
actividad f́ısica. Ver WHO (2016).

Las cardiopat́ıas coronarias y las ACV suelen tener su
causa en la presencia de una combinación de factores de
riesgo, tales como el tabaquismo, malos hábitos alimen-
ticios, la obesidad, la inactividad f́ısica, el consumo de
alcohol y enfermedades como la hipertensión arterial, la

1 Es la cantidad de sangre que expulsa el corazón hacia la aorta
en un minuto, ver Garćıa and Mateu (2011).
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diabetes y la hiperlipidemia 2 . Se estima que para el año
2030, 23.3 millones de personas podŕıan morir por ECV.
Ver WHO (2016).

2. ELECTROCARDIOGRAMA

El Electrocardiograma nombrado con el acrónimo ECG,
y en algunos páıses la abreviatura utilizada es EKG, fue
desarrollado en 1903, por el fisiólogo Willem Einthoven
(1860-1927), ver Lama (2004), y es el registro de la
actividad eléctrica del corazón en función del tiempo,
el cual registra los impulsos eléctricos que estimulan el
corazón y producen la contracción, aśı como también,
suministra información útil de las fases de reposo y
recuperación. Ver Dubin (1986).

La actividad eléctrica que recorre el corazón, es captada
con electrodos externos colocados sobre la piel, y se
registran en el ECG, el cual se inscribe sobre una tira de
papel milimetrada y constituye un registro permanente
de la actividad cardiaca. El papel del electrocardiograma
registra los cambios de la actividad eléctrica dibujando
un trazado en una banda de papel en movimiento, la cual
presenta dos ejes, el eje horizontal que mide el tiempo
y el eje vertical que mide la amplitud. Ver Dubin (1986).

El ECG normal, se encuentra dividido en tres diferentes
secciones, las ondas 3 P, Q, R, S, J, T y U, los segmen-
tos 4 PQ y ST, y los intervalos 5 PR y QT (ver Fig. 1).
Ver Davies and Scott (2014); Hampton (2019); Foster
(2009); Hamm and Willems (2007).

Los cambios en el trazado normal de un ECG pueden
indicar una o más condiciones relacionadas con el co-
razón, este procedimiento es útil para el diagnóstico
y control de enfermedades cardiacas y para detectar
irregularidades en la actividad eléctrica del corazón. Ver
Davies and Scott (2014).

El electrocardiograma se compone de dos secciones, los
electrodos y las derivaciones. Los electrodos en el ECG
son los dispositivos que hacen contacto con la piel del
paciente y a su vez con el Electrocardiógrafo, con los cua-
les se obtienen la información eléctrica para su análisis
en el electrocardiograma. Esta prueba es indolora y no
representa ningún riesgo. Ver Davies and Scott (2014).

Para realizar el registro del electrocardiograma se co-
locan sobre el paciente diez electrodos, que se dividen
2 Es el trastorno que se caracteriza por el aumento de las grasas
(colesterol y triglicéridos) en la sangre, ver Kreisberg and Reusch
(2009).
3 Es una deflexión positiva o negativa a partir de la ĺınea iso-
eléctrica
4 Es la ĺınea isoeléctrica entre dos ondas dentro de un mismo
latido
5 Es el complejo de una o más ondas con un segmento

Figura 1. Secciones del ECG normal.

en dos grupos, los electrodos periféricos que son cuatro
que van colocados en las extremidades del paciente y los
electrodos precordiales son seis y se colocan en el área
precordial del paciente, de los cuales se obtienen las doce
derivaciones. Ver Dubin (1986); Davies and Scott (2014);
Foster (2009); Hamm and Willems (2007).

Las derivaciones en en el ECG normal son doce, las
cuales son seis derivaciones estándar o de miembros que
se dividen en tres derivaciones bipolares o de Einthoven
I, II, III, y tres derivaciones unipolares o de Goldberger,
aVR, aVL y aVF y seis derivaciones precordiales (uni-
polares) o de Wilson, V1, V2, V3, V4, V5 y V6 (ver Fig.
2). Ver Dubin (1986); Hampton (2019); Foster (2009);
Hamm and Willems (2007).

Figura 2. ECG Normal.

3. TEORÍA DE NUDOS

La Topoloǵıa es la rama de las matemáticas que estudia
las propiedades que mantiene un cuerpo al deformarlo
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sin que medien cortes y/o uniones de la superficie. Den-
tro de la Topoloǵıa, está la rama de la Teoŕıa de Nudos,
el cual su principal objetivo es la clasificación de nudos
y enlaces. Si se ve de forma abstracta, un nudo es una
cuerda la cual se anuda y los extremos de este se pegan,
el resultado de esto son nudos cerrados. Un nudo que
admite un diagrama sin cruces es el nudo trivial (ver
Fig. 3). Ver Adams (2001).

Figura 3. Nudo Trivial

El problema principal de la téoria de nudos es el de-
terminar cuándo dos nudos son equivalentes o no. Pa-
ra demostrar si dos nudos son equivalentes se utilizan
invariantes polinomiales, si los nudos tienen el mismo
polinomio presentan la misma estructura topológica, y
cuando tiene diferente polinomio se dice que son nudos
no equivalentes. Ver Adams (2001).

Un nudo K es una curva cerrada en el espacio en tres
dimensiones que no se intersecta en ningún punto o
lugar. Ver Adams (2001).

El hombre ha utilizado los nudos, trenzas y enlaces a
través de los años hasta la actualidad, por ejemplo, en
los primeros años de la humanidad, nuestros antepasados
ataron una piedra a un pedazo de madera para formar
un hacha. También necesitaron trenzar lianas o pelo
de animales para construir cuerdas, que posteriormente
enlazaron y anudaron para construir redes para pesca.
Los nudos también aparecen en manuscritos, esculturas,
pinturas y otras formas de arte alrededor del mundo. Ver
Cisneros (2011); Wang (2012).

Culturas como la Inca, utilizaron una herramienta lla-
mada Quipus, proviene del quechua escrito: khipu y
significa nudo, en la cual basaron sus registros de can-
tidades y representación de números. Este quipu era un
conjunto de cuerdas con nudos. El Quipu más antiguo
data del año 2.500 a.C. Ver Fediani and Tenorio (2004).

El nacimiento de la teoŕıa de nudos se dio a finales del
siglo XVIII, el primer escrito fue realizado por Johann
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) el cual estudió las

orbitas de planetas y describ́ıa el primer invariante de
los enlaces (nudos enredados entre śı). Descubriendo
una caracteŕıstica no trivial de las concatenaciones, de-
mostrando en 1833 que el numero concatenaciones de
dos nudos, se puede calcular mediante una integral. Ver
Wang (2012); Silver (2006).

En, 1867, William Thomson, llamado Lord Kelvin, pro-
puso su teoŕıa de los átomos de vórtice, donde una ma-
teria construida por átomos, no eran más que remolinos
y vórtices, enlazados y anudados en un espacio relleno
de éter. Peter Guthrie Tait, colaborador de Kelvin, se
encargó del estudio y de la clasificación de los nudos,
para encontrar cuando dos nudos eran diferentes. Tait
enumeró a los nudos en términos del número de cruces e
hizo descubrimientos emṕıricos llamados desde entonces
las Conjeturas de Tait. Ver Kelvin (1867); Silver (2006).

Durante cincuenta años, el polinomio de Alexander, fue
el único invariante, pero fue hasta finales de la época de
los ochenta, cuando en 1970 nace la Teoŕıa combinatoria.
Fue en 1984, cuando Vaughan Frederick Randal Jones
(1952- ), descubrió un nuevo invariante de nudos, ahora
conocido como el polinomio de Jones, el cual se rige
por los movimientos de Reidemeister, el cual resultó lo
suficientemente poderoso para demostrar fácilmente la
mayoŕıa de las conjeturas de Tait. Ver Lozano (1998).

4. DESARROLLO DE LA METODOLOGIA

Un registro de ECG 6 posee generalmente trece colum-
nas incluyendo el tiempo. Para reducir la dimensión de
la información a una cantidad que pueda utilizarse en
Teoŕıa de Nudos, combinamos vectores de manera que
se obtengan vectores resultantes.

Dependiendo de su ubicación, se probaron diferentes
combinaciones como se describe a continuación.

4.1 FORMACIÓN DE LOS COMPONENTES

Los análisis para obtener una sumatoria de vectores se
realizaron de la siguiente manera.

ARREGLO PROPUESTO 1: Promedio de la dirección
de vectores del plano frontal (ver Fig. 4).

X = aV R + V 1 + V 2

Y = aV L + V 5 + V 6

Z = aV F + V 3 + V 4

(1)

6 Se tomó la base de datos del ECG de Physionet de señales digita-
les fisiológicas, que incluye una base de señales de individuos sanos
y pacientes con una gran de variedad de condiciones patológicas, a
las cual se puede acceder en la dirección web: www.physionet.org.
Ver Physionet (2016)
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El análisis tomo la consideración de la dirección vectorial
de cada una de las derivaciones que son utilizadas para
la obtención del vector resultante.

Figura 4. Dirección de vectores del plano frontal

ARREGLO PROPUESTO 2: Promedio de las deriva-
ciones precordiales (ver Fig. 5).

X = V 1 + V 2

Y = V 5 + V 6

Z = V 3 + V 4

(2)

El análisis tomó la consideración de la dirección vectorial
de cada una de las derivaciones que son utilizadas para
la obtención del vector resultante.

Figura 5. Promedio derivaciones precordiales.

ARREGLO PROPUESTO 3: Promedios de vectores
principales y de Einthoven

X = aV R + V 1 + V 2 + D1 + D2

Y = aV L + V 5 + V 6 + D1 + D2

Z = aV F + V 3 + V 4 + D1 + D2

(3)

Se elaboró esta formación de componentes experimental
por la dirección y cercańıa de cada una de las deriva-
ciones, sin tomar en cuenta D3 por lo retirado que se
encuentra esta derivación.

El resultado en cada un arreglo Ω in Rnx4, donde n es
el número de lecturas y en la dimensión de este arreglo
está incluido el tiempo. Este arreglo representa la tra-
yectoria resultante de la formación de los componentes.

El arreglo Ω, es evaluado por un algoritmo para dictar
los cruces de la trayectoria, los cuales a su vez, caracte-
rizan al nudo del sistema.

El polinomio resultante indica un tipo de trayectoria
que puede correlacionarse con una afección del músculo
cardiaco.

4.2 ESPACIO TRIDIMENSIONAL DE LOS
VECTORES RESULTANTES

Ejemplo 1. El siguiente ejemplo es de un paciente con
infarto al miocardio, donde se utiliza el arreglo propuesto
1, por la ecuación (1), donde se calculó el arreglo Ω de n
x 4, con los vectores resultantes obtenidos a partir de las
señales recolectadas del electrocardiograma del paciente
002 .

Se tiene tres señales resultante (X, Y, Z) del elec-
trocardiograma y se obtiene una representación bi-
dimensional de cada una de ellas, (ver Fig. 6).

Figura 6. Vectores resultantes (X, Y, Z) contra el tiem-
po.

Se grafican X, Y y Z (vectores resultantes) en el
espacio tridimensional para obtener la dinámica del
nudo (ver Fig. 7). Ver Rivas (2013).
Los datos obtenidos de la dinámica del nudo se
ingresan al algoritmo de puntos de cruce. Los cru-
ces obtenidos se ingresan a un paquete externo de
teoŕıa de nudos para obtener su invariante topológi-
co de Alexander. En este ejemplo el polinomio de
Alexander es 1,(ver Fig. 8). Ver Dı́az (2007).
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Figura 7. Representación tridimensional (X, Y, Z).

Figura 8. Invariante topológico de Alexander 1.

Ejemplo 2. En este ejemplo del Paciente 118 con cardio-
miopat́ıa. Se utilizaron la misma metodoloǵıa anterior
pero empleando el arreglo propuesto 3, por la ecuación
(3), para calcular el arreglo Ω de los vectores resultantes.

Se grafica la representación bidimensional de cada
uno de estos vectores resultantes X, Y y Z, (ver Fig.
9).

Figura 9. Vectores resultantes (X, Y, Z) contra el tiem-
po.

Se grafican los vectores resultantes en el espacio
tridimensional para observar la dinámica del nudo.,
(ver Fig. 10). Ver Rivas (2013).

Figura 10. Representación tridimensional (X, Y, Z).

Las datos conseguidos se ingresan de igual manera
al algoritmo de cruces, estos cruces se ingresan
al paquete externo para obtener el polinomio de
Alexander, en este ejemplo del paciente 118 el
invariante topologico de Alexander es 2t2 − 3t + 2,
(ver Fig. 11). Ver Dı́az (2007).

Figura 11. Invariante topológico de Alexander 2t2−3t+
2.

5. RESULTADOS

Se realizó el análisis a distintos pacientes con condiciones
patológicas diferentes de la base de datos de Physionet,
y se obtuvieron los siguientes invariantes polinomiales
(ver Cuadro 12), estos resultados se compararon con los
invariantes polinomiales obtenidos con las pruebas del
ECG normal, y se observaron similitudes o semejanzas
en los polinomios.

Figura 12. Resultados de invariantes polinomiales.
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Dónde: Diag: Diagnóstico, A.1: Análisis 1, A.2: Análisis
2, A.3: Análisis 3, ECG N.: Electrocardiograma Nor-
mal M.I.: Myocardial Infarction, H.C.:Healthy controls,
V.H.D.:Valvular Heart Disease, Dys.:Dysrhythmia, Car
/ H.F.: Cardiomypathy / Heart Failure.

6. CONCLUSIÓN

En este trabajo se disminuyó el número de señales de
doce utilizadas actualmente a solo tres señales, la cual
nos proporcionó información útil para poder analizar la
actividad cardiaca del corazón por métodos topológicos.

La implementación de este análisis, servirá para poder
obtener con una cantidad menor de derivaciones, los
invariantes topológicos que caractericen la trayectoria
tridimensional bajo estudio.
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Interamericana de Ediciones, México, DF, 1986.
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