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ResumenEn la presente contribución se presenta por un lado, la determinación experimental del
ZMP con base en ocho sensores de fuerza, de manera similar a resultados de la literatura.
También se obtiene el ZMP medido al implementar dos trayectorias generadas para un robot
b́ıpedo de 12 grados de libertad (gdl) internos, una basada en el modelo simplificado carro mesa
y otra con el modelo parametrizado carro-mesa.
Sobre los datos obtenidos, se realiza un análisis estad́ıstico que se espera que sirva como base
para establecer posteriormente un criterio de evaluación de la marcha.
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1. INTRODUCCIÓN

La robótica b́ıpeda tiene como uno de sus objetivos imitar
la marcha humana y mantener la estabilidad durante ésta
es una importante premisa. Para determinar la estabilidad
durante la caminata exiten diversos criterios, sin embargo
el más popular es el “Punto de Momento Cero”(ZMP,
por sus siglas en inglés Zero Moment Point), que es el
punto teórico sobre la superficie de desplazamiento del
b́ıpedo donde la suma de todos los momentos ocasionados
por la gravedad y las fuerzas inerciales, es igual a cero,
M. Vukobratovic et al. (2004). La principal idea de este
criterio es que para preservar el balance dinámico durante
el paso, toda el área del pie debe estar en contacto con
el piso y que, además, el ZMP se encuentre dentro del
poĺıgono de soporte del robot.

Desde un punto de vista más práctico, se puede determinar
el punto dentro de la planta del pie donde actúa una
fuerza resultante (resultado de la interacción entre el pie
del robot y el piso), el cual es llamado centro de presión
(CP). Si esta fuerza resultante balancea todas las fuerzas
activas sobre el mecanismo durante el movimiento (fuerzas
de gravedad, coriolis, inercia, centŕıfugas y momentos) y
se localiza dentro del poĺıgono de soporte del robot, el
CP y el ZMP coinciden y la marcha se denomina estable.
Si el ZMP se localiza fuera del poĺıgono de soporte, no
se tendrá un registro del CP y la marcha no será estable
M. Vukobratovic et al. (2004).

Como puede verse, este criterio sólo es un indicador de la
estabilidad de la marcha, es decir, nos dice si es estable o
no. Sin embargo no ofrece una medida de qué tan adecuada
es la posición del CP. Es decir, bajo este criterio si el ZMP
se localiza cerca de la frontera de la planta del pie, la
marcha sigue siendo estable al igual que si se localiza en
el centro. Sin embargo, se sabe que existirá mayor riesgo
de inestabilidad en la marcha si ocurre lo segundo.

En varias contribuciones de la literatura se proponen es-
quemas para medir el ZMP y, asimismo, evaluar qué tan
adecuada, en términos de estabilidad, es la caminata desa-
rrollada. En N. Oda et al. (2011), se propone aprove-
char la arquitectura flexible del tobillo del robot, para
asociar las deformaciones que esta articulación posee con
las imágenes captadas por un sistema de visión artificial,
acoplado en la cadera del robot, y mapear las oscilaciones
obtenidas en las imágenes a una posición del ZMP. Con
este mismo sistema se podŕıa evaluar la estabilidad de
la marcha detectada. En X. Zhang (Mayo 2006) propone
colocar sensores inerciales en diferentes partes del cuerpo
de un humano, para recolectar información de la postura
del mismo en tiempo real, y con la mejor estimación de
ésta, se calcula el ZMP. Con esa misma información se
propone también un ı́ndice de estabilidad de la marcha
que depende de la posición del ZMP. En K. Saurav (2015)
se propone la medición del ZMP con sensores de fuerza
resistivos (SFR), con el fin de determinar la estabilidad de
la marcha y, en caso de no serlo, generar una corrección que
la estabilice. Lo mismo sucede en Barroso (2011), donde
a partir de muestras del ZMP recolectadas por SFR se
optimiza la marcha b́ıpeda utilizando algoritmos genéticos.
Se considera la media aritmética de las desviaciones del
ZMP medido con respecto a un ZMP teórico como la
función objetivo, lo que permite modificar la distancia
recorrida en un paso. Sin embargo, en aquel estudio no se
tienen en cuenta parámetros estad́ısticos como la varianza
o desviación estándar en las mediciones.

En todos estos casos, la evaluación de la estabilidad se
hace con base en el ZMP únicamente, lo cual coincide
con el resultado de P. van Zutven (2010), quien dice que
el análisis con el ZMP resulta menos conservador que el
análisis por mapas de Poincaré, los cuales se basan en los
planos de fase del sistema.
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En esta contribución se presenta por un lado, la determina-
ción del ZMP con base en ocho sensores de fuerza, la cual se
realiza de manera similar a lo hecho por V. Prahlad (2008),
quien lo llevó a cabo con un arreglo de cuatro sensores de
fuerza resistivos en cada pie del robot; con el objetivo de
mejorar la resolución de su ubicación. Además, se obtiene
el ZMP medido al implementar dos trayectorias generadas
para un robot b́ıpedo de 12 grados de libertad (gdl), una
basada en el modelo simplificado carro mesa y otra con el
modelo parametrizado carro-mesa.

Sobre los datos obtenidos, se realiza un análisis estad́ıstico
que servirá como base para establecer posteriormente un
criterio de evaluación y corrección de la marcha.

En la Sección 2 se introduce la arquitectura del Robot
Scout. En la Sección 3 es presentado el planteamiento de
la generación de trayectorias. En la Sección 4 se describe
la metodoloǵıa para la medición del ZMP. Las mediciones
obtenidas se analizan en la Sección 5. Finalmente en la
Sección 6 se presentan las conclusiones y trabajo a futuro.

2. ARQUITECTURA DEL ROBOT BÍPEDO SCOUT

Scout es un robot b́ıpedo de 12 gdl internos desarrollado
por LynxmotionTM; su altura es de 23[cm] y su peso, de
0.9 [kg]. Su arquitectura le permite caminar con patrones
de marcha similares a los de la locomoción humana.
Está constituido por dos cadenas de seis eslabones unidas
entre śı mediante un eslabón central al que, equiparando
la arquitectura del robot con la anatomı́a del ser humano,
se le denomina cadera. Sus trece eslabones se conectan
en serie a través de juntas rotacionales actuadas por
servomotores. Para esta plataforma se han desarrollado
los modelos de cinemática y dinámica espacial Narváez-
Aroche (2010).

Para identificar a cada eslabón se establece la siguiente
nomenclatura: La cadera se identifica con la letra B y
los eslabones de las piernas con las etiquetas Lni; donde
1 ≤ n ≤ 6 se encuentra determinada por su distribución en
relación a la cadera, correspondiendo n = 1 a los eslabones
unidos a ésta y n = 6 a los que cumplen el papel de pies. Se
asigna i = 1 a los eslabones de la pierna izquierda e i = 2 a
los eslabones de la pierna derecha. La rotación de los ejes
de los servomotores se describe por medio de los ángulos
θni, siendo ni el sub́ındice del eslabón sujeto a su eje y la
de su barra correspondiente en el modelo simplificado que
se muestra en la Figura 1.

Figura 1. Modelo simplificado del robot b́ıpedo Scout.

Figura 2. a) Modelo carro-mesa Siciliano (2008) b) Modelo
parametrizado carro-mesa M. Morisawa et al. (2005)

3. ANTECEDENTES

Para simplificar la dinámica de un robot b́ıpedo en S. Ka-
jita (2003) se propone el modelo carro-mesa para repre-
sentar al b́ıpedo por medio de un carro o esfera que se
desplaza sobre la superficie horizontal de una mesa, Figura
2 a). La masa del carro y su posición representan la masa
y posición del Centro de Masa (CM, considerado en la
cadera del robot), respectivamente, del robot. La altura
del CM del robot permanece constante en este modelo,
sin embargo, si la cadera pudiera moverse hacia arriba
y hacia abajo, seŕıa un movimiento más natural, por lo
que M. Morisawa et al. (2005), proponen el modelo carro-
mesa parametrizado en el cual el carro se desplaza sobre
una mesa con una superficie paramétrica como la que se
muestra en la Figura 2 b).

El sistema de ecuaciones que representa al modelo carro-
mesa es:

px = x− z

g
ẍ

py = y − z

g
ÿ.

(1)

Las ecuaciones para el ZMP en los ejes coordenados X y
Y (px y py) obtenidas por medio del modelo paramerizado
carro-mesa son:

px = x− zẍ

z̈ + g

py = y − zÿ

z̈ + g

(2)

donde px y py son las componentes del ZMP en el plano
del piso.

3.1 Planteamiento de la generación de trayectorias

Aśı como existen diversos modelos simplificados para re-
presentar la dinámica de un robot b́ıpedo, también existen
múltiples formas para generar la trayectoria del CM del
robot con base en un modelo simplificado y criterio de
estabilidad. A continuación se presenta el planteamiento
de la generación de trayectorias basadas en el criterio del
ZMP pero con diferentes modelos simplificados.

Los parámetros utilizados para la generación de ambas
trayectorias son los siguientes: tiempo de muestreo de
5[ms], N = 1080, g=9.8

[
m
s2

]
, longitud de paso = 0.07[m]

y ancho de paso = 0.0598[m]. El periodo de soporte doble
elegido es del 12.5 % del periodo total de un solo pie
(periodo de soporte doble + periodo de soporte simple).
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La trayectoria que se propone para que el robot b́ıpedo
desempeñe es una ĺınea recta y por medio de la posición
que deben tener los pies en cada instante de tiempo para
lograr que el robot la siga, se determinó la posición del
ZMP objetivo o de referencia, véase la Figura 3

Modelo Carro-Mesa Como se dice en Choi et al. (2004),
la aceleración del carro sobre la mesa es la variable del
sistema que define el ZMP, donde el momento angular
debido al peso es compensado para mantener el equilibrio.
Por lo tanto, considerando el cambio de la aceleración del
carro con respecto al tiempo como la entrada ux = dẍ

dt la
representación el el espacio de estados del sistema queda:

d

dt

[
x
ẋ
ẍ

]
=

[
0 1 0
0 0 1
0 0 0

][
x
ẋ
ẍ

]
+

[
0
0
1

]
ux

px =
[
1 0 − z

g

] [x
ẋ
ẍ

] (3)

Un modelo idéntico se puede plantear para el movimiento
en el eje y.

Siguiendo el método de T. Katayama (1985) para diseñar
un controlador óptimo predictivo se discretiza el sistema
(3) con un periodo de muestreo llamado T , quedando el
sistema dinámico discreto:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)
p(k) = Cx(k)

(4)

Con la referencia dada del ZMP pref(k), la función de costo
está dada por:

J =

∞∑
i=k

[eT (i)Qee(i) + ∆xT (i)Qx∆x(i) + ∆uT (i)R∆u(i)]

(5)

donde e(i) = p(i) − pref (i) es el error de seguimiento, las
matrices Qe, R > 0, Qx ≥ 0.

El controlador óptimo es obtenido por medio del algoritmo
que minimice la función de costo (5). En T. Katayama
(1985) este algoritmo solución usa la ecuación de Ricatti
siendo la ley de control óptima la siguiente:

u(k) =

término int.︷ ︸︸ ︷
−Ke

k∑
i=0

e(i)−
retro estados︷ ︸︸ ︷
Kxx(k) +

ganancia predictiva︷ ︸︸ ︷
NL∑
l=1

Kr(l)pref (k + l)

(6)
donde p(k) = pref (k) = 0, x(k) = 0, para k = 0,−1, . . . ,

De acuerdo con la ecuación (6), este controlador consiste
en 3 términos: una acción integral del error de seguimiento,
una retroalimentación de los estados y una ganacia predic-
tiva de un número NL de valores futuros de referencia del
ZMP .

Las ganancias son calculadas como:

Ke = [R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ Ĩ

Kx = [R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ F̃

donde:

F̃ =

[
CA
A

]
, Ĩ =

1
0
0
0

 , Ã =
[
Ĩ F̃

]
, B̃ =

[
CB
B

]

Además:

Kr(l) = [R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T X̃(l − 1), l = 2, . . . , NL;

donde Kr(1) = −Ke, y

X̃(l) = ÃT X̃(l − 1), l = 2, . . . , NL; X̃(1) = −ÃT
c P̃ Ĩ

Ãc = Ã− B̃[R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ Ã

P es la solución de la ecuación algebraica de Ricatti:

P̃ = ÃT P̃ Ã− ÃT P̃ B̃[R+ B̃T P̃ B̃]−1B̃T P̃ Ã+ Q̃

Figura 4. Movimiento del CM obtenido por medio del mo-
delo carro-mesa y un controlador óptimo predictivo.

Para la trayectoria generada por el modelo carro mesa los
parámetros espećıficos son: z = 0.22[m]. Los parámetros
del controlador óptimo:

Q =

[
Qe 0 0
0 Qx 0
0 0 0

]
=

[
1 0 0
0 0 0
0 0 0

]
, R =

[
1 × 10−6

]
Con este método se obtuvo el movimiento del CM mostra-
do en la Figura 4.

Modelo Parametrizado Carro-Mesa Esta sección está to-
mada del desarrollo llevado a cabo en [M. Morisawa et al.
(2005)] para la generación de trayectorias.

Del sistema de ecuaciones (2) se observa que se tienen tres
variables traslacionales. Ya que el movimiento del CM no
puede ser especificado arbitrariamente, se expresará este
movimiento como la superficie paramétrica:

x = fx(u(t), v(t))
y = fy(u(t), v(t))
z = fz(u(t), v(t))

(7)

donde fx,fy y fz son funciones que caracterizan la forma
de la superficie. u(t) y v(t) son parámetros que dependen
del tiempo. Si se sustituye xG y yG de la ecuación (7) en
el sistema de ecuaciones (2), se tiene que:

px = fx − fz(fxuü+ fxv v̈ + fxuuu̇
2 + 2fxuvu̇v̇ + fxvv v̇

2)

fzuü+ fzv v̈ + fzuuu̇2 + 2fzuvu̇v̇ + fzvv v̇2 + g

py = fy −
fz(fyuü+ fyv v̈ + fyuuu̇

2 + 2fyuvu̇v̇ + fyvv v̇
2)

fzuü+ fzv v̈ + fzuuu̇2 + 2fzuvu̇v̇ + fzvv v̇2 + g
(8)

donde:
(.)u = ∂(.)

∂u , (.)v = ∂(.)
∂v , (.)uu = ∂(.)2

∂2u , (.)vv = ∂(.)2

∂2v ,

(.)uv = ∂(.)2

∂u∂v

De esta forma, se tienen las dos ecuaciones para calcular
el ZMP representadas en términos de dos variables pa-
ramétricas. Aún queda el problema de cómo calcular la
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Figura 3. a) Posición deseada de los pies, b) ZMPX de referencia, c) ZMPY de referencia

Figura 5. Movimiento del CM obtenido por medio del
modelo parametrizado carro-mesa.

trayectoria que sigue el CM, a continuación, se presenta
el planteamiento del cálculo del movimiento del mismo.
Discretizando u(t) y v(t) con un tiempo de muestreo ∆t
y definiendo que el error del ZMP k-ésimo con respecto a
un ZMP de referencia está dado por:

ex(k) = prefx (k) − px(k)
ey(k) = prefy (k) − py(k)

(9)

k = 1 . . . N

El sistema de ecuaciones no lineales (9) para ex(k) =
ey(k) = 0, se resuelve con el método iterativo de Newton
hallando u y v y por ende, la superficie paramétrica que
define el movimento del CM, M. Morisawa et al. (2005).

Para la generación de la trayectoria del CM se propone la
siguiente superficie paramétrica:

fx(u(t), v(t)) = u(t)
fy(u(t), v(t)) = v(t)

fz(u(t), v(t)) = 0.006 cos(
2πv(t)

dy
)

(10)

donde dy = longitud del paso. Con este método se obtuvo
el movimiento del CM mostrado en la Figura 5.

4. MEDICIÓN DEL ZMP

Definidas las trayectorias del centro de masa y de los pies,
que son los efectores finales, se calculan por medio de
la cinemática inversa Narváez-Aroche (2010) los ángulos
que deben adoptar las articulaciones del robot para que
los efectores finales sigan las trayectorias deseadas. Las
trayectorias de los pies y demás parámetros para el modelo
multicuerpo del robot pueden verse con más detalle en
O. Narváez-Aroche (2011a).

Figura 6. Ubicación de cada sensor Flexiforce R© y la fuerza
de reacción correspondiente.

Para la medición del ZMP (que coincide con el centro
de presión CP en caminatas estables) durante la marcha,
se ha instrumentado al robot Scout con un arreglo de 8
sensores FSR Flexiforce R© en cada pie. Los arreglos de
sensores están dispuestos como en la Figura 6.

El cálculo de la posición del ZMP, se basa en V. Prahlad
(2008), pero es ahora calculado con 8 mediciones por pie
de la siguiente manera:

ZMPX =
F1x1 + F2x2 − F3x3

F1 + F2 + F3

ZMPY =
F4y1 − F5y2 − F6y3

F4 + F5 + F6

(11)

donde x1 = 54[mm], x2 = 20[mm], x3 = 13[mm], y1 =
13.5[mm], y2 = 7.5[mm], y3 = 28.5[mm].

Para el pie izquierdo:

F1 = f8 + f5 + f3, F2 = f7 + f2, F3 = f6 + f4 + f1

F4 = f1 + f2 + f3, F5 = f4 + f5, F6 = f6 + f7 + f8

Para el pie derecho:

F1 = f16 + f13 + f11, F2 = f15 + f10

F3 = f14 + f12 + f9, F4 = f14 + f15 + f16

F5 = f12 + f13 F6 = f9 + f10 + f11

5. ANÁLISIS

Durante la marcha se obtuvieron 85 muestras sobre la
posición del ZMP en cada fase de soporte simple (mos-
tradas y enumeradas en la Figura 3 a)) con la trayectoria
generada con el modelo carro-mesa; para la marcha con la
trayectoria basada en el modelo parametrizado carro-mesa
se obtuvieron 72 muestras por paso.
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En las Figuras 7 y 8 se muestran los resultados obtenidos
para la marcha del robot b́ıpedo realizada con base en el
modelo carro-mesa y el parametrizado carro-mesa, respec-
tivamente. Las posiciones del ZMP calculadas a partir de
los sensores se indican con puntos rojos, el promedio de
las mediciones del ZMP se muestra como un punto negro
y el ZMP teórico deseado se ilustra con un punto azul.

En la Tabla 1 se muestra un resumen del tratamiento de
los datos para las muestras recogidas de las trayectorias
obtenidas con base en el modelo carro-mesa y en el modelo
parametrizado carro-mesa.

Se calcularon la media, la desviación estándar (σ), el
coeficiente de varianza de Pearson (Cv) y el rango como
medidas de dispersión de los puntos de la muestra como
sigue:

X =

∑n
i=1Xi

n
;

σX =

√∑n
i=1(Xi −X)2

n
;

Cv =
σX

X
· 100;

rango = Xmax −Xmin;

Los datos en la dirección x y la dirección y fueron ma-
nejados independientemente y se manejaron de manera
separada los datos obtenidos para cada pie, ya que el ZMP
deseado vaŕıa para cada uno de ellos. Es por eso que en la
Tabla 1 se hace una distinción entre los pasos 1, 3 y 5 (ver
la Figura 3) y los pasos 2 y 4.

Por medio de estos datos (Tabla 1) se puede observar que
existe una mayor dispersión de las muestras en la marcha
realizada con la trayectorias basada en el modelo carro-
mesa: tanto el Cv como el rango es mayor cuando se utiliza
como base el modelo carro-mesa, comparados con aquellos
obtenidos tomando como base el modelo parametrizado
carro- mesa, para ambos pies.

Teniendo en cuenta que el ZMP se desea que esté en una
posición constante en la fase de soporte simple y que a
pesar de que la media es un valor cercano al deseado,
que las muestras estén tan dispersas (ello también puede
verse en las Figuras 7 y 8) incrementa la probabilidad de
desestabilizar la marcha.

Un análisis adicional realizado fue el siguiente. El centro
de presión deseado, es decir el ZMPref tiene coordenadas:
(± 0.755, 2.85) donde, 0.755 en x para el pie derecho (pasos
2,4) y -0.755 para el pie izquierdo (pasos 1,3,5) y con ello
se calculó la distancia (d) de cada muestra al ZMPref .

d =
√

(ZMPX − ZMPref X)2 + (ZMPY − ZMPref Y )2

El resumen de ese cálculo se muestra en la Tabla 2.

Analizando la Tabla 2, que posee información más resu-
mida sobre la posición del ZMP, se puede observar que la
trayectoria realizada con el modelo parametrizado carro
mesa la media de la distancia entre el ZMP y el ZMP de
referencia es menor que con el otro modelo, por lo que se
podŕıa decir que la trayectoria ofrece un mejor desempeño.

Tabla 2. Distancia del ZMP al ZMPref

dcarro−mesa dcarro−mesa param.

Media [cm] 1.9576 1.8725
σ [cm] 0.7441 0.4795
Cv [ %] 38.011 25.607
Mı́nimo [cm] 0.0136 0.7574
Máximo [cm] 3.2975 3.193
Rango [cm] 3.2839 2.4356

Otra medida importante es la precisión de las muestras y
esta es analizada con el Cv, que al ser menor con la prueba
con la trayectoria basada en el modelo parametrizado
carro-mesa indica que existe menor dispersión de los datos
y por ende mayor precisión.

Para el asunto de estabilidad, espećıficamente, se tomó el
rango debido a que esta medida toma los valores extremos
de las muestras. En este caso, de nuevo, se observa mejor
desempeño con la trayectoria planeada con base en el
modelo parametrizado carro-mesa.

6. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

Por medio de este trabajo se comparó la marcha realizada
por el robot b́ıpedo Scout basada en el modelo carro-mesa
con aquella planeada con el modelo parametrizado carro-
mesa. El criterio de evaluación se basó en la posición del
ZMP ideal, comparado con la posición del ZMP medido
durante la marcha. Se emplearon medidas estad́ısticas para
establecer que trayectoria obtuvo el mejor desempeño.

Las medidas estad́ısticas permitieron evaluar las posiciones
del ZMP y por medio de ellas se concluye que el mejor
desempeño en la caminata del robot b́ıpedo se consi-
guió con la trayectoria basada en el modelo parametrizado
carro-mesa. En cierta forma, éste es un resultado esperado
debido a que un factor a favor de este método es la varia-
ción de la altura del CM, que en principio debe generar
una marcha con mejor desempeño.

Estos resultados representan un inicio que nos permi-
tirá generar una propuesta más completa sobre cómo eva-
luar la marcha desarrollada por el robot b́ıpedo.

Una parte del trabajo a futuro es realizar múltiples prue-
bas con el dispositivo de manera que se verifique que
estos indicadores efectivamente reflejan una mejora en la
caminata del robot.

Cabe señalar que estos resultados fueron a partir del
funcionamiento en lazo abierto del robot, es decir, se
env́ıan a los servomotores del robot las secuencias de
ángulos deseados. Un interés adicional en una propuesta
de evaluación de la marcha radica en que podŕıa utilizarse
para implementar un control retroalimentado en el b́ıpedo.
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Figura 7. ZMP en cada fase de soporte simple con la trayectoria basada en el modelo carro-mesa

Figura 8. ZMP en cada fase de soporte simple con la trayectoria basada en el modelo parametrizado carro-mesa
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