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Resumen En este trabajo se aborda el problema de seguimiento de una trayectoria en un
reactor de tanque agitado de polimerización por radicales libres en operación lote, lo cual es
importante para asegurar reproducibilidad lote-a-lote en este tipo de procesos. Se considera
como salida a la concentración de monómero, y como entradas posibles de control a la
adición de monómero o la temperatura del reactor. Los controladores se diseñan siguiendo una
estrategia de linealización por retroalimentación de estados, con tres acciones de corrección: (i)
proporcional al error de convergencia, (ii) proporcional-integral y (iii) basada en el algoritmo
súper-twisting generalizado. A través de funciones de Lyapunov, se presenta un análisis de
convergencia y robustez ante perturbaciones desconocidas. Se tiene como resultado que la
trayectoria de monómero puede ser seguida tanto como por la adición de monómero como por
la temperatura, lo cual se ilustra v́ıa simulación.

Keywords: Batch Polymerization; Tracking; Super-Twisting Algorithm; PI Controller;
Lyapunov

1. INTRODUCCIÓN

Las operaciones en lote en la industria de procesos son
muy comunes, ya que son flexibles en cuanto a volúmenes
de producción. Sin embargo, la operación por lote crea
un reto en cuanto a reproducibilidad lote a lote de
las variables que están relacionadas a la conversión de
reactivo a producto y a la calidad del producto.

El problema de control en un reactor de polimerización
en operación lote consiste en determinar una entrada de
control (o entradas de control) que produzca un poĺımero
(al final del lote) con cierta distribución de peso molecular
y con el menor costo de transformación.

Esto puede significar que en una tarea de diseño de
proceso, una proporción de reactivos a cargar y dosificar
al reactor fue previamente establecida, además de haber
fijado perfiles de temperatura en el reactor. Esto con la
finalidad de que la conversión de monómero(s) a poĺımero
se lleve a cabo en un tiempo predeterminado, y que a
lo largo de ese tiempo el poĺımero se conforme en cierta
distribución de peso molecular; sin embargo, como en
cualquier proceso, siempre se presentan perturbaciones
(conocidas o desconocidas) que hacen que el producto
obtenido presente caracteŕısticas diferentes a las deseadas.

El problema de control mencionado no es nuevo (p.ej.,
Farber and Laurence (1986)); sin embargo, hasta el co-
nocimiento de los autores, no ha sido un problema am-
pliamente abordado en un marco de control y análisis
dinámico basado en modelo. Es importante reconocer que
estrategias de control óptimo han sido aplicadas, pero
mayormente para diseñar el proceso fuera de ĺınea (p.ej.,
Crowley and Choi (1997)), y pocos son los que hacen se-
guimiento de trayectorias previamente establecidas (p.ej.,
Kiparissides et al. (2002); Finkler et al. (2014)).

En este trabajo se explora y analiza la convergencia de
dos estrategias de control para seguir la trayectoria de
monómero, que se supone previamente diseñada, de un
reactor de polimerización por radicales libres en operación
lote, rechazando el efecto de perturbaciones que inheren-
temente se presentan en escenarios reales; se considera
como entrada de control a dos variables que podŕıan
implementarse fácilmente.

Aunque bien el problema de control de un reactor de
polimerización es lograr un producto con caracteŕısticas
espećıficas, nuestro alcance en este trabajo es lograr el
seguimiento robusto de trayectorias del monómero y en
trabajos posteriores nos enfocaremos en las correspon-
dientes de distribución de peso molecular.
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2. DEFINICIÓN DEL PROBLEMA

En este tabajo nos concentraremos en un reactor de
tanque agitado enchaquetado en el que se lleva a cabo
una homopolimerización por radicales libres en solución,
en operación lote (Figura 1).

Figura 1. Sistema de control de un reactor de tanque
agitado en operación lote.

Tomando en cuenta el mecanismo cinético y a través de
un balance de materia, el comportamiento del reactor
se describe a través del siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias (Ellis et al., 1994):

d

dt
V (t) = −rV (I,m, s, T )V (t) + qin − q(t) (1a)

d

dt
I(t) = −rI(I,m, s, T )I(t) +

qI,in
V
− qin

V
I(t) (1b)

d

dt
m(t) = −rm(I,m, s, T )m(t) +

qm,in

V
− qin

V
m(t) (1c)

d

dt
s(t) = −rs(I,m, s, T )s(t) +

qs,in
V
− qin

V
s(t) (1d)

y(t) = m(t) (1e)

Donde V es el volumen del reactor; y I,m y s son las
concentraciones del iniciador, monómero y solvente, res-
pectivamente; rV es la tasa de cambio del volumen debido
a la conversión de monómero a poĺımero (p.ej. efectos
de contracción), y rI , rm y rs son las tasas de consumo
del iniciador, monómero y solvente, respectivamente; las
definiciones de estas tasas de reacción se encuentran en
(Ellis et al., 1994). La variable T es la temperatura del
reactor y qin es el flujo de la corriente de entrada; mientras
que Iin, min y sin son las concentraciones del iniciador,
monómero y solvente en la corriente de entrada.

El reactor es operado en lote, aunque para rechazar el
efecto de posibles perturbaciones (p.ej., cambio en la
eficiencia del iniciador, error de carga de reactivos) se con-

sidera que se pueden manipular la adición de monómero o
la temperatura del reactor. Además, se considera que hay
una trayectoria nominal (V̄ (t), Ī (t), m̄ (t), s̄ (t)) diseñada
desde el modelo bajo ciertas condiciones nominales T̄ y
carga de reactivos nominales V̄0, Ī0, m̄0, s̄0. El problema
de control es determinar en linea la trayectoria de qin o
la de T de tal manera que m(t) siga a m̄(t).

Cabe destacar que consideramos a la temperatura del
reactor como entrada de control, en el sentido de que una
vez determinada su factibilidad como tal se explorará en
futuros trabajos entradas prácticas como el flujo en la
chaqueta.

Por otra parte, consideramos que la trayectoria a seguir
se obtiene a partir del modelo descrito arriba, bajo
condiciones espećıficas, como lo son condiciones iniciales
de las especies y, en particular, los flujos de entrada y
salida nulos (qin = 0, q = 0).

3. CONTROLADORES

De aqúı en adelante, denotaremos con una barra superior
a las variables y parámetros asociados a la trayectoria a
seguir. Por ejemplo m̄(t) representa la trayectoria deseada
para la concentración del monómero.

Para determinar qué tan alejada se encuentra el estado
real del reactor con respecto a la trayectoria deseada,
definamos

e (t) := m(t)− m̄(t) (2)

cuya dinámica está gobernada por

d

dt
e(t) =

d

dt
m(t)− d

dt
m̄(t)

=− rm(I,m, s, T )m(t) +
qin
V
min(t)− qin

V
m(t)

+ rm
(
Ī , m̄, s̄, T̄

)
m̄(t). (3)

Ahora consideraremos dos tipos diferentes de control:
i) control por dosificación de monómero a la entrada del
reactor y ii) control por medio de temperatura.

En el primer caso, suponemos que la chaqueta de en-
friamiento mantiene la temperatura dentro del reactor
constante; mientras que en el segundo, consideraremos
que no hay un flujo de entrada (qin = 0). En ambos casos,
el esquema de control está representado en la Figura 2.

3.1 Control por Flujo de Monómero

Al mantener una temperatura constante en el reactor y
elegir la siguiente dosificación de monómero a la entrada

qin =
V

min −m (t)
×[

rm(I,m, s, T )m(t)− rm
(
Ī , m̄, s̄, T̄

)
m̄(t) + ω

]
,
(4)

la dinámica del error (3) se reduce a

d

dt
e(t) = ω(e). (5)
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Σ

K Σnominal

m(t)
C

V (t), I(t),m(t), s(t)

V̄ (t), Ī(t), m̄(t), s̄(t)

u(t)

Figura 2. Esquema de la ley de control. Σ denota el
modelo del reactor, mientras que Σnominal denota el
modelo matemático del reactor bajo las condiciones
que proporcional la trayectoria deseada de monóme-
ro, m̄(t). A su vez K denota el controlador que genera
la señal de control u(t) y C = (0 0 1 0) selecciona la
concentración de momómero como estado de salida
de la planta.

De manera que las propiedades de convergencia del error
de seguimiento puede ser asignada a voluntad, por medio
de una elección adecuada de ω(e).

3.2 Control por Medio de Temperatura

Análogamente y manteniendo qin = 0, el error de segui-
miento en la trayectoria de m(t) en (3) satisface

d

dt
e(t) = −rm(I,m, s, T )m(t) + rm

(
Ī , m̄, s̄, T̄

)
m̄(t).

(6)

Aśı las cosas, al elegir T tal que

rm(I,m, s, T )m(t) = rm
(
Ī , m̄, s̄, T̄

)
m̄(t)− ω(e), (7)

la dinámica del error de seguimiento está dada por (5).
Dicha elección para T se basa en la inversión del mapeo
rm(I,m, s, T ) en (7). En general, este problema de inver-
sión no puede ser manejado anaĺıcamente y tendrá que
ser realizado numéricamente en ĺınea.

3.3 Elecciones de Controladores

Algunos candidatos para la elección de ω(e) son

1. Control Proporcional

ω(t) = −ϑpe(t).
2. Control Proporcional e Integral

ω(t) = −ϑpe(t)− ϑiχ(t)

d

dt
χ(t) = ω(t).

3. Control Basado en el Algoritmo Súper-Twisting
Generalizado
En este caso, consideraremos el siguiente algoritmo
(Moreno, 2012)

ω(t) = −ϑ1φ1 (e) + χ

d

dt
χ(t) = −ϑ2φ2 (e) ,

donde φ1(e) := decp+decq; φ2(e) := (∇eφ1(e))φ1(e),
0 < p < 1/2, q > 1 y además d◦cp = |◦|p sign(◦).

Para asegurar que m(t) tiende a m̄(t), basta con elegir
a los parámetros ϑp,i,1,2 > 0. Sin embargo, se requieren
condiciones más espećıficas para poder garantizar un
desempeño o bien obtener propiedades de robustez, como
se verá a continuación.

3.4 Análisis de Robustez de los Controladores

En caso de que la planta real esté sometida a una
perturbación desconocida, δ(t), en la concentración del
monómero, m(t), la dinámica del error de seguimiento
e(t) = m(t)− m̄(t) está dada por

d

dt
e(t) =− rm(I,m, s, T )m(t) +

qin
V
min(t)− qin

V
m(t)

+ δ(t) + rm
(
Ī , m̄, s̄, T̄

)
m̄(t), (8)

donde

∆ < δ(t) < ∆̄, ∆,∆ ∈ R.
La elección de la tasa de dosificación de monómero a la
entrada min descrita en (4) o bien de la temperatura en
el reactor restringida a (7) reducen la dinámica del error
de seguimiento (3) a

d

dt
e(t) = ω(e) + δ(t),

A continuación, analizaremos el efecto de dicha pertur-
bación desconocida en la convergencia del error de segui-
miento con los tres controladores propuestos.

1. Control Proporcional

ω(t) = −ϑpe(t).
Para determinar el tipo de convergencia que presenta
este controlador, consideremos la candidata a fun-
ción de Lyapunov V = 1

2e
2. La derivada temporal de

dicha función es:
d

dt
V = e

d

dt
e

= −kpe2(t) + δ(t)e

< ∆e− kpe2,
donde ∆ := máx

{
|∆| ,

∣∣∆∣∣}. Esta derivada es nega-
tiva si

∆e <kpe
2

∆

kp
e <e2, e 6= 0 =⇒ ∆

kp
< |e|

De manera que aseguramos que m(t) convergerá a

una bola de radio
∆

kp
centrada en la trayectoria

nominal m̄(t).
2. Control Proporcional e Integral. En este caso,

la dinámica del error de observación es
d

dt

(
χ
e

)
=

(
0 1
−ki −kp

)
︸ ︷︷ ︸

:=A

(
χ
e

)
+

(
0
δ(t)

)
.

Al utilizar la candidata a función de Lyapunov

V =

(
χ
e

)>
P

(
χ
e

)
, (9)
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donde R2×2 3 P = P> > 0 satisface la ecuación de
Lyapunov PA + A>P = −Q, R2×2 3 Q = Q> > 0.

Al derivar dicha función, obtenemos

d

dt
V =−

(
χ
e

)>
Q

(
χ
e

)
+ 2δ

(
χ
e

)>(
p12
p22

)
≤− λ (Q)

∣∣∣∣∣∣∣∣(χe
)∣∣∣∣∣∣∣∣2

2

+ 2∆

∣∣∣∣∣∣∣∣(χe
)∣∣∣∣∣∣∣∣

2

∣∣∣∣∣∣∣∣(p12p22
)∣∣∣∣∣∣∣∣

2

.

De manera que la derivada de la candidata a función
de Lyapunov es negativa si√

e2 + χ2 ≥ 2

√
p212 + p222
λ (Q)

∆.

3. Controlador Basado en el Algoritmo Súper-
Twisting Generalizado
En este caso el error de seguimiento está descrito por
(López-Caamal and Moreno, 2015)

d

dt

(
e
χ

)
=

(
1 0
0 ∇φ1

)(
−ϑ1 1
−ϑ2 0

)
︸ ︷︷ ︸

:=M

(
φ1
χ

)
+

(
δ
0

)
. (10)

Para caracterizar la convergencia de dicho sistema
utilizaremos la siguiente función de Lyapunov (Mo-
reno, 2012)

V =

(
φ1
χ

)>
P

(
φ1
χ

)
,

donde R2×2 3 P = P> > 0 satisface la ecuación de
Lyapunov PM + M>P = −Q, R2×2 3 Q = Q> >
0. La derivada temporal de dicha función está dada
por

d

dt
V = −∇φ1

(
φ1
χ

)>
Q

(
φ1
χ

)
+ 2δ

(
φ1
χ

)>(
p11
p21

)
< −∇φ1λ (Q)

∣∣∣∣∣∣∣∣(φ1χ
)∣∣∣∣∣∣∣∣2

2

+ 2∆

∣∣∣∣∣∣∣∣(φ1χ
)∣∣∣∣∣∣∣∣

2

∣∣∣∣∣∣∣∣(p11p21
)∣∣∣∣∣∣∣∣

2

,

que es negativa cuando√
φ21 + χ2 > 2

√
p211 + p221
∇φ1λ (Q)

∆.

4. EJEMPLO DE SIMULACIÓN

Para ilustrar el uso de los controladores, consideraremos
que tenemos un conocimiento perfecto del modelo ma-
temático del reactor. Utilizaremos los controladores para
suministrar el flujo de monómero al reactor, de manera
que aseguremos el seguimiento de trayectoria de la con-
centración de monómero a lo largo del tiempo.

De esta forma, la única fuente de error entre el modelo
nominal, que genera la trayectoria a seguir, y el proceso
real es la condición inicial de monómero en el reactor.

La trayectoria nominal de la concentración de poĺımero a
seguir está representada en la Figura 3.

Como se puede observar en la Figuras 4 y 5, el controlador
basado en súper-twisting lleva la trayectoria del proceso
a la nominal rápidamente; mientras que los controladores
P y PI tienen un desempeño más lento. Sin embargo, el

Tiempo [min]
0 50 100 150 200 250 300C

on
c.

 M
on

om
er

o 
[m

ol
/L

/m
ol

/L
]

0

0.1

0.2

0.3

0.4
Trayectoria Nominal de Concentracion Monomero

Figura 3. Trayectoria nominal de la concentración de
monómero en un reactor por lotes de homopolime-
rización.

controlador súper-twisting requiere un flujo negativo que
no es f́ısicamente implementable, como se muestra en la
Figura 6. En contraste, los controladores P y PI resultan
en flujos aptos para la operación del proceso (cfr. Figura
7). A su vez, los errores de seuimiento se presentan en las
Figuras 8 y 9.
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Figura 4. Concentración de monómero en el reactor.
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Figura 5. Concentración de monómero en el reactor.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo estudiamos el control de seguimiento de
trayectoria del monómero en un reactor operado en lote.
La señal de control para el seguimiento de la trayectoria
de monómero es la temperatura en el reactor o bien la
dosificación de monoméro.

Por medio de la inversión dinámica del sistema somos
capaces de asignar las propiedades de convergencia del
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Figura 6. Flujo de control para la inyección de monómero.
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Figura 7. Flujo de control para la inyección de monómero.
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Figura 8. Error de seguimiento de la trayectoria nominal.
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Figura 9. Error de seguimiento de la trayectoria nominal.

error de seguimiento a voluntad. Sin embargo, nuestro
controlador requiere la medición de todas las variables del
proceso y además suponemos que la trayectoria a seguir
es generada por el modelo que describe el reactor. En tra-

bajos futuros, sin embargo, relajaremos estas condiciones
e implementaremos estimadores de estados.

Para asignar una dinámica deseada al error de seguimien-
to, utilizamos tres diferentes controladores; todos ellos
capaces de llevar la trayectoria del monómero hacia la
trayectoria deseada: i) control proporcional, ii) control
proporcional e integral y iii) control basado en el algorit-
mo súper-twisting generalizado.

Además, caracterizamos las propiedades de Estabilidad
Entrada Estado de los controladores con respecto a una
señal función del tiempo y acotada global e indepen-
dientemente de error de seguimiento. Esta señal puede
representar dinámicas no modeladas o error paramétrico
en el modelo.

Destacamos que no hemos considerado rigurosamente la
necesidad de tener un flujo de entrada positivo, como lo
restringe la f́ısica del sistema. En particular los paráme-
tros elegidos para la simulación numérica del controlador
basado en el súper-twisting generalizado, generan flujo
negativo a comparación de los controles P y PI que fueron
sintonizados de manera que el flujo de entrada al reactor
no presentara valores negativos. En trabajos posteriores
diseñaremos controladores con esta restricción de positi-
vidad.
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