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Abstract: En esta propuesta se presenta un modelo de sistemas acoplados, cuyos compor-
tamientos evolutivos son comparables con los de una red de neuronas. En la red estructural, se
modelan las conexiones fisicas de los axones y dendritas entre neuronas. La variable principal
sobre la que recae la evolucion en las conexiones, es el potencial de las neuronas, ademas,
se observa cémo es que la funcién de la fuerza de acople, se comporta como un controlador
adaptativo que hace converger la red a la sincronizacién. El cambio del valor del grado de
cada nodo, es una evidencia que muestra la evolucién de la red, esto se logra mediante el
cambio evolutivo o adaptativo de la fuerza de acoplamiento entre los nodos, esta funcién
determina la estructura de la red funcional a lo largo del tiempo, al relacionar la magnitud
de las desviaciones de una neurona con sus vecinas, con un umbral que determina la conexién

de esa neurona.
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1. INTRODUCCION

La sincronizacion es un fenémeno que se presenta cuando
unidades de un conjunto interactuan dindmicamente y
ajustan algunas de sus propiedades para llegar a una si-
multaneidad en el tiempo. Es intrinseco en la naturaleza,
desde los niveles mas altos de organizacion: la economia
mundial, el mercado de valores, los sistemas ecolégicos
(Li et al., 2003), (Wlti, 2011), (Blasius et al., 1999),
hasta los niveles mas bajos: las reacciones quimicas,
ritmos circadianos, neuronas en el cerebro (Pedro Stange
et al., 1998), (Fukuda et al., 2007), (Engel et al., 1990).
No es de sorprender que la naturaleza produzca orga-
nizacion con el fin de llegar a la sincronizacién de sus
procesos, si asumimos que todo en el universo estd en
conexién, en red, nos induce pensar que existe algiin tipo
de sincronizacién. El desarrollo cientifico de la teoria
de sincronizacién, desde los primeros avances hechos
por winfree y kuramoto (Winfree, 1967), (Kuramoto
and Araki, 1975), hasta las ultimas investigaciones,
ha reducido el problema de describir cientificamente
el fenémeno para cada red en especial, a tan solo es-
tudiar por generalizado la topologia de las diferentes
redes que se forman al interactuar dos o mas unidades
dindmicamente (Pecora and Carroll, 1998), (Um et al.,
2014), (Barahona and Pecora, 2002), (Wang and Chen,
2002).

Desde el momento en que se descubrieron respuestas
oscilatorias en la corteza visual de los gatos y entre areas
del cerebro humano capaces de sincronizarse (Sehatpour
et al., 2008), (Tallon-Baudry et al., 2001), (Senkowski
et al., 2008), la inclinacién por estudiar la dindmica
en conjunto de las neuronas, ha sido enfocada en la

sincronizacion de redes complejas como una alternativa
viable en el entendimiento de la funcién cognitiva del
cerebro (Bressler and Menon, 2010),(Sporns et al., 2005).
Avances significativos se han obtenido en las neurocien-
cias con el enfoque de redes complejas, como demostrar
caracteristicas topologicas de la red funcional y estruc-
tural del cerebro: distribucién de potencia en el grado,
dindmica de mundo pequeno, modularidad, jerarquia y
la existencia de médulos altamente conectados (Wang
et al., 2014), o la evidencia que muestra que las fun-
ciones cognitivas del cerebro dependen de la actividad
y coactividad de grandes poblaciones de neuronas en
redes distribuidas (Sporns et al., 2005). Para no generar
ambigiiedad se toman en cuenta las definiciones de
Bressler (Bressler and Menon, 2010), él define a una red
estructural del cerebro como un conjunto de unidades
neuronales interconectadas, conexiones anatémicas en
la materia blanca (fibras axonales) que unen diferentes
regiones del cerebro y define a una red funcional como
una coleccion de dreas del cerebro interconectadas, que
interactuan para desarrollar una funcién. Se han prop-
uesto modelos que han intentado dilucidar bajo la sin-
cronizacién de redes de neuronas, las interacciones entre
regiones de la red funcional del cerebro, tales modelos
han alcanzado la sincronizacién incluyendo en la red
propuesta, caracteristicas y propiedades topologicas de
las redes del cerebro. El modelo generalizado de Ku-
ramoto (Cumin and Unsworth, 2007), ha ayudado a
describir de una manera més apegada a la realidad
como es que frecuencias y acoples variantes en el tiempo
afectan a la sincronizacién de la red de neuronas, la
desventaja es que cada neurona es caracterizada como
un oscilador, lo cual deja de lado el amplio rango de com-
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portamientos dindmicos que puede presentar la neurona
(Jiang et al., 2004). Otros (Batista et al., 2010), (Prado
et al., 2014), (Ferrari et al., 2015), a sabiendas de que
las redes tanto estructural como funcional del cerebro
tienen la propiedad de mundo pequeno y modularidad,
han simulado una red donde sus médulos cumplen con
ser de mundo pequeiio o aleatorios y las conexiones entre
modulos son al igual de mundo pequeno o utilizan un
enfoque aun mas biolégico, la matriz de adyacencia de la
red estructural del cerebro de un gato. En estos trabajos
se encontré una forma mas débil de sincronizacién, la
sincronizacion de fase, también se encontré como las neu-
ronas caracterizadas con el modelo de Rulkov o Huber-
Braun producen un comportamiento oscilatorio capaz
de sincronizarse a distintos valores de fase y bajo ciertas
condiciones de acoplamiento. Ademas, demostraron la
existencia de una reduccién de fase del sistema, que
puede ser representada como un modelo generalizado de
Kuramoto. Sin embargo, aunque los modelos de redes
propuestos pueden dar una idea de como es que las
distintas partes del cerebro se coordinan para realizar
una tarea, no resuelven del todo la incégnita, ya que la
red estructural que proponen, aun cuando cumple con
las caracteristicas topologicas encontradas en el cerebro,
ésta solo produce una red funcional fija, lo cual no
modela los resultados encontrados experimentalmente
(Wang et al., 2014).

Wang (Wang et al., 2014) menciona la vital importancia
de entender y modelar la dindmica evolutiva del cere-
bro humano con modelos de redes de neuronas, ya que
organizaciones estructurales fijas del cerebro, pueden
producir patrones de red funcionales diferentes. Se ha
demostrado que los patrones y fuerzas de acople de las
conexiones funcionales, pueden cambiar de acuerdo a la
tarea demandada, por tal motivo, no basta con modelar
una red estructural con acople fijo o variante en el tiempo
para todas las conexiones, pues la red funcional generada
es fija. Yan (Yan and Wang, 2014) en su trabajo propone
una regla para las fuerzas de interconexion de la red
donde el acople estd en funcion del error, esta fuerza de
acople entre las neuronas crece conforme mas discrepan-
cia se encuentre en sus comportamientos, permitiendo
a la red llegar a la sincronizacién. El trabajo de Yan
muestra un avance con respecto a resultados previos,
puesto que propone un acople variante con el error, sin
embargo, la premisa de aumentar la fuerza de conexién
entre las neuronas conforme aumente la diferencia entre
sus potenciales no es practico o realista, lo encontrado en
investigaciones sugiere que la fuerza de acople aumenta
conforme dos neuronas tienen comportamientos simi-
lares, tal premisa tomada por Yan lleva a las neuronas
a una conexion fija, esto significa que el acoplamiento
llega a un valor fijo y por tanto generd una red funcional
fija. En otras palabras, la evolucién que se obtiene es
transitoria sélo en el valor del acoplamiento y no en la
estructura de la red.

En este trabajo se propone un modelo que reproduce
la dindmica evolutiva de una red funcional de neuronas
con modelo de Hodgkin-Huxley, donde la regla que dicta
la fuerza de acople entre neuronas y la topologia de la
red funcional es una funcién que depende del estado de

los elementos de la red. El modelo permite generar una
red funcional sincronizable, cuya configuraciéon en las
conexiones evoluciona de acuerdo a los comportamientos
de afinidad en el potencial de membrana de las neu-
ronas. El modelo genera cimulos de neuronas con un
comportamiento sincrono similar transitorio, luego la red
se reorganiza y se generan nuevos cimulos. En (Parra-
vano and Reyes, 2008) los autores presentan un modelo
para describir el movimiento de particulas en gases, en
donde las posiciones de las mismas son determinadas
por sus vecinas y la distancia entre ellas, de tal forma
que algunas particulas influencian la posicién de otra
siempre que estén dentro de un rango espacial. Esta idea
es llevada a la sincronizacién de una red de neuronas que
muestre o describa un comportamiento evolutivo en la
interconexién de las neuronas o grupos de neuronas.

2. MODELO DE RED EVOLUTIVA DE NEURONAS

Un sistema compuesto de N unidades dindmicas in-
terconectas puede ser representado por una red. Las
ecuaciones de estado de una red son descritas por

N
x; = f(xi) +Czaijrxj7 i=1,2,---,N. (1)
j=1
En el modelo x; = (x1, o, - ,xm)T € R”™ son las

variables de estado del i-ésimo nodo , ¢ representa la
fuerza de acople y I' € R™*™ es una matriz constante
0 — 1 que vincula variables acopladas. La matriz de
acoplamiento A = a;; € R™ ™ representa la configu-
racién de conexiones de la red. Si existe una conexién
entre el nodo i-ésimo y el nodo j-ésimo entonces a;; = 1,

de otra forma, si no existe conexién a;; = 0. Ademas,
a;; = —k;, donde k; es el grado del nodo i.

En la red funcional de neuronas que se propone, el
comportamiento de cada nodo reproduce la dindmica de
la neurona mediante el modelo de (Hodgkin and Huxley,
1952)

dv

Mgy = —Ina (t) = Ik (t) = I () + 1 (¢)

INa (t) = gNam3h (V - ENa)

Ik (t) =ggn®(V — Ek)

;Ln(t) =9. (V- Ep) (2)
o —e®l-n)-F(Hn

d(TT =t (t) (1 —=m) — B () m

%‘ = an (t) (1—h) — By (t) h.

La primer variable de estado V es el potencial de la mem-
brana, igual a la suma de las corrientes iénicas que fluyen
a través de la membrana de la neurona, las tres variables
de estado restantes n, m y h modelan la probabilidad
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de que un canal iénico esté abierto en un momento de
tiempo dado. Ing(t), Ix(t), I.(t) y I(t) representan
las corrientes electricas producidas por las corrientes
i6nicas del sodio, potasio y cloro respectivamente, y las
corrientes inyectadas externamente. En,, Fx y Er son
los potenciales de equilibrio para los iénes de sodio,
potasio y el potencial de la corriente nula de fuga debido
a los i6nes de cloro y otros. Las constantes gng, gx ¥
g1, representan la méxima conductancia. ay, (t), B, (1),
Qo (), B (t), ap (t) v Br (t) expresan razones de cambio
las cuales varian con el voltaje mas no con el tiempo.
La sincronizacién de una red de neuronas significa sin-
cronizacién en el potencial de la membrana, por lo tanto,
la interconexién del i-ésimo nodo en la parte derecha
de (1) se lleva a cabo a través de la primer variable de
estado de (2).

El concepto de evolucién en una red nos dirige a pen-
sar que es necesario tener un cambio en la topologia,
derivado de la interaccién dindmica en conjunto de los
nodos, en otras palabras, significa que la matriz de
acoplamientos estd en funcién de las variables de es-
tado de los nodos, por lo tanto, para tener una red
evolutiva funcional de neuronas que modele los diversos
patrones de red funcionales observados en el cerebro y
que son generados bajo una red estructural fija, la matriz
de acoplamientos deberd estar en funcién del potencial
de membrana A (V (t)) = a;; (V (¢)). El problema que
surge es encontrar una regla que dicte qué nodo se
conectara con quién y porqué.

En este trabajo se propone utilizar un vector em-
pleado en mapas acoplados, los cuales modelan sistemas
dindmicos acoplados cuyos acoplamientos cambian en
dependencia a los estados de los elementos del sistema y
sus interacciones (Shibata and Kancko, 2003). El vector

MF(Xj,Xi) (3)

e Iro; — rosl

JEN(D)

indica la posicion en el mapa del elemento i-ésimo en
un espacio d-dimensional, proporciona la direccién y
sentido del movimiento. En (3) el conjunto de elementos
interactuando con el i-ésimo elemento es denotado por
NGE) = {j:|ro(j) —ro(i)] < R} y el numero de ele-
mentos en N (i) es Ny (7). F (x(i),x(j)) es una fuerza
atractiva o repulsiva que depende del estado del i-ésimo
y j-ésimo elemento. Las posiciones de los N elementos

del sistema son colocados en un dominio espacial [0, L]d
de dimensién d, con condiciones de limite periddico.
Tal vector en un mapa acoplado permite obtener com-
portamientos sociales de comunidades en competicién
social-ecolégica (Parravano and Reyes, 2008), que al ser
introducido como la regla social en el modelo propuesto,
serd de utilidad para modelar y tratar de dar respuesta
a una de las preguntas criticas sobre cognicién, Cémo
es que diferentes redes funcionales cooperan, compiten
y coordinan su actividad durante el complejo compor-
tamiento cognitivo? (Bressler and Menon, 2010).

Con base en lo anterior, por lo tanto, el vector en (3)
determinara en nuestro modelo hacia donde la i-ésima
neurona enviara su informacién. De esta forma la matriz
de acoplamiento

a; =1,
Q5 = 0,

Iro; —roi| <R
|I‘0j — r0i| > R

Ar(x) = { (4)

de la red funcional estd en funcién de las variables de
estado del sistema y modela la formacion y destruccion
de las conexiones sinapticas entre neuronas.

Teniendo en cuenta que la red estructural es aquella
que caracteriza el cableado fisico, en otras palabras es
la red que caracteriza la configuracién de las conexiones
axonales y dendriticas entre neuronas, en nuestro mod-
elo esta red se incluye como un conjunto de dominios
espaciales [Lo;, L ﬁ]di de dimensién d;, con condiciones
de limite periédico y que se encuentran sobre un plano
periédico [O,L]d. Cada espacio periédico [Lo;, L fi]d'i re-
stringe el dominio del vector r; de la neurona i-ésima,
figura 1(b). Los centros geométricos de los espacios

periédicos [Lo;, Ly;]"" representan los nodos de la red
estructural y los traslapes entre ellos las conexiones. De
esta forma se puede representar cualquier red estructural
colocando los centros geométricos, de manera que los
traslapes entre ellos generen la configuracién de red
deseada. En la figura 1 se puede observar como una
red de mundo pequeno constituida de 8 nodos numer-
ados, es representada mediante 8 planos de diferente
color. Cada plano representa la ramificacion de los ax-
ones y dendritas de la neurona (nodo), mientras que el
traslape entre un plano y otro significa que dos neu-
ronas estan conectadas fisicamente (arista), por que sus
ramificaciones se interceptaron. Los planos numerados
que representan las ramificaciones de las neuronas (no-
dos) corresponden a los dominios espaciales periédicos
[L()l, Lfl]dl s [LOQ, Lfg]d2 sttty [Los, Lfg]ds los cuales re-
stringen el movimiento de los vectores ry,ro,--- ,rg re-
spectivamente. Si se analiza cualquier nodo en la red de
mundo pequeno de la figura 1(a) y el plano correspondi-
ente a ese nodo en la figura 1(b), se cae en cuenta que hay
una correspondencia entre las conexiones del nodo con
sus vecinos y los traslapes entre el plano con los planos
vecinos. Por ejemplo el nodo 1 esta conectado con los
nodos {2,3,7,8} v el plano 1 se traslapa con los planos
{2,3,7,8}.

El modelo que se propone de la red funcional evolutiva
de neuronas generada bajo una red estructural fija es:

i

N
% = f (%) +c(rir;) Y ay (ri,r;) Tx;,

j=1
ro; — Tro;
ri =roi+7v I X5 E X5
|I‘0j - r0i| . .

JEMN(1)
d
r; € [Los, Lyi]

i =1,2,---,NeR.

()
La fuerza F (x(i),x(j)) del vector en (3) se modificé
en (5) por x; Zjem(z‘) X;, esta nueva expresién genera el
sentido del movimiento de la informacién y puede ser
interpretada como la afinidad de la i-ésima neurona de
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(b)

Fig. 1. a)Red de mundo pequeno. b) Representacién de
la red de mundo pequeno por medio de dominios
[Lolv,Lfi]d que restringen el movimiento de cada
r; sobre el plano periédico [O,L]d. Cada dominio
representa el area sobre la cual se dispersan las
dendritas y axones de cada neurona, los traslapes
representan las conexiones entre nodos.

compartir informacién con su vecindario. El pardmetro
v expresa el acople de un elemento con su vecindario,
si su valor es muy grande no se podran formar grupos
por que el cambio |rg; — ro;| es mayor que R. La fuerza
de acople ¢ (r;,r;) = ﬁ(z) es una funcién que depende
indirectamente del estado.

3. SINCRONIZACION Y EVOLUCION DE LA RED
DE NEURONAS

El objetivo de un controlador es obligar al sistema del
error a converger a cero y poder obtener salidas lo mas
similares a la referencia de entrada. Si se analiza el
modelo de una red compleja (1), se puede afirmar que el

termino CZ;-V:l ai;I'x; forma un controlador que obliga
a las dindmicas de los elementos a ser iguales a través
del tiempo. La sincronizacion de los elementos se logra
entonces si el controlador es capaz de llevar al sistema
del error a cero.

Suponiendo que se encuentran N elementos aislados,
donde la dindmica del i-ésimo elemento esta dada por:

xz:f(xl)7 Z:1a2aaNa (6)

entonces el error sera:

N
e=Y (u-x), i=12--,N (7)
j=1

Neurona

3-7-20
24-26

2-16-21
30
1-8-22
27-35

1-6-13
27-28

15-14-19

26-32

DAAAALAALAAAAMA AN (552 2
18295233
3

. . . . . .
100 200 300 400 500 500 700
Tiempo(milisegundos)

o

Potencial de membrana {-100 a 100 mV)

Fig. 2. Comportamiento dindmico de las 36 neu-
ronas(nodos) si estuvieran aisladas.

Hasta este punto el sistema esta en lazo abierto, ahora
si algunos de los N elementos aislados del sistema se
acoplan por algiin o algunos de sus estados, el error se
expresara entonces por:

N
ei:Zaijij,, i:1,2,"',N, (8)
j=1

donde a;; € R™™ proporciona la informacién de la
configuracion del sistema de los N elementos acoplados
y I' € R"*™ es una matriz constante 0 — 1 que vincula
variables acopladas. Si se multiplica el error por una
ganancia c, se tiene entonces la misma forma de 1 que
es un controlador proporcional que lleva al sistema de
N elementos aislados a la sincronizacién y a tal cosa
se le llama red compleja. Si se analiza el lado derecho
de la primer ecuacién de (5), se puede discernir que
forma un controlador adaptativo para la sincronizacién
de la red. La sumatoria representa el error que son las
diferencias entre el potencial de acciéon de la neurona i-
ésima y el estado de las neuronas de su vecindario, la
ganancia adaptativa del controlador es la funcién de la
fuerza de acople. Los acoplamientos a;; dependen del
vector r (x) y modelan si existe o no el intercambio de
informacién entre neuronas, propiciando la existencia de
evolucién en la red funcional. La red estructural es fija
con la topologia dictada por la posicion geométrica de

los dominios periédicos [Lo;, L ﬁ]d en el plano periddico
d
[0, L]".

3.1 SIMULACION NUMERICA

La simulacién numérica del modelo se realizé con los val-
ores de los parametros de la tabla 1 y los comportamien-
tos de las N = 36 neuronas fueron elegidos como los
de la figura 2. Se utilizaron 36 neuronas por cuestiones
de capacidad de procesamiento, ya que el modelo de
Hodgkin-Huxley usado para cada nodo requiere de una
gran cantidad de iteraciones para realizar su integracion
numérica. Es posible generar una red con cualquier
cantidad de nodos pero depender de la capacidad de
procesamiento.
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Fig. 3. Evolucién de la red funcional. El eje Y representa
los 36 nodos de la red y cada color de la barra
derecha representa el numero de vecinos conectados
al nodo. La variacién de intensidad de color cuando
se mueve horizontalmente sobre la gréfica muestra
la evolucién de la red.

La red estructural utilizada en la simulaciéon fue una
red regular donde todas las dendritas y axones de las
neuronas estan conectadas todas contra todas.

Table 1. Pardmetros utilizados en la simu-
lacién numérica del modelo.

Pardmetro Valor Parametro Valor
INa 120 mS/cm? Eng 55 mV
9K 36 mS/cm? Ex -72 mV
qgr 0.3 mS/cm? Ep, -49.4 mV
Cumr 1 pF/cm? € 1.12

L 150 ~ 3.5%x10~7
N 36 d 2
R 35

La evolucion existe cuando se tienen diferentes topolo-
gias de la red en el tiempo y la funcién de acople
depende de algtun estado del sistema, por lo tanto para
el modelo propuesto el cambio de grado de los nodos
asegura evolucién. La evolucién obtenida en simulacién
de la red funcional se muestra en la figura 3. Donde la
intensidad de color, que se expresa mediante una barra
numerada, indica la magnitud del grado del nodo. El eje
Y representa el numero del nodo en la red y el eje X
el tiempo en milisegundos. Conforme se mueve sobre la
figura 3 a una altura fija del eje Y a través del eje X,
existe un cambio de color que indica la variacién de grado
del nodo. El cambio de color en el sentido horizontal y
vertical asegura que se tiene un cambio de configuracion
de la red en el tiempo y que el grado del nodo es diferente
a sus vecinos.

Aunque la topologia de la red esté evolucionando con
respecto al estado, ésta llega a una sincronizacién en los
potenciales de membrana de las neuronas figura 4. La
intensidad de color representa la magnitud del potencial
cuya unidad es el Volt, la barra derecha muestra que la
intensidad de color corresponde con un voltaje que va
desde los -100 mV, 40 mV ma&s bajo que el potencial
de reposo, hasta los 50 mV. El eje de las ordenadas
representa el numero del nodo en la red y el eje de las
abscisas el tiempo en milisegundos. La figura 4 muestra
como los 36 nodos sincronizan su potencial de accién,

s0my

W 'l \"|I
| “ ) '-.a'tg _
§ ia'}ﬁwh HHm s
h.rulun“ I

Nodos de la red funcional

al] znn pes 40n fu] B0 in
Tiempo{ms)

Fig. 4. Sincronizacion de la red. El eje Y representa los
36 nodos de la red y cada color de la barra derecha
representa el potencial de membrana. La intensidad
constante de color cuando se mueve verticalmente
sobre la grafica muestra que existe sincronizacién en
los potenciales de membrana de las neuronas.

si se mueve sobre la grafica verticalmente no se tiene
cambio en la intensidad de color, lo que demuestra
que las neuronas llegaron a una simultaneidad en sus
voltajes.

La evolucién de la red funcional no permite demostrar
que la funcién de error para la sincronizacién es estable,
ya que se puede asegurar estabilidad en un intervalo de
tiempo donde existe una topologia fija, mas no para el
momento en que existe un cambio de una configuracién
de una red a otra.

4. CONCLUSIONES

El resultado muestra la sincronizacién evolutiva de una
red de neuronas. La evolucién se entiende como el cam-
bio de la estructura de la red en términos de los po-
tenciales de las neuronas conectadas, es decir aquellas
neuronas cuyo potencial de membrana estén cercanos.
Asi entonces, el modelo propuesto genera una clase de
patrones evolutivos en la red funcional de neuronas,
este comportamiento evolutivo representa las conexiones
y desconexiones electricas entre neuronas. Un compor-
tamiento similar (conexién - desconexién evolutiva) se
ha observado de manera experimental en seres vivos. El
acople entre neuronas que forma a la red puede verse
como un controlador adaptativo que obliga a la red a
converger a la sincronizacion practica entre subgrupos de
neuronas, ain cuando la matriz de acoplamientos evolu-
ciona. La matriz de acoplamientos al estar en depen-
dencia del potencial de membrana mediante una funcién
que reproduce comportamientos sociales, genera cambios
en la topologia, la cual es entonces puramente definida
por las conexiones entre las neuronas en un tiempo
particular y ademas, tales conexiones estan dadas por
la afinidad entre los potenciales de las neuronas con
un comportamiento sincrono. Se encontré entonces que
pueden generarse diferentes subgrupos de neuronas con
comportamientos diferentes y todas en la misma red.
Esto puede entenderse como una realizaciéon de difer-
entes tareas realizadas por la misma red de neuronas,
donde cada tarea puede verse como un comportamiento
sincrono particular.
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