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M. A. Lucas Estrada, ∗ H. Gutiérrez Flores, ∗

A. B. Morales Dı́az ∗

∗ Centro de Investigación y Estudios Avanzados del Instituto
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Teléfono: (844) 4389600 Ext. 8500.

Resumen. En este documento se aborda el problema de seguimiento de trayectorias de un
tráiler no holónomo. Se diseñó un algoritmo de control basado en la estrategia de trayectoria
virtual que aplicado a un uniciclo garantiza seguimiento de trayectorias de un remolque unido
a él, esto con el fin de evitar que el uniciclo tome posiciones que inestabilicen la posición del
remolque. Para comprobar la efectividad del control diseñado se presentan simulaciones de
diferentes trayectorias deseadas que avalan su eficacia.

1. INTRODUCCIÓN

Existen diferentes tipos de robots que son capaces de
moverse en superficies sólidas, entre los más comunes se
encuentran los robots con llantas. Una de las principales
ventajas que presentan este tipo de robots, es que pueden
transportar cargas y además pueden utilizarse como base
para otros robots. En los últimos años el uso de estos se ha
incrementado tanto en el sector industrial como en el de
servicios y algunas de sus aplicaciones más comunes están
relacionadas con el transporte de objetos. En particular,
cuando se requiere transportar cargas grandes o pesadas
el uso de robots móviles simples no es suficiente y es por
ello que en muchas ocasiones se opta por el uso de tráileres
que asimismo ayudan a reducir costos de transporte y
reducen el consumo de combustible [1].

Las aplicaciones que se les dan a los robots móviles con
llantas es muy amplia y a pesar del reto teórico que
surge debido a la restricción no nolónoma que presentan
en su rodadura, la cual los hace incapaz de realizar
desplazamientos laterales [2] - [6], los robots móviles
con llantas convencionales son los más usados pues estos
presentan la ventaja de ser relativamente más baratos
en comparación con los que usan otro tipo de llantas.
Uno de los problemas más importantes que se presentan
relacionados con esta restricción es el seguimiento de
trayectorias, este problema ha recibido soluciones que
incluyen diferentes técnicas de control [7], donde en varias
de ellas la idea principal se basa en tener una trayectoria
de referencia virtual generada para que el robot móvil la
siga.

Considerando a un tráiler como un veh́ıculo compuesto
por un robot móvil tractor y un remolque unido a él
(ambos no holónomos), el problema de seguimiento de
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trayectorias aumenta pues se tiene entonces un sistema
que además de ser no holónomo es un sistema subactuado
y no lineal que genera grandes dificultades en su estabi-
lización. Se pueden encontrar algunos trabajos donde se
abordan problemas relacionados con tráileres no holóno-
mos, por ejemplo en [8] se presenta un control diseñado
para regulación de posturas de un tráiler con un único
remolque, mientras que en [9] se aborda el problema de
seguimiento de trayectorias para un sistema con múltiples
remolques.

Por otro lado, en [1] se propone una estrategia de control
para reducir la amplitud de la trayectoria de barrido
cuando el tráiler sigue trayectorias curvas y con ello evitar
el “coleo” u oscilación no deseado del remolque.

En los trabajos relacionados que se mencionan se puede
observar que en la mayoŕıa de ellos se centran en la ruta
del veh́ıculo tractor que dirige al tráiler, mientras que en
el presente trabajo nos enfocamos en regular la trayectoria
del remolque subactuado.

Este documento se organiza de la siguiente forma: en la
Sección 2 se muestra el modelo matemático que se obtiene
a partir de las restricciones no holónomas que se encuen-
tran presentes en un tráiler cuando las coordenadas del
sistema se encuentran referenciadas al uniciclo y cuando
se encuentran referenciadas al remolque. Posteriormente,
en la Sección 3 se muestra el algoritmo de control desa-
rrollado para seguimiento de trayectorias del remolque.
En la Sección 4 se muestran los resultados obtenidos
en simulaciones con diferentes trayectorias de referencia
que avalan la eficacia de la ley de control propuesta. Y
finalmente en la Sección 5 se muestran las conclusiones
obtenidas y el trabajo planteado a futuro.

2. MODELADO DE ROBOTS NO HOLÓNOMOS

El modelo más simple de un robot móvil es el uniciclo,
cuya representación se muestra en la Figura 1, sus coor-
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denadas generalizadas son q = (x, y, θ) y la restricción no
holónoma que se obtiene de la incapacidad de la llanta de
desplazarse en dirección lateral esta dada por:

A(q)q̇ = ẋsinθ − ẏcosθ = 0.

Como representación de todas las combinaciones lineales
posibles del campo de vectores que mapean el espacio
nulo de la matriz A(q), se obtiene el modelo cinemático
de primer orden:Ñ

ẋ
ẏ

θ̇

é
=

(
cosθ
sinθ

0

)
v +

(
0
0
1

)
w, (1)

donde v y w (velocidad lineal y angular respectivamente)
son las entradas de control [10].

Figura 1. Coordenadas de robot móvil tipo uniciclo.

En la Figura 2 se muestra un tráiler compuesto por un
uniciclo que funciona como veh́ıculo tractor y un remolque
unido a él. Se puede apreciar que además de la restricción
incluida en el uniciclo se debe considerar la restricción
también no holónoma presente en el remolque.

Figura 2. Coordenadas del tráiler.

Se puede ver que se necesita una coordenada extra para
definir completamente el sistema [11]. Se tiene entonces
el nuevo modelo :

ẋu = vcosθ
ẏu = vsinθ

θ̇ = wθ

φ̇ =
v

d
sin(θ − φ)

(2)

Donde (xu, yu) son las coordenadas de posición del uni-
ciclo, θ ángulo de orientación del uniciclo, φ ángulo de
orientación del remolque y d es la distancia entre el centro
del uniciclo y el centro del remolque.

2.1 Modelo del tráiler referenciado al remolque

Debido a que el presente trabajo esta enfocado en el
seguimiento de trayectorias del remolque, consideramos
que el punto de referencia se encuentra situado en el
centro del mismo (xr, yr) y no en el centro del uniciclo.

Se puede ver que las restricciones no holónomas que
se presentan en el uniciclo y el remolque pueden ser
expresadas con las siguientes ecuaciones:

ẋrsinφ− ẏrcosφ = 0,

ẋusinθ − ẏucosθ = 0. (3)

De la Figura 2 también se puede observar que las coorde-
nadas de posición del uniciclo (xu, yu) se pueden expresar
en coordenadas del remolque, se tiene que:

xu = dcosφ+ xr,

yu = dsinφ+ yr. (4)

Al sustituir (4) en (3) las restricciones no holónomas del
sistema quedan definidas por:

ẋrsinφ− ẏrcosφ = 0,

(ẋr − dφ̇sinφ)sinθ − (ẏr + dφcosφ)cosθ = 0. (5)

Considerando las restricciones no holónomas dadas por
(5), se puede reescribir el modelo cinemático del tráiler
ahora referenciado al centro del remolque como :

ẋr = vcosφ,
ẏr = vsinφ,

θ̇ = wθ,

φ̇ =
v

d
tan(θ − φ).

(6)

Donde xr y yr denotan la posición del centro de masa del
remolque con respecto al marco de referencia (X,Y ) , d es
la distancia fija que existe entre el centro del uniciclo y el
centro del remolque, θ ángulo de orientación del uniciclo,
φ ángulo de orientación del remolque, v y wθ (velocidades
lineal y angular del uniciclo) entradas de control [7].

3. CONTROL DEL TRÁILER

Para controlar la posición deseada del remolque, se en-
contró la relación existente entre las coordenadas de este
y el uniciclo (4), pues es este último quien posee las en-
tradas de control que afectan a todo el sistema. Además,
para resolver el problema de seguimiento de trayectorias
se requiere tener una trayectoria predefinida la cual se
usa como referencia para la trayectoria que se quiere sea
seguida por el remolque (xdr, ydr y φd). Se asume que
todas las trayectorias de referencia dadas son suaves y en
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el espacio cartesiano se tiene:

xdr = xdr(t), ydr = ydr(t), t ≥ t0,

φd = arctan

Å
ẏdr
ẋdr

ã
. (7)

Nuevamente con estas coordenadas encontramos las coor-
denadas de posición de referencia para el uniciclo:

xdu = dcos(φ(t)) + xdr(t), (8)

ydu = dsin(φ(t)) + ydr(t), (9)

y θd se obtiene del modelo cinemático dado en (6):

θd = φd + arctan

Ç
dφ̇d
vdr

å
. (10)

Figura 3. Coordenadas actuales y deseadas del tráiler.

Como se menciona en [12] y de acuerdo con la Figura 3,
se puede observar que las variables del error de posición
del uniciclo con respecto a una trayectoria deseada en el
remolque, pueden obtenerse al multiplicar la diferencia
entre la posición actual y la de referencia del mismo,
por una matriz de rotación transpuesta que alineé las
coordenadas del error en el marco inercial al marco local: xeuyeuθe

φ

 =

 cosθ sinθ 0 0
−sinθ cosθ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


Ö

xdu − xu
ydu − yu
θd − θ
φd − φ

è
. (11)

Sustituyendo las coordenadas deseadas xdu, ydu y las
actuales xu, yu del uniciclo por su equivalente en coor-
denadas referenciadas al remolque se obtiene:

xeu = (dcosφd + xdr − dcosφ− xr)cosθ+
(dsinφd + ydr − dsinφ− yr)sinθ,

yeu = −(dcosφd + xdr − dcosφ− xr)sinθ+
(dsinφd + ydr − dsinφ− yr)cosθ, (12)

θe = θd − θ,
φe = φd − φ.

Derivando (12) con respecto al tiempo y usando las
restricciones no holónomas dadas en (5) se obtiene la
dinámica error:

ẋeu = wθyeu − v + vducosθeu,
ẏeu = −wθxeu + vdusinθeu,

θ̇e = wdθ − wθ,
φ̇e = wdφ − wφ.

(13)

Las velocidades deseadas que aparecen en (13) (vdu, wdθ y
wdφ) pueden calcularse usando xdr, ydr como coordenadas
de referencia para el remolque y el modelo cinemático
dado en (6):

vdr =
»

(ẋdr)2 + (ẏdr)2,

wdφ =
ẋdrÿdr − ẍdrẏdr

v2dr
, (14)

vdu =
»

(ẋdu)2 + (ẏdu)2,

wdθ = wdφ+

dvdr(ẋdr

...
y dr − ...

xdr ẏdr)v
2
dr − 3(ẋdr ÿdr − ẍdr ẏdr)(ẋdrẍdr + ẏdr ÿdr)

v6
dr

+ d2(ẋdr ÿdr − ẍdr ẏdr)2

Se tiene entonces que el problema de control consiste en
diseñar v y wθ como entradas de control que hagan que el
error converja a cero y estas se construyen considerando
las restricciones no holónomicas, tanto del uniciclo como
las del remolque.

3.1 Diseño de control

Se desea entonces que xeu, yeu, θe y φ → 0, para ello se
propone la siguiente ley de control sobre las velocidades
lineal y angular del uniciclo.

v = vdrcosθe + cxxeu, (15)

w = wdθ + cθθe + vdr
sinθeu
θeu

k

α
cyyeu, (16)

donde cx, cy, cθ y k son ganancias de control positivas y el
término αi se utiliza para acotar el error de seguimiento
[13] y se define como:

α =
√
x2eu + y2eu + k2. (17)

4. RESULTADOS

Para visualizar el comportamiendo del tráiler al aplicar
el control propuesto, se realizaron simulaciones para dife-
rentes trayectorias deseadas.

Se utilizó además el modelo dinámico del tráiler consi-
derando las coordenadas del uniciclo y referenciando el
remolque con respecto a este.
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ẋu = vcosθ,
ẏu = vsinθ,

θ̇ = wθ,

φ̇ = dvsin(θ − φ).

(18)

Para una trayectoria circular se emplearon las ecuaciones
xdr = rcos(θ) y ydr = rsin(θ), asignando un valor
de r = 0,4m como trayectorias de referencia para el
remolque.

Las ganancias de control utilizadas fueron k = 1, cx = 10,
cy = 100 y cθ = 0,5. En la Figura 4 se muestran las
trayectorias seguidas por el uniciclo y por el remolque,
aśı como sus trayectorias de referencia.

Los errores obtenidos en el seguimiento de esta trayectoria
circular se muestran en la Figura 5.

Figura 4. Trayectorias deseadas y seguidas por el tráiler
en trayectoria circular.

Figura 5. Errores de seguimiento en trayectoria circular.

Al agregar una perturbación en las velocidades seguidas
por el tráiler al momento de que este realiza el seguimiento
de la trayectoria circular, se presentan los errores en las
Figuras 6 y 7.

Se puede apreciar que el tráiler recupera la trayectoria
deseada rápidamente una vez finalizada la perturbación.

En la Figura 8 se muestra el seguimiento del tráiler de
una trayectoria eĺıptica deseada aún cuando este no inicia

Figura 6. Trayectorias del tráiler con una perturbación en
2 < t < 4.

Figura 7. Errores de seguimiento del tráiler en una trayec-
toria circular y con una perturbación en 2 < t < 4.

Figura 8. Trayectorias seguidas por el tráiler y sus trayec-
torias de referencia en una trayectoria eĺıptica con
una perturbación en 3,3 < t < 4.

dentro de la trayectoria de referencia y además se incluye
una perturbación en 3,3 < t < 4.

Los errores obtenidos en el seguimiento de la trayectoria
eĺıptica se muestran en la Figura 9, puede apreciarse que
el tráiler recupera rápidamente las posiciones deseadas.

En la Figura 10 se muestra el seguimiento del tráiler de
una trayectoria deseada en forma de lemniscata y en la
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Figura 9. Errores de seguimiento en trayectoria eĺıptica
con una perturbación en 3,3 < t < 4.

Figura 10. Trayectorias seguidas por el tráiler en una
trayectoria deseada en forma de lemniscata.

Figura 11. Errores de seguimiento en trayectoria de lem-
niscata.

Figura 11 se muestra el error obtenido.

Se puede observar claramente como el uniciclo traza su
trayectoria con vueltas más prolongadas en las curvas
permitiendo de este modo que sea el tráiler quien no
pierda la trayectoria deseada.

5. CONCLUSIONES

Se propusó una ley de control para seguimiento de tra-
yectorias del remolque de un tráiler no holónomo.

Se probó v́ıa simulación con diferentes trayectorias y
agregando perturbaciones en algunas de ellas, los resul-
tados obtenidos fueron satisfactorios pues se aprecia que
las posiciones seguidas por el veh́ıculo tractor al tomar
en cuenta principalmente las posiciones deseadas en el
remolque reducen las oscilaciones de este último.

Actualmente se esta trabajando en la prueba de esta-
bilidad del sistema y como trabajo futuro se realizarán
pruebas en un sistema experimental, además de que se
buscará el diseño de un nuevo control con el cual se pueda
incorporará el tráiler a un grupo de robots coordinados.
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