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Resumen: Este trabajo presenta un enfoque de sincronización maestro-esclavo en el espacio operacional 

o de trabajo de robots manipuladores actuados por motores de inducción, en el caso donde se tiene total 

disponibilidad de las variables de estado. Se combinan las dinámicas del motor de inducción (MI) y del 

robot manipulador para formar un sistema acoplado MI-Robot. Se diseña una ley de control para 

sincronizar la posición de los sistemas MI-Robot en el espacio operacional mientras siguen una 

trayectoria deseada. Con base en el diseño de Lyapunov, se muestra que el controlador mantiene 

convergencia exponencial global del error en lazo cerrado. Las simulaciones presentadas muestran la 

efectividad del esquema propuesto. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Actualmente, en los procesos de producción industrial se 

requiere la ejecución de tareas que un solo robot no puede 

realizar y para lo cual, es necesario hacer que dos o más 

robots lleven a cabo una misma acción de manera 

sincronizada. El objetivo de la sincronización de dos sistemas 

dinámicos que evolucionan en forma separada, uno 

denominado maestro y otro esclavo, es que se acoplen o 

coincidan en una trayectoria de evolución común a partir de 

un cierto instante en adelante.  

En la literatura se han reportado diversos algoritmos de 

control de sincronización  en el espacio de articulación. En 

(Rodríguez-Ángeles y Nijmeijer, 2004) y (Bondhus et al., 

2005) se sincronizan robots manipuladores mediante la 

realimentación de estados con acceso solo a la posición de 

los robots;  en (Chung y Slotine, 2008), a partir del enfoque 

de contracción, los robots siguen una trayectoria común 

mientras mantienen una formación a través de un grafo 

dirigido de interconexión;  a través del análisis de pasividad 

se atacan los tópicos anteriores aunado con retardos de 

comunicación constante en (Ihle et al., 2007), (Chopra y 

Spong, 2008), (Nuño et al., 2011), (Wang, 2012); en (Min et 

al., 2010), (Yu y Antsaklis, 2010) y (Abdessameud et al., 

2014) se hace uso de pasividad tomando en cuenta retardos 

de tiempo variantes; en  (Bouteraa et al., 2011), (Nuño et al., 

2013) abordan la interconexión en la sincronización, la cual 

es considerada como un grafo no dirigido. Así mismo, en 

sincronización se han aplicado técnicas de control como  

backstepping (Zhang et al., 2012), (Xingjie et al., 2013); 

cross-coupling (Bouteraa et al., 2011), (Bouaziz et al., 2013); 

modos deslizantes (Mei, 2011) y redes neuronales (RN) en 

(Das y Lewis, 2011), (Chen y Lewis, 2011) y (Cui y Yan, 

2012). En el espacio operacional o de trabajo se han 

reportado esquemas de sincronización de posición y 

orientación. En (Kyrkjebo y Pettersen, 2008) se hace uso de 

un manipulador virtual para sincronizar robots manipuladores 

en un esquema líder-seguidor donde la velocidad del líder es 

desconocida.  En (Liu y Chopra, 2012) se logra 

sincronización, usando la propiedad de pasividad, de robots 

manipuladores heterogéneos con retardos de tiempo 

variantes. En (Wang, 2013) se sincronizan robots 

manipuladores sin un líder, utiliza grafos dirigidos 

fuertemente conectados para desarrollar una ley de control 

adaptable que enfrenta incertidumbres de parámetros 

cinemáticos y dinámicos. En (Aldana et al., 2014) se 

sincroniza posición y orientación de robots manipuladores; la 

sincronización de posición se diseña con el uso del jacobiano, 

mientras que la orientación es sincronizada por medio de los 

cuaterniones. En (Cicek et al., 2014) se sincronizan efectores 

finales de robots manipuladores en el espacio de articulación 

y operacional en el cual se atacan incertidumbres 

paramétricas.  

En los trabajos citados se destaca que todos asumen 

actuadores ideales en todos los casos de sincronización. En la 

práctica, un gran número de manipuladores industriales 

emplean motores eléctricos como actuadores, siendo los más 

comunes los servomotores de cd tipo sin escobillas de imán 

permanente. La ventaja de estos motores es la mayor 

facilidad de controlar la posición y seguimiento de 

trayectoria deseada, sin embargo como desventaja se 

encuentra el costo, ocasionado por el empleo de tierras raras 

como neodimio-hierro-boro o samario-cobalto en la 

fabricación del imán permanente. Ante esta situación se ha 

considerado la alternativa de utilizar motores de inducción 

(MI) como actuadores, por el hecho de ser dispositivos que 

generan un alto par de salida y bajo costo de fabricación, 

aunque con la desventaja de la dificultad de control por su 

alta no linealidad. De esta manera, se ha reportado el 

acoplamiento de motores de inducción en robots 

manipuladores para seguir una trayectoria deseada (Guerrero 

y Tang, 2001), (Diniz et al., 2012).  

El objetivo de este artículo es desarrollar un esquema de 

control de sincronización maestro-esclavo en el espacio 

operacional o de trabajo de robots manipuladores actuados 

directamente por motores de inducción (MI-Robot) con el 

acceso completo a las variables de estado, tal que la posición 
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y orientación en el espacio operacional 𝑥𝑖 ∈ ℝ
𝑚 del 𝑖é𝑠𝑖𝑚𝑜 

MI-Robot esclavo sean sincronizadas con respecto a 𝑥𝑗 ∈ ℝ
𝑚 

del MI-Robot maestro. El artículo es organizado de esta 

forma: Modelo dinámico del robot manipulador y motor de 

inducción, en la sección 2. Después en la sección 3 se 

describe el acoplamiento del robot y motor en un sistema MI-

Robot. En la sección 4 se desarrolla el controlador de 

sincronización en el espacio operacional. En la sección 5 se 

muestran resultados de las simulaciones realizadas; por 

último, en la sección 6 se dan las conclusiones del trabajo 

presentado. 

 

2. MODELO DEL ROBOT MANIPULADOR Y MOTOR 

DE INDUCCIÓN 

Se consideran 𝑝 robots manipuladores completamente 

actuados sin fricción, con 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 articulaciones; los 

vectores de coordenadas de las articulaciones de los robots, 

en el espacio de articulación, son 𝑞𝑖 ∈ ℝ
𝑛, 𝑖 = 1, … , 𝑝. 

Usando el formulismo de Euler-Lagrange, el modelo 

dinámico del 𝑖é𝑠𝑖𝑚𝑜 robot es dado por: 

𝑀𝑖(𝑞𝑖)�̈�𝑖 + 𝐶𝑖(𝑞𝑖 , �̇�𝑖)�̇�𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖) = 𝜏𝑖        𝑖 = 1,… , 𝑝 (1) 

Donde 𝑀𝑖(𝑞𝑖) ∈ ℝ
𝑛×𝑛 es la matriz de inercias, 𝐶𝑖(𝑞𝑖 , �̇�𝑖) ∈

ℝ𝑛×𝑛 es la matriz de Coriolis y fuerzas centrífugas, 𝑔𝑖(𝑞𝑖) ∈
ℝ𝑛 vector de fuerzas gravitacionales, 𝜏𝑖 ∈ ℝ

𝑛 es el vector de 

pares de entrada. Este modelo contempla las siguientes 

propiedades (Rodríguez-Ángeles y Nijmeijer, 2004): 

 La matriz de inercias 𝑀𝑖(𝑞𝑖) ∈ ℝ
𝑛×𝑛 es simétrica y 

definida positiva para todo 𝑞𝑖 ∈ ℝ
𝑛 

 Si la matriz 𝐶𝑖(𝑞𝑖 , �̇�𝑖) ∈ ℝ
𝑛×𝑛 es definida usando los 

símbolos Christoffel, entonces la matriz [�̇�𝑖(𝑞𝑖) −

2𝐶𝑖(𝑞𝑖 , �̇�𝑖)] es antisimétrica, por lo que para toda 

𝑥 ∈ ℝ𝑛,  𝑥𝑇[�̇�𝑖(𝑞𝑖) − 2𝐶𝑖(𝑞𝑖 , �̇�𝑖)]𝑥 = 0 

 

2.1 Modelo y control del Motor de Inducción 

En (Marino et al., 2010) se presenta el modelo dinámico y 

control del motor de inducción, donde los vectores de 

corriente y flujo (𝑖a, 𝑖b), (λa, λb) del modelo (a, b) fijo al 

estator, son utilizados para expresar las ecuaciones del 

modelo en un esquema de campo orientado  (d, q). En este 

modelo se incluye la dinámica mecánica y eléctrica del MI, 

despreciando los efectos de la fricción viscosa. 

𝑑𝜔𝑚
𝑑𝑡

= 𝜇𝜆𝑑𝑖𝑞 −
𝑇𝐿
𝐽

 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑛𝑝𝜔𝑚 + 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞

𝜆𝑑
 

𝑑𝜆𝑑
𝑑𝑡

= −𝛼𝜆𝑑 + 𝛼𝐿𝑚𝑖𝑑  

𝑑𝑖𝑑
𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑑 + 𝛼𝛽𝜆𝑑 + 𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑞 + 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞
2

𝜆𝑑
+
1

𝜎𝐿𝑠
𝑢𝑑 

𝑑𝑖𝑞

𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑞 − 𝛽𝑛𝑝𝜔𝑚𝜆𝑑 − 𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑑 − 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞𝑖𝑑

𝜆𝑑
+
1

𝜎𝐿𝑠
𝑢𝑞 

(2) 

 

Donde 𝜌 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝜆𝑏

𝜆𝑎
, 𝛼 =

𝑅𝑟

𝐿𝑟
, 𝛽 =

𝐿𝑚

𝜎𝐿𝑠𝐿𝑟
, 𝜇 =

3

2
𝑛𝑝

𝐿𝑚

𝐽𝐿𝑟
, 

𝛾 =
𝑅𝑠𝐿𝑟

2+𝑅𝑟𝐿𝑚
2

𝜎𝐿𝑠𝐿𝑟
2 , 𝜎 = 1 −

𝐿𝑚
2

𝐿𝑠𝐿𝑟
,  𝜔𝑚 es la velocidad angular del 

rotor, 𝑖𝑑 , 𝑖𝑞  son las corrientes en el eje d y eje q; 𝜆𝑑 los 

enlaces de flujo del rotor en el eje d. 𝑛𝑝, 𝑇𝐿  son número de 

pares de polos y par de carga, respectivamente.  𝐽 es el 

momento de inercia del motor, definido constante. 𝐿𝑚, 𝐿𝑠 y 

𝐿𝑟 inductancia mutua y auto-inductancia del estator y rotor, 

obtenidas de 𝐿(𝑚,𝑠,𝑟) =
𝑋(𝑚,𝑠,𝑟)

2𝜋𝑓
, en la cual 𝑋(𝑚,𝑠,𝑟) es la 

reactancia inductiva mutua, del estator o rotor, según 

corresponda; f es la frecuencia nominal en Hertz (Hz). 𝑅𝑠 y  

𝑅𝑟 resistencia del estator y rotor.  

𝑢𝑑 y 𝑢𝑞 son las entradas de control no lineal de 

realimentación de estados, descritas por: 

(
𝑢𝑑
𝑢𝑞
) = 𝜎𝐿𝑠

(

 
 −𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑞 − 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞
2

𝜆𝑑
− 𝛼𝛽𝜆𝑑 + 𝑣𝑑

𝑛𝑝𝛽𝜔𝑚𝜆𝑑 + 𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑑 + 𝛼𝐿𝑚
𝑖𝑑𝑖𝑞

𝜆𝑑
+ 𝑣𝑞

)

 
 

 (3) 

Aplicando (3) al modelo (2), se obtiene el siguiente sistema 

de lazo cerrado: 

𝑑𝜔𝑚
𝑑𝑡

= 𝜇𝜆𝑑𝑖𝑞 −
𝑇𝐿
𝐽

 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑛𝑝𝜔𝑚 + 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞

𝜆𝑑
 

𝑑𝜆𝑑
𝑑𝑡

= −𝛼𝜆𝑑 + 𝛼𝐿𝑚𝑖𝑑  

𝑑𝑖𝑑
𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑑 + 𝑣𝑑  

𝑑𝑖𝑞

𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑞 + 𝑣𝑞  

(4) 

𝑣𝑑 y 𝑣𝑞  son las nuevas entradas de control obtenidas al 

aplicar los lazos  PI (Proporcional-Integral) siguientes: 

   𝑣𝑑 = 𝐾𝑑1(𝜆𝑑 𝑟𝑒𝑓 − 𝜆𝑑) + 𝐾𝑑2∫(𝜆𝑑 𝑟𝑒𝑓 − 𝜆𝑑)𝑑𝑡 
(5) 

   𝑣𝑞 = 𝐾𝑞1(𝑇𝑟𝑒𝑓 − 𝑇) + 𝐾𝑞2 ∫(𝑇𝑟𝑒𝑓 − 𝑇)𝑑𝑡 (6) 

𝑇𝑟𝑒𝑓 = 𝐾𝑞3(𝜔𝑟𝑒𝑓 − 𝜔𝑚) + 𝐾𝑞4∫(𝜔𝑟𝑒𝑓 − 𝜔𝑚)𝑑𝑡 
(7) 

Donde 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓 , 𝑇𝑟𝑒𝑓 , 𝜔𝑟𝑒𝑓 , son los enlaces de flujo del rotor, 

par y velocidad angular de referencia, respectivamente. 𝐾𝑑1, 
𝐾𝑑2, 𝐾𝑞1, 𝐾𝑞2, 𝐾𝑞3 y 𝐾𝑞4 son ganancias constantes positivas. 

 

3. ACOPLAMIENTO MOTOR DE INDUCCION – ROBOT 

MANIPULADOR 

Se asume que la amplitud de los enlaces de flujo 𝜆𝑑,𝑖𝑘 es 

regulada al valor de la referencia constante 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,𝑖𝑘 a través 

del lazo de control (5), por lo cual el sistema (4) se reduce a: 
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𝐽𝑖𝑘
𝑑𝜔𝑚,𝑖𝑘
𝑑𝑡

= 𝜇𝑖𝑘𝐽𝑖𝑘𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,𝑖𝑘𝑖𝑞,𝑖𝑘 − 𝑇𝐿,𝑖𝑘  

𝑑𝑖𝑑,𝑖𝑘
𝑑𝑡

= −𝛾𝑖𝑘𝑖𝑑,𝑖𝑘 + 𝑣𝑑,𝑖𝑘 

𝑑𝑖𝑞,𝑖𝑘

𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑘𝑖𝑞,𝑖𝑘 + 𝑣𝑞,𝑖𝑘  

(8) 

 

Donde se considera que la 𝑘é𝑠𝑖𝑚𝑎 , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛, 

articulación de cada 𝑖é𝑠𝑖𝑚𝑜, 𝑖 = 1,… , 𝑝, robot manipulador 

está siendo actuada por un motor de inducción.  

Sea 𝒗𝑖 = [𝑣𝑑,𝑖𝑘 𝑣𝑞,𝑖𝑘]𝑇 , 𝑰𝑖 = [𝑖𝑑,𝑖𝑘 𝑖𝑞,𝑖𝑘]𝑇 , 𝛀𝒊 =

[𝜔𝑚,𝑖1, 𝜔𝑚,𝑖2,···, 𝜔𝑚,𝑖𝑘]
𝑇
, 𝐓𝑳,𝒊 = [𝑇𝐿,𝑖1, 𝑇𝐿,𝑖2,···, 𝑇𝐿,𝑖𝑘]

𝑇
, 

𝐉𝒊 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐽𝑖1, 𝐽𝑖2,···, 𝐽𝑖𝑘], 𝐁𝒊 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜇𝑖1𝐽𝑖1, 𝜇𝑖2𝐽𝑖2,···, 𝜇𝑖𝑘𝐽𝑖𝑘], 
𝚲𝒊 = [𝑙𝑖1, 𝑙𝑖2,···, 𝑙𝑖𝑘]  con  𝑙𝑖𝑘 = 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,𝑖𝑘𝑖𝑞,𝑖𝑘.  

El modelo reducido del MI en lazo cerrado se muestra como: 

𝐉𝒊�̇�𝒊 = 𝐁𝒊𝚲𝒊 − 𝐓𝑳,𝒊 

�̇�𝒊 = −𝛾𝑖𝑘𝐈𝑖 + 𝒗𝑖  
(9) 

Donde �̇�𝒊, 𝐓𝑳,𝒊, 𝚲𝒊 ∈ ℝ
𝑛; 𝐉𝒊, 𝐁𝒊 ∈ ℝ

𝑛𝑥𝑛. Así mismo los 

vectores de posición, velocidad y aceleración del motor son 

definidos como 𝛉𝒎,𝒊, 𝛚𝒎,𝒊, �̇�𝒎,𝒊 ∈ ℝ
𝑛.  

Por simplicidad de notación no se usará letra en negrita para 

estas ecuaciones en el siguiente desarrollo del sistema 

acoplado MI-Robot. 

Suposición 1. Existe un acoplamiento mecánico directo entre 

el MI y la articulación correspondiente del robot 

manipulador, por lo cual: 

𝑞𝑖 = 𝜃𝑚,𝑖;       �̇�𝑖 = 𝜔𝑚,𝑖;       �̈�𝑖 = �̇�𝑚,𝑖  (10) 

Suposición 2. El par de entrada o par necesario en cada 

articulación del robot manipulador, se considera como el par 

de carga aplicado a cada motor de inducción  

𝑇𝐿,𝑖 = 𝜏𝑖 = 𝑀𝑖�̈�𝑖 + 𝐶𝑖�̇�𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖) (11) 

Sustituyendo (10) y (11) en (9), se tiene que: 

𝐽𝑖�̇�𝑖 = 𝐵𝑖Λ𝑖 − [𝑀𝑖�̈�𝑖 + 𝐶𝑖�̇�𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖)]

𝐵𝑖Λ𝑖 = 𝐽𝑖�̈�𝑖 + [𝑀𝑖�̈�𝑖 + 𝐶𝑖�̇�𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖)]

𝐵𝑖Λ𝑖 = (𝐽𝑖 +𝑀𝑖)�̈�𝑖 + 𝐶𝑖�̇�𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖)

 

𝐷𝑖�̈�𝑖 + 𝐶𝑖�̇�𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖) = 𝐵𝑖Λ𝑖  (12) 

donde 𝐷𝑖 = 𝐽𝑖 +𝑀𝑖. Este sistema acoplado MI-Robot (12) 

tiene las mismas propiedades enunciadas en la sección II, 

debido a que �̇�𝑖 = 𝐽�̇� + �̇�𝑖 = �̇�𝑖, 𝐽𝑖 es constante. 

Suposición 3.  Se asume que el par necesario para lograr 

sincronización, será el par de referencia 𝑇𝑟𝑒𝑓  para el lazo de 

control PI (7). 

 

4. DISEÑO DEL CONTROLADOR EN EL ESPACIO 

OPERACIONAL 

La posición y orientación del efector final en el espacio de 

trabajo, denotado por 𝑥(𝑡) ∈ ℝ𝑚, es definido como (Behal et 

al. 2010): 

𝑥 = 𝑓(𝑞) (13) 

Donde 𝑓(𝑞) ∈ ℝ𝑚 denota la cinemática directa y 𝑞(𝑡) ∈
ℝ𝑛 denota la posición del eslabón en el espacio de 

articulación. Las relaciones diferenciales entre las variables 

de la posición del efector final y la posición del eslabón en el 

espacio de articulación puede ser calculada como: 

�̇� = 𝐽(𝑞)�̇� 

�̈� =  𝐽(̇𝑞)�̇� + 𝐽(𝑞)�̈� 
(14) 

 

Donde �̇�(𝑡), �̈�(𝑡) ∈ ℝ𝑛 representan los vectores de 

velocidad y aceleración del eslabón, respectivamente.  

El Jacobiano del manipulador, denotado por 𝐽(𝑞) ∈ ℝ𝑚×𝑛, es 

definido como: 

𝐽(𝑞) =
𝜕𝑓(𝑞)

𝜕𝑞
 

(15) 

La pseudo inversa de 𝐽(𝑞), descrita por  𝐽+(𝑞) ∈ ℝ𝑛×𝑚, es 

definida como: 

𝐽+ = 𝐽𝑇(𝐽 𝐽𝑇)−1 (16) 

Esta pseudo inversa satisface las condiciones de Moore-

Penrose: 

𝐽 𝐽+𝐽 = 𝐽 
(𝐽+𝐽)𝑇 = 𝐽+𝐽 

𝐽+𝐽 𝐽+ = 𝐽+ 

(𝐽 𝐽+)𝑇 = 𝐽 𝐽+ 

En suma a las propiedades anteriores, la matriz (𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽) 

satisface las siguientes propiedades: 

(𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽)(𝐼𝑛 − 𝐽

+ 𝐽) = 𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽 

(𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽)𝑇 = 𝐼𝑛 − 𝐽

+ 𝐽 
𝐽(𝐼𝑛 − 𝐽

+ 𝐽) = 0 
(𝐼𝑛 − 𝐽

+ 𝐽) 𝐽+ = 0 

El error de posición en el espacio de trabajo 𝑒(𝑡) ∈ ℝ𝑚, es 

definido como: 

𝑒 = 𝑥𝑑 − 𝑥 (17) 

Donde 𝑥𝑑 ∈ ℝ
𝑚 representa la trayectoria deseada en el 

espacio de trabajo. 

 

Por su parte, se describe un error que permitirá realizar la 

tarea en particular de seguimiento a una trayectoria deseada o 

de sincronización. Este error se denota por 𝑒𝑁(𝑡) ∈ ℝ
𝑛, es 

definido como: 

𝑒𝑁 = (𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽)(𝑔 − �̇�) (18) 

Donde 𝐼𝑛 ∈ ℝ
𝑛×𝑛 es la matriz identidad 𝑛 × 𝑛 y 𝑔(𝑡) ∈ ℝ𝑛 

es una señal construida de acuerdo al objetivo de control 

requerido en (18). 

Tomando la derivada de (17) y sustituyendo (14), se 

obtiene: 

�̇� = �̇�𝑑 − �̇� = �̇�𝑑 −  𝐽(𝑞)�̇� + 𝛼𝑒 − 𝛼𝑒 
= −𝛼𝑒 + 𝐽 [ 𝐽+(�̇�𝑑 + 𝛼𝑒) + (𝐼𝑛 − 𝐽

+ 𝐽)𝑔 − �̇�] 
(19) 

Donde el término 𝛼𝑒 ha sido sumado y sustraído para 

facilitar la formulación del control, 𝛼 ∈ ℝ𝑚×𝑚 denota una 

matriz diagonal de ganancias, definida positiva.  

Basado en la estructura de (19), el error filtrado de 

seguimiento 𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛 para reducir el orden de la dinámica 

del error, es definido como: 
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𝑟 = 𝐽+(�̇�𝑑 + 𝛼𝑒) + (𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽)𝑔 − �̇� (20) 

Así, el error de posición del sistema MI-Robot en el espacio 

de trabajo, puede ser escrito usando 𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛 como: 

�̇� = −𝛼𝑒 + 𝐽𝑟 (21) 

Así mismo, el error 𝑒𝑁(𝑡) ∈ ℝ
𝑛 expresado en función de 

𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛, se define como: 

𝑒𝑁 = (𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽)𝑟 (22) 

Por lo cual, si 𝑟(𝑡) es regulado, 𝑒𝑁(𝑡) también es regulado, 

de este modo se logra la tarea de sincronización. 

Si se toma la derivada respecto al tiempo de (20), pre-

multiplicando por la matriz de inercias 𝐷(𝑞) del sistema 

acoplado MI-Robot (12) y sustituyendo la dinámica del 

manipulador, se mantiene dicha dinámica en lazo abierto: 

𝐷(𝑞)�̇� = −𝐶(𝑞, �̇�)𝑟 + 𝑌∅ − 𝐵𝑖𝛬𝑖  (23) 

Donde la formulación de la matriz de regresión/vector de 

parámetros 𝑌∅ es definida por: 

𝑌∅ = 𝐷(𝑞)
𝑑

𝑑𝑡
{𝐽+(�̇�𝑑 + 𝛼𝑒) + (𝐼𝑛 − 𝐽

+ 𝐽)𝑔} 

+𝐶(𝑞, �̇�) {
𝐽+(�̇�𝑑 + 𝛼𝑒)

+(𝐼𝑛 − 𝐽
+ 𝐽)𝑔

} + 𝐺(𝑞) 

(24) 

Donde 𝑌(�̈�𝑑 , �̇�𝑑 , 𝑥, 𝑞, �̇�, 𝑔, �̇�) ∈ ℝ
𝑛×𝑟 es la matriz de 

regresión y ∅ ∈ ℝ𝑟 denota los parámetros constantes del 

sistema (por ejemplo: masa, inercia, coeficientes de fricción, 

etc.) 

 

4.1 Control en el espacio operacional 

Basado en el desarrollo de los errores del sistema, mostrado 

anteriormente, la entrada de control es diseñado a través del 

método de Lyapunov. 

Se propone la función de Lyapunov: 

𝑉(𝑟, 𝑒) =∑{
1

2
𝑟𝑇𝐷𝑟 +

1

2
𝑒𝑇𝑒}

𝑝

𝑖=1

 
(25) 

La matriz 𝑉(𝑟, 𝑒) es definida positiva para todo  𝑟,  𝑒 y 

𝑉(𝑟, 𝑒) = 0 si y solo si 𝑟 = 0, 𝑒 = 0 

La derivada de 𝑉(𝑟, 𝑒) es: 

�̇�(𝑟, 𝑒) =∑{𝑟𝑇𝐷�̇� +
1

2
𝑟𝑇�̇�𝑟 + 𝑒𝑇�̇�}

𝑝

𝑖=1

 

Por propiedad de escalares 𝑒𝑇𝐽𝑟 = 𝑟𝑇𝐽𝑇𝑒. Además, 

sustituyendo (23) 𝐷�̇� = −𝐶𝑟 + 𝑌∅ − 𝐵𝑖𝛬𝑖  y (21) �̇� =

−𝛼𝑒 + 𝐽𝑟 en  �̇�(𝑟, 𝑒): 

�̇�(𝑟, 𝑒) = ∑{
𝑟𝑇(−𝐶𝑟 + 𝑌∅ − 𝐵𝑖𝛬𝑖)

+
1

2
𝑟𝑇�̇�𝑟 + 𝑒𝑇(−𝛼𝑒 + 𝐽𝑟)

}

𝑝

𝑖=1

 

=∑{
𝑟𝑇 (

1

2
�̇� − 𝐶) 𝑟 − 𝑒𝑇𝛼𝑒

+𝑟𝑇(𝑌∅ − 𝐵𝑖𝛬𝑖 + 𝐽
𝑇𝑒)
}

𝑝

𝑖=1

 

Por la propiedad de antisimetría de la matriz (�̇� − 2𝐶), se 

obtiene que:  

�̇�(𝑟, 𝑒) =∑{−𝑒𝑇𝛼𝑒 + 𝑟𝑇(𝑌∅ − 𝐵𝑖𝛬𝑖 + 𝐽
𝑇𝑒)}

𝑝

𝑖=1

 
(26) 

Para forzar que �̇�(𝑟, 𝑒) < 0 se establece la igualdad:  

𝑌∅ − 𝐵𝑖𝛬𝑖 + 𝐽
𝑇𝑒 = −𝐾𝑟 (27) 

Sustitución de (27) en (26) �̇�(𝑟, 𝑒): 

�̇�(𝑟, 𝑒) = −∑{𝑒𝑇𝛼𝑒 + 𝑟𝑇𝐾𝑟}

𝑝

𝑖=1

< 0 
(28) 

De acuerdo a (Behal, 2010), se dice que los errores 𝑒,  𝑒𝑁 son 

global asintóticamente estables. 

Por tanto, de (27) se desarrolla la ley de control que llevará a 

sincronización maestro-esclavo de sistemas MI-Robot en el 

espacio de trabajo, como: 

𝐵𝑖𝛬𝑖 = 𝑌∅ + 𝐾𝑟 + 𝐽
𝑇𝑒 (29) 

Donde 𝐾 ∈ ℝ𝑛×𝑛 es una matriz de ganancias constante, 

definida positiva.  

4.2 Control de sincronización de MI-Robot en el espacio 

operacional 

Se tiene un robot manipulador maestro 𝑗 completamente 

actuado por motores de inducción que sigue una trayectoria 

deseada en el espacio operacional, 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

(𝑥𝑑,𝑘 − 𝑥𝑗,𝑘) = 0 (30) 

Donde 𝑥𝑑,𝑘 ∈ ℝ
𝑚 representa la trayectoria deseada en el 

espacio de trabajo, 𝑥𝑗,𝑘 ∈ ℝ
𝑚 denota la trayectoria del robot 

maestro. Otros robots manipuladores 𝑖 = 1,2,3 esclavos, 

completamente actuados por motores de inducción, deberán 

sincronizar respecto al robot maestro a lo largo de la 

trayectoria deseada, 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

(𝑥𝑗,𝑘 − 𝑥𝑖,𝑘) = 0 (31) 

Para esta finalidad, los robots fueron controlados a través de 

la ley de control (29). En base a la expresión (18) donde 

𝑔(𝑡) ∈ ℝ𝑛 es una señal auxiliar que es construida de acuerdo 

al objetivo de control. De esta manera, para el MI-Robot 

maestro: 

𝑔𝑗(𝑡) = 𝑞𝑑 − 𝑞𝑗  (32) 

Por su parte, cada uno de los MI-Robots esclavo, tiene que 

sincronizar con el maestro y la trayectoria deseada, por lo 

cual: 

𝑔𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖 − [𝑞𝑑 + 𝐾𝑜𝑝(𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)] (33) 

donde 𝐾𝑜𝑝 ∈ ℝ
𝑛×𝑛 representa una matriz de ganancias 

positivas. 

 

5. RESULTADOS DE SIMULACIONES 

Para mostrar el desempeño del enfoque de sincronización 

presentado, se hace uso de robots manipuladores tipo 

SCARA con 𝑘 = 4 articulaciones, en un arreglo conformado 

por un maestro y tres esclavos, tomando los parámetros de un 

robot BOSH®-SR8 mostrados en la tabla 1. Así mismo, en la 
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tabla 2 se pueden observar los datos necesarios para cada uno 

de los motores de inducción acoplados a cada articulación. Se 

consideran características ideales de simulación, donde las 

fuentes de voltaje pueden suministrar los niveles requeridos. 

La frecuencia nominal 𝑓 de cada MI se considera como 

𝑓𝑘 = [0.8 0.7 0.6 0.5]𝑇𝐻𝑧. A partir de estas 

frecuencias, las velocidades de rotación nominales son 

𝑁𝑘 = [24 21 18 15]𝑇 𝑟𝑝𝑚. La trayectoria deseada es 

descrita por la expresión: 

𝑥𝑑(𝑡) = 

[0.55 + 0.1 𝑠𝑖𝑛(2𝑡) 0.3 + 0.1 𝑐𝑜𝑠(2𝑡) 0.08𝑡]𝑇𝑚 
(34) 

 

La posición inicial del efector final en el espacio operacional 

del MI-Robot maestro fue puesta a: 

𝑥(0)𝑗 = [0.37 0.43 0]𝑇 𝑚 

 

Para cada MI-Robot esclavo, la posición del efector final de 

en el espacio de operación, fueron: 

𝑥(0)𝑖 = [

𝑥(0)1
𝑥(0)2
𝑥(0)3

] = [
0.2953 0.4235 0
0.4447 0.4235 −0.1
0.2730 0.55 −0.2

]  𝑚 

 

Tabla 1. Parámetros del robot SCARA, BOSH®-SR8 

Pará-

metro 

Valor Pará

metro 

Valor Pará-

metro 

Valor 

𝒍𝟏 0.43 𝑚 𝑚1 15 𝑘𝑔 𝐼1 0.01542 ∙ 𝑚1 

𝒍𝟐 0.37 𝑚 𝑚2 12 𝑘𝑔 𝐼2 0.01142 ∙ 𝑚2 

𝒍𝒄𝟏 0.215 𝑚 𝑚3 3 𝑘𝑔 𝐼3 = 𝐼4 0.03358 ∙ 𝑚3 

𝒍𝒄𝟐 0.185 𝑚 𝑚4 3 𝑘𝑔 𝑔 9.81 
𝑚

𝑠2
 

 

Así mismo, todos los MI tuvieron la misma referencia de los 

enlaces de flujo 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,𝑘 = 0.4 𝑊𝑏. Las ganancias se 

establecieron como: 𝐾𝑑1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[2000], 𝐾𝑑2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[8000], 
𝐾𝑞3 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[50],  𝐾𝑞4 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[150], 𝛼 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[250], 

𝐾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[30], 𝐾𝑜𝑝 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[4]. Se utilizó la plataforma de 

Simulink®, con la codificación S-Function level-2. Los 

resultados son mostrados en las Figuras 1-3. 

 

Tabla 2. Parámetros del Motor de Inducción 

Parámetro Valor Parámetro Valor 

Potencia 200 W Polos 4 

Velocidad 1732 rpm Voltaje 220V-3 Fases 

𝑅𝑠 1.77 Ω 𝑅𝑟 1.34 Ω 

𝐿𝑙𝑠 0.024 H 𝐿𝑚 0.245 H 

𝐿𝑙𝑟  0.013 H 𝐽 0.025 𝑘𝑔 ∙ 𝑚2 

 

 
Fig. 1. Sincronización de los MI-Robots, maestro y esclavos 

sobre el plano X-Y 

 

 

Fig. 2. Sincronización sobre el plano X-Z 

 

 
Fig. 3. Errores de sincronización en el espacio operacional 

 

6. CONCLUSIONES 

Haciendo uso del controlador (29) desarrollado a partir del 

análisis de Lyapunov y del control de MI obtenido de 

(Marino et al., 2010), así como de las señales (32) y (33), se 

han conjuntado en un esquema de control de sincronización 

en el espacio operacional de sistemas acoplados MI-Robot 

(12), el cual asumiendo el conocimiento de los parámetros, 

disponibilidad del espacio completo de estados y fuentes 
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ideales, a través de las simulaciones ha mostrado mantener 

errores de sincronización asintóticamente estables en su 

respuesta de lazo cerrado. 

Diversos trabajos en la literatura acerca de sincronización se 

han enfocado a atacar problemáticas de incertidumbre 

paramétrica, disponibilidad solo de la posición de los robots, 

retardos de tiempo, entre otras, sin embargo en este trabajo se 

ha abordado con resultados satisfactorios la inclusión de la 

dinámica del actuador dentro del esquema de sincronización 

en el espacio operacional o de trabajo. 
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