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Autónoma de Puebla, Puebla, México, (e-mail:
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Resumen: Las aplicaciones de un robot submarino operado a distancia (ROV) se han
incrementado ante la demanda de diversas industrias entre las que destacan la del petróleo,
la pesquera y la militar. Por esta razón el presente art́ıculo aborda el estudio del modelo
dinámico de un robot submarino de 6 grados de libertad y se presentan los resultados de
aplicar un método de control óptimo, con el objetivo de regular la posición de un ROV en 3
grados de libertad (surge, sway y heave).

Palabras claves: Modelado e identificación de sistemas, sistemas no lineales, control
óptimo.

1. INTRODUCCIÓN

Los robots submarinos operados a distancia (ROVs, por
las siglas en inglés de Remotely Operated Vehicle) son
veh́ıculos caracterizados por estar controlados de manera
alámbrica por medio de un cable, conocido como “tether”,
por el cual se transmiten señales de video y telemetŕıa
además de utilizarse para alimentar de enerǵıa al robot.
Estos veh́ıculos generalmente incorporan herramientas
y/o un brazo robótico y son utilizados para misiones de
manipulación en aguas profundas, Christ and Wernli Sr
(2013).

El presente art́ıculo aborda el estudio del modelo dinámico
de un robot submarino y se centra en analizar los resul-
tados de un método de control óptimo con el objetivo
de diseñar un sistema de control que permita regular los
movimientos de un ROV en 3 grados de libertad GDL
(surge, sway y heave).

En términos generales el mayor problema de diseñar un
sistema de control eficiente es la dificultad de estimar
los parámetros hidrodinámicos de un veh́ıculo con sufi-
ciente precisión, los cuales permiten completar su modelo
dinámico, sin embargo, con el avance de la tecnoloǵıa se
han utilizado herramientas computacionales que permiten
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estimar estos parámetros de manera sencilla a un menor
costo y con un menor tiempo consumido, como por ejem-
plo en Chin and Lau (2012) realizaron la comparación
entre pruebas experimentales y el uso de simulaciones
para estimar los parámetros hidrodinámicos de un robot
submarino obteniendo resultados similares en ambos ca-
sos. De esta manera, confiando en el modelo dinámico
obtenido para un ROV se diseñó un método de control
óptimo para regular la posición del veh́ıculo, un ejemplo se
muestra en Tijani and Budiyono (2016) donde aplicaron
un método de control óptimo LQR para controlar un
veh́ıculo submarino autónomo AUV.

Finalmente el objetivo del presente trabajo es el de
diseñar un sistema de control de fácil implementación que
permita controlar la posición de un veh́ıculo ROV.

De esta manera, el modelo matemático de un robot
submarino es tratado en la sección II. La sección III
presenta el diseño del control óptimo. En la sección IV
se muestra los resultados de la simulación del sistema
de control y finalmente las conclusiones del art́ıculo son
descritas en la sección V.

2. MODELO MATEMÁTICO

El modelo matemático de un robot submarino involucra
el estudio de la cinemática y la dinámica del veh́ıculo.
La cinemática consiste en las ecuaciones que relacionan
las diferentes coordenadas utilizadas para expresar la ve-
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locidad del veh́ıculo y la dinámica describe las fuerzas que
actúan sobre el veh́ıculo cuando navega. A continuación se
presenta la deducción de las ecuaciones mas importantes
para cuerpos sumergidos en agua.

2.1 Marcos de referencia

Para analizar el movimiento de un robot submarino en
6 grados GDL, es conveniente definir dos marcos de
referencia como se muestra en la Fig. 1.

Fig. 1. Marcos de referencia para describir el movimiento
de un ROV.

Marco de referencia inercial (NED) El marco de refer-
encia inercial está ubicado sobre la superficie de la tierra
y su nombre indica las siglas en inglés de norte-este-abajo
(North-East-Down). En este marco el eje x apunta hacia
el norte, el eje y apunta hacia el este, y el eje z apunta
hacia abajo y es normal a la superficie de la Tierra, como
se muestra en la Fig. 1. De esta forma el plano xy es
tangente a la superficie de la Tierra.

Marco de referencia del cuerpo (B) Este marco de
referencia está fijo al cuerpo del robot, como se muestra
en la Fig. 1. El origen de este marco de referencia
generalmente se hace coincidir con el centro de gravedad
del cuerpo, cuando éste se encuentra en el plano principal
de simetŕıa. Los ejes de este marco se eligen de tal forma
que coincidan con los ejes principales del marco inercial,
siendo xB el eje longitudinal (que va de atrás hacia
adelante), yB el eje transversal (que va de un lado al otro),
y zB que va dirigido hacia abajo.

De esta manera la posición y la orientación del veh́ıculo
se expresa con respecto al marco de referencia inercial,
mientras su velocidad lineal y angular se expresa con
respecto al marco de referencia del cuerpo. En el presente
trabajo se utilizará la notación de la SNAME (1950) para
expresar la posición y la velocidad del veh́ıculo la cual se
presenta en la Tabla 1.

2.2 Modelo cinemático

El modelado cinemático consiste en las ecuaciones que
relacionan los dos marcos de referencia antes men-
cionados. De acuerdo con Fossen (1994), las ecuaciones
cinemáticas para un veh́ıculo marino de 6 GDL, se pueden

expresar mediante ángulos de Euler de la siguiente man-
era:

η̇ =J(η)ν,

(1)[
ṗn

Θ̇

]
=

[
Rn

b 03x3

03x3 TΘ

] [
vb

wb

]
,

donde los vectores η = [pn Θ]
T

y ν =
[
vb wb

]T
son los

vectores de posición y velocidad del robot submarino,

respectivamente, mientras que pn = [x y z]
T

y Θ =

[φ θ ψ]
T

es la posición y orientación del veh́ıculo, respec-
tivamente, con respecto al eje de coordenadas inercial,

vb = [u v w]
T

y wb = [p q r]
T

es la velocidad lineal y
angular del veh́ıculo, respectivamente, con respecto al eje
de coordenadas del cuerpo, y las matrices Rn

b y TΘ están
dadas por:

Rn
b =

[
cψcθ −sψcφ+ cψsθsφ sψsφ+ cψcφsθ
sψcθ cψcφ+ sφsθsψ −cψsφ+ sθsψcφ
−sθ cθsφ cθcφ

]
, (2)

TΘ =

[
1 sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0 sφ/cθ cφ/cθ

]
, (3)

donde s(·) = sin(·), c(·) = cos(·) y t(·) = tan(·).
Es importante señalar que TΘ está indefinido para el
ángulo θ = ±90o, sin embargo, los veh́ıculos ROV se
diseñan para que no operen en esta orientación.

2.3 Modelo dinámico

El modelo dinámico de un robot submarino describe la
relación existente entre los movimientos del robot y las
fuerzas que se ejercen sobre el mismo. De acuerdo a Fossen
(2002) las ecuaciones de movimiento dinámicas de 6 GDL
para un veh́ıculo marino se expresan convenientemente
como:

Mν̇ + C(ν)ν +D(ν)ν + g(η) = τ, (4)

donde M es la matriz de inercia, C(ν) es la matriz de
Coriolis y términos centŕıpetos, D(ν) es la matriz de
fuerzas viscosas, g(η) es el vector de fuerzas de restitución,
ν es el vector de velocidad del robot submarino y τ es el
vector de entradas de control, correspondientes a la fuerza
de empuje de los propulsores.

A continuación se describen cada uno de los elementos
de (4), considerando que el origen del marco de referencia

Tabla 1. Notación del movimiento de veh́ıculos
marinos

Movimiento Nombre Posición Velocidad

Translación en x Surge x u
Translación en y Sway y v
Translación en z Heave z w
Rotación en x Roll φ p
Rotación en y Pitch θ q
Rotación en z Yaw ψ r
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del cuerpo coincide con el centro de gravedad del veh́ıculo
(CG), con la finalidad de reducir la complejidad del
modelo.

2.4 Fuerzas inerciales

Las fuerzas inerciales están compuestas por la matriz
de masa inercial M y la matriz de Coriolis y términos
centŕıpetos C(v). De acuerdo a Fossen (2002) las fuerzas
inerciales pueden ser expresadas de la siguiente manera:

M =


m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0
0 0 0 Ixx 0 0
0 0 0 0 Iyy 0
0 0 0 0 0 Izz

 , (5)

donde m es la masa del veh́ıculo y Ixx, Iyy, Izz son los
momentos de inercia del veh́ıculo con respecto al eje x, y
y z respectivamente.

C(v) =


0 0 0 0 mw −mv
0 0 0 −mw 0 mu
0 0 0 mv −mu 0
0 mw −mv 0 Izzr −Iyyq
−mw 0 mu −Izzr 0 Ixxp
mv −mu 0 Iyyq −Ixxp 0

 , (6)

donde p, q, r es la velocidad angular (wb) y u, v, w es la
velocidad lineal (vb) del robot submarino.

2.5 Fuerzas hidrodinámicas

La teoŕıa de dinámica de fluidos es muy compleja por
lo que es dif́ıcil desarrollar un modelo confiable que in-
volucre todos los efectos hidrodinámicos que experimenta
un robot submarino cuando opera debajo el agua, sin
embargo, a continuación se mencionan brevemente las
principales fuerzas hidrodinámicas, tomando en cuenta
que el robot submarino opera a velocidades bajas.

Masa añadida Es una fuerza que se opone al movimiento
de un cuerpo sumergido en un fluido y depende de la
aceleración del cuerpo. La masa añadida se suele asociar
con la cantidad de fluido que se encuentra alrededor del
cuerpo y que debe acelerarse cuando el cuerpo también lo
hace.

Fuerzas viscosas Son el resultado de la fricción que
ejerce la viscosidad de un fluido sobre un cuerpo. De
acuerdo a Chin (2013) las fuerzas viscosas se suelen
modelar de la siguiente manera:

Fv =
1

2
ρv2ACD, (7)

donde ρ es la densidad del agua, v es la velocidad del
veh́ıculo, A es el área que se proyecta en un plano
ortogonal a la dirección de la velocidad y CD es el
coeficiente de arrastre, relacionado directamente con la
forma del veh́ıculo.

En Fossen (2002), resume las fuerzas hidrodinámicas
para un cuerpo completamente sumergido en agua de la
siguiente manera:

D(v) = −


Xu 0 0 0 0 0
0 Yv 0 0 0 0
0 0 Zw 0 0 0
0 0 0 Kp 0 0
0 0 0 0 Mq 0
0 0 0 0 0 Nr

 , (8)

donde Xu, Yv, Zw,Kp,Mq, Nr, son parámetros hidrodiná-
micos que representan la fricción que ejerce la viscosidad
del fluido sobre el veh́ıculo. La mejor forma de encontrar
dichos parámetros es a través de la experimentación.

2.6 Fuerzas de restitución

Las fuerzas de restitución están compuestas por la fuerzas
de gravedad y la de flotabilidad. La fuerza de gravedad
(W ) actúa sobre el centro de gravedad del veh́ıculo,
mientras la fuerza de flotabilidad (B) actúa sobre el
centro de flotabilidad. Estas fuerzas están definidas de
la siguiente manera:

W = mg, (9)

B = ρgV, (10)

donde m es la masa del veh́ıculo, g es la aceleración de
la gravedad, ρ es la densidad del agua y V es el volumen
desplazado por el veh́ıculo.

Las fuerzas de restitución se pueden transformar al marco
de referencia del cuerpo, ver Chin (2013), quedando de la
siguiente manera:

g(η) =


(W −B)sθ
−(W −B)cθsφ
−(W −B)cθcφ

−(yGW − yBB)cθcφ+ (zGW − zBB)cθsφ
(zGW − zBB)sθ + (xGW − xBB)cθcφ
−(xGW − xBB)cθsφ− (yGW − yBB)sθ

 ,
(11)

donde W,B es la fuerza de gravedad y de flotabilidad
respectivamente, xG, yG, zG son las coordenadas del cen-
tro de gravedad con respecto al origen del veh́ıculo y
xB , yB , zB , son las coordenadas del centro de flotabilidad
con respecto al centro de gravedad.

2.7 Linealización del modelo matemático de un robot
submarino

El presente trabajo aborda el estudio del control de
posición de un robot submarino por lo que se considera
que tanto la orientación Θ como la velocidad angular wb

son iguales a cero. Aplicando dicha consideración en las
expresiones (1) y (4), se tiene el siguiente sistema de 6
ecuaciones diferenciales ordinarias:
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ẋ =u,

ẏ =v,

ż =w,

u̇ =
τx +Xu ∗ u

m
,

v̇ =
τy + Yv ∗ v

m
,

ẇ =
τz + Zw ∗ w + (W −B)

m
. (12)

Realizando la linealización del sistema (12), ver Khalil
and Grizzle (1996), con respecto al punto de equilibrio
Pe = [0 0 τz = −(W −B) 0 0 0], se encuentran las ma-
trices A y B mostradas a continuación:

A =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 Xu/m 0 0
0 0 0 0 Yv/m 0
0 0 0 0 0 Zw/m

 , (13)

B =


0 0 0
0 0 0
0 0 0

1/m 0 0
0 1/m 0
0 0 1/m

 . (14)

3. CONTROL

El sistema de control de un robot submarino se encarga
de calcular las fuerzas necesarias que debe generar el
sistema de propulsion para que el robot alcance las re-
ferencias deseadas. A continuación se muestra el algo-
ritmo general para el diseño de un sistema de control
utilizando el método de control óptimo llamado progra-
mación dinámica para sistemas continuos invariantes en
el tiempo, ver Cerdá (2001).

3.1 Control óptimo

Considerando el sistema dinámico lineal en tiempo con-
tinuo descrito por:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), (15)

donde t ∈ [t0, t1] denota la variable de tiempo, x(t) ∈
<n es el vector de estados, u(t) ∈ <m es el vector de
entrada de control y A(t) y B(t) son matrices reales de
dimensiones apropiadas, y considerando además el ı́ndice
de desempeño cuadrático:

J =

∫ t1

t0

[xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)]dt+ xT (t1)Fx(t1),

(16)

donde x0 = x(t0), F y Q(t) son matrices simétricas
definidas no negativas (F = FT ≥ 0; Q(t) = QT (t) ≥ 0)
y R(t) es una matriz simétrica definida positiva (R(t) =
RT (t) > 0), los elementos de las matrices A(t), B(t),

Q(t), y R(t) son funciones continuas de t. El problema
de control óptimo lineal en tiempo continuo consiste
en encontrar una trayectoria de control u∗(t),∈ [t0, t1],
que minimice el funcional J de (16) en términos de u
sujeto al sistema dinámico (15); aśı aplicando la pro-
gramación dinámica mediante la ecuación de Hamilton-
Jacobi-Bellamn, ver Cerdá (2001), se tiene que este con-
trol es:

u(t) = −Kx(t), K = R−1(t)BT (t)P (t), (17)

donde esta ley de control resuelve el problema de estabi-
lización; además P (t) ≥ 0 es la solución de la ecuación
diferencial matricial de Riccati:

−∂P (t)

∂t
=Q− P (t)B(t)R−1(t)BT (t)P (t)

+ P (t)A(t) +AT (t)P (t), (18)

con : P (t1) =0.

Ahora bien, éste resultado puede ser extendido hasta un
horizonte de tiempo infinito (t1 = ∞); una suposición
adicional es necesaria para alcanzar un valor finito de J
en (16). Espećıficamente proponiendo que para un estado
arbitrario x(t) en t, existe un control u(t) que depende de
x(t) en t, tal que u[t, t1), con un finito t1 > t, transfiere
el estado x(t) a cero (controlabilidad completa). Con-
siderando la solución P (t, t1) de la ecuación diferencial
matricial de Riccati (18) con condición final o de frontera
P (t1) = 0; basado en la suposición de arriba, para todo
t ≥ t0, existe el ĺımite:

P̄ (t) = lim
t1→∞

P (t, t1), (19)

y P̄ (t) es una solución de (18). Además, xT (t)P̄ (t)x(t)
es el ı́ndice de comportamiento óptimo, cuando el tiempo
inicial es t y el estado inicial es x(t). El control óptimo en
un tiempo t (para un tiempo inicial arbitrario) es definido
únicamente por (17) con P (t) reemplazada por P̄ (t); la
solución P̄ (t) es llamada una solución estacionaria de la
ecuación de Riccati (18) con condición P̄ (∞) = 0.

El resultado puede ser fácilmente aplicado al caso in-
variante en el tiempo, cuando A,B,Q, y R son matrices
constantes, además para un horizonte de tiempo infinito la
matriz F del ı́ndice de desempeño (16) es usualmente cero.
Por lo tanto, el ĺımite P̄ es constante (y también igual al
ĺımite de P (t0, t1) cuando t tiende a −∞). Además, la
ecuación diferencial matricial de Riccati se convierte en
una ecuación algebraica matricial, ya que el lado izquierdo
es idéntico a cero. Por lo que el control óptimo para un
sistema lineal invariante en el tiempo es:

u(t) = −Kx(t), K = R−1BT P̄ , (20)

donde la matriz K definida es la matriz de ganancia del
control óptimo y P̄ la solución de la ecuación algebraica
de Riccati:

0 = Q− P̄BR−1BT P̄ + P̄A+AT P̄ , (21)

sujeto al sistema lineal invariante en el tiempo de la
siguiente forma:
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t). (22)

3.2 Diseño del control óptimo para controlar la posición
lineal de un ROV

Considerando las matrices A y B de (13) y (14) respecti-
vamente y sustituyendo los parámetros correspondientes
de la Tabla 2, se obtienen las siguientes matrices:

A1 =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0.7754 0 0
0 0 0 0 1.2601 0
0 0 0 0 0 2.6127

 , (23)

B1 =


0 0 0
0 0 0
0 0 0

0.2011 0 0
0 0.2011 0
0 0 0.2011

 , (24)

Tabla 2. Coeficientes utilizados para comple-
tar el modelo dinámico

Coeficiente Valor Coeficiente Valor

m 4.9719 m. Ixx 0.0578 kg · m2.
Xu 3.855 Iyy 0.1207 kg · m2.
Yv 6.265 Izz 0.1297 kg · m2.
Zw 12.99 xG, yG, zG 0

Kp,Mq , Nr 1 xB 0
yB 0 zB 0.023 m
W 48.7743 N. B 54.99 N.

Primeramente es necesario verificar la controlabilidad
completa del sistema, ver Khalil and Grizzle (1996), ya
que es la condición de existencia de un control óptimo.
Para el sistema lineal invariante en el tiempo (22) uti-
lizando las matrices (23) y (24) se tiene que:

rank(B1 A1B1 A1
2B1 · · · A1

n−1B1) = 6, (25)

por lo tanto, el sistema es completamente controlable y
proponiendo las matrices R = I3∗3 y Q = 10 ∗ I6∗6, la
solución de estabilización de la ecuación algebraica de
Riccati (21) es:

P̄ (t) =


146.39 0 0 49.72 0 0

0 154.5 0 0 49.72 0
0 0 191.88 0 0 49.72

49.72 0 0 91.95 0 0
0 49.72 0 0 107.96 0
0 0 49.72 0 0 159.99

 .
(26)

Una vez encontrada la solución a la ecuación algebraica de
Riccati P̄ , se encuentra la entrada de control sustituyendo
P̄ en (20), resultando la matriz de ganancia:

K =

[
10 0 0 18.494 0 0
0 10 0 0 21.7145 0
0 0 10 0 0 32.1780

]
. (27)

Considerando el sistema lineal (22) y la entrada de control
óptimo (20) se puede verificar el comportamiento del
sistema en lazo cerrado:

ẋ(t) =(A1 −B1K)x(t),
ẋ
ẏ
ż
u̇
v̇
ẇ

 =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−2.01 0 0 −2.94 0 0
0 −2.01 0 0 −3.11 0
0 0 −2.01 0 0 −3.86




x
y
z
u
v
w

 ,
(28)

el cual tiene los siguientes valores caracteŕısticos:

det(Iλ− (A1 −B1K)) =


−1.08
−1.87
−0.62
−3.24
−2.19
−0.92

 , (29)

con lo que se comprueba que el sistema de control en lazo
cerrado es asintóticamente estable, ver Khalil and Grizzle
(1996).

4. RESULTADOS

Se simuló el sistema de control óptimo en el programa
“SimulinkTM” de “MatlabTM” tal como se muestra en la
Fig. 2. Las fuerzas totales que influyen en los movimientos
del ROV están representadas matemáticamente por la
matrices que componen la ecuación (4). Se sustituyeron
los coeficientes de la Tabla 2 para completar las matrices
antes mencionadas. Durante la simulación del modelo la
suma de estas fuerzas es multiplicada por la inversa de la
matriz de masa inercial dando como resultado la acelera-
ción del veh́ıculo. Integrando la aceleración se encuentra la
velocidad del veh́ıculo, la cual se utiliza para retroalimen-
tar las matrices de Coriolis y de fuerzas hidrodinámicas.
Por último, se utiliza el modelo cinemático (1) para en-
contrar la posición del veh́ıculo con respecto al marco
inercial, la cual se utiliza para retroalimentar la matriz
de fuerzas de restitución. Finalmente, se aplica el control
óptimo (20) donde la matriz de ganancia K mostrada en
(27) depende de la posición pn y la velocidad lineal vb

como se muestra en la expresión (28).

Las ecuaciones diferenciales del modelo ROV se re-
solvieron utilizando la herramienta ODE45 (Dormand-
Prince) en un tiempo de simulación de 30 s. y con condi-
ciones iniciales x = y = 1 m. y z = 0.5 m. Las entradas
deseadas se seleccionaron de tal manera que el ROV se
desplace en xd = yd = zd = 2 m.

Los resultados de la simulación demostraron que el
veh́ıculo llega a las referencias propuestas como se mues-
tra en la Fig. 3.

La Fig. 4 muestra la respuesta de la velocidad del sistema
donde se aprecia que después de cierto tiempo la velocidad
en los 3 GDL es igual a cero con lo que se comprueba que
el sistema se estabiliza.
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Fig. 2. Diagrama de bloques del sistema de control óptimo de un ROV.

(a) (b)

(c)

Fig. 3. Gráficas de la respuesta de la posición del sistema
de control óptimo (xd = yd = zd = 2 m). (a) Salida
movimiento Surge. (b) Salida movimiento Sway. (c)
Salida movimiento Heave.

5. CONCLUSIÓN

El art́ıculo presentó las diferentes fuerzas que compo-
nen el modelo dinámico de un robot submarino, el cual
permitió diseñar una ley de control óptimo para regular
los movimientos de surge, sway y heave de un ROV, la
cual permite implementar un controlador de una forma
sencilla debido a que solo depende de una matriz de
ganancia K como se muestra en la Fig. 2 y además real-
izando varias simulaciones se comprobó que cualesquiera
las condiciones iniciales el sistema siempre se estabiliza.
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