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Resumen. Este trabajo aborda el problema de consenso de sistemas multiagente con dindmica
de primer orden y retardo en la entrada. Se presenta un protocolo de consenso basado en
estados estimados futuros que permiten compensar el retardo en la entrada de los agentes, tales
estados estimados se obtienen mediante un esquema predictor-observador extendido que permite
incrementar el valor del retardo. El presente resultado constituye la generalizacion del problema
de consenso de sistemas de primer orden con retardo.
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1. INTRODUCCION

El problema de control de sistemas multiagentes ha cobra-
do mayor relevancia en la comunidad de control debido a
las maultiples aplicaciones de estos sistemas, tales como la
formacién de vehiculos no tripulados, el control de grupos
de satélites, los problemas relacionados con el manejo de
redes computacionales y de sensores distribuidos, anali-
sis de redes de comunicacién y el control automatico de
vehiculos, por mencionar algunos, Carpenter (2002); Ren
and Beard (2004); Ren and Atkins (2007); Olfati-Saber
and Murray (2002); Fax and Murray (2002); Li et al.
(2010).

Uno de los principales problemas respecto a la sincro-
nizaciéon de los sistemas es el problema de consenso, el
cual involucra el control y la coordinacién de un conjunto
de agentes en un sistema de comunicacién Olfati-Saber
and Murray (2003, 2004); Jadbabaie et al. (2003); Moreau
(2005); Sayyaadi and Doostmohammadian (2011); Fran-
ceschelli et al. (2013). Se ha mostrado en trabajos previos
que la matriz Laplaciana juega un papel importante en la
solucién del problema de consenso en el caso de agentes
con dindmica lineal como se muestra en trabajos como
Peng et al. (2007); Lin and Jia (2010); Chen et al. (2013);
Yan et al. (2014), donde el consenso depende del maximo
eigenvalor de la matriz Laplaciana.

1 M. Velasco-Villa se encuentra en estancia sabética apoyado por
Conacyt (No. 260936) con adscripcién en la Seccién de Mecatrénica
del Departamento de Ingenieria Eléctrica del CINVESTAV-IPN.

Al afrontar el problema de consenso de sistemas multiagen-
te, los retardos en la comunicacién de los agentes represen-
tan una adversidad mas a superar. En Olfati-Saber and
Murray (2004) se presenta un protocolo que garantiza el
consenso para sistemas con dindmica de simple integrador
donde el retardo maximo permitido depende del maximo
eigenvalor de la matriz Laplaciana. Otras soluciones se
reportan en Peng et al. (2007), para sistemas con retardo
y topologia fijos, en Lin and Jia (2010) para sistemas con
topologias que varian en el tiempo, el caso de multiples
retardos se estudia en Lee and Spong (2006); Yan et al.
(2014).

Este trabajo retoma los resultados obtenidos en Velasco-
Villa et al. (2015) donde se aborda el problema de consenso
para sistemas de simple integrador utilizando un esquema
predictor-observador para estimar los valores futuros del
estado y se disena un protocolo de control basado en estos
estados estimados para compensar el retardo en la entrada.
El objetivo de este trabajo es incrementar el retardo
de tiempo en la entrada de sistemas multiagente con el
que puede lidiar un esquema de control al enfrentar el
problema de consenso de agentes de primer orden estables
o inestables, para lo que se realiza una modificacién al
algoritmo de control basado en un esquema de prediccion.
El esquema predictor observador que se presenta, divide
el retardo del sistema en m subretardos obteniendo una
prediccién del estado para cada uno de ellos, lo que hace
posible obtener la prediccién del estado futuro para un
retardo mayor.

El resto del trabajo se organiza como sigue, en la Seccién 2
se da una breve introduccién de la teoria de grafos y se des-
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criben las caracteristicas de la matriz Laplaciana que son
usadas como herramienta para modelar la comunicacién
de los agentes. El planteamiento del problema se presenta
en la Seccién 3 mientras que en la Seccién 4 se presenta el
esquema predictor-observador mediante el cual se obtienen
la estimacién de los estados futuros del sistema, que seran
la base del protocolo de consenso que se desarrolla en la
Seccién 5 donde se realiza ademaés el desarrollo del lazo
cerrado que permite obtener conclusiones respecto al valor
de consenso. La Seccién 6 contiene los resultados de los
experimentos numéricos que permiten mostrar el desem-
peno del protocolo propuesto para finalmente presentar las
conclusiones en la Seccién 7.

2. TEORIA DE GRAFOS Y MATRIZ LAPLACIANA

La teoria de grafos es una herramienta matematica que
permite modelar el intercambio de informacién entre los
agentes de un sistema Godsil and Royle (2001); Ren and
Cao (2011). Por ser relevante en el desarrollo de este
trabajo, a continuacion se presenta un resumen de la teoria
de grafos.

2.1 Clases de grafos y definiciones.
Sea G = {N, &} un grafo ordenando donde,

s A es el conjunto no vacio de nodos, N = {1,...,n}.
= £ es el conjunto de aristas, £ C N x
= Una arista de G estd denotada por e;; = (1, 7).

Un grafo dirigido es el par (N, &) donde la arista e;; € €
indica que el j-ésimo vehiculo puede obtener informacién
del i-ésimo vehiculo, pero no necesariamente en la direc-
cién contraria. En el vértice (4, 7) el nodo i es el padre y el
nodo j es el hijo. Un camino dirigido es una secuencia de
vértices de un grafo dirigido de la forma (i1, 42)(i2,3), - - ..

La matriz de adyacencia A = [a;;] € R"*" de un grafo
dirigido formado por el conjunto de nodos ' = {1,...,n}
se define tal que el peso a;; es positivo si (¢,7) € € y
a;; = 0si (i,7) € £ Cuando los pesos no son relevantes,
a;; = 1 cuando (4, j) € €. Un drbol dirigido es un camino
dirigido en el que cada nodo tiene exactamente un padre,
excepto por un nodo, llamado raiz que no tiene padre y
tiene caminos dirigidos hacia todos los otros nodos.

Un subgrafo (V*,£9) de (V, &) es un grafo tal que VS C V
y €5 C EN (VS x VS). Un drbol de expansion dirigido
(V#,£%) de un grafo dirigido (V,€) es un subgrafo que
tiene un camino dirigido y en donde V° =V.

2.2 Matriz Laplaciana

La matriz Laplaciana L = [I;;] € R"*" de un grafo dirigido
estd dada por l;; = Z#i ai; para todo 7 # j.

Propiedades de la matriz Laplaciana

" ;<00 # ]
= La suma de los elementos de cada fila es igual a cero.
E;;llmzo, izl,...,n.

= Fn grafos dirigidos y no dirigidos, 0 es un eigenvalor
de L, dado que la suma de los elementos de cada fila
es igual a cero, y un eigenvector 1, = [1,...,1]T, de
dimensiones n x 1 correspondiente al eigenvalor cero.

= Todos los eigenvalores de L diferentes de cero son
positivos, en el caso de un grafo dirigido, o tienen
parte real positiva en el caso de grafos no dirigidos.
Por lo tanto, todos los eigenvalores de — L tienen parte
real negativa.

= Para un grafo no dirigido, cero es un eigenvalor simple
de L si y s6lo si el camino no dirigido es conectado.
En un grafo dirigido, cero es un eigenvalor simple si
y s6lo si el grafo tiene un arbol de expansion.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El presente trabajo aborda el problema de consenso en
agentes con retardos de tiempo en la entrada. El objetivo
de un protocolo de consenso es el de imponer la misma
dindmica en cada agente. Se consideran sistemas de primer
orden que tienen el mismo retardo en la entrada y topo-
logias de comunicacion fijas, cuyas matrices Laplacianas
tienen un eigenvalor igual a cero, i.e. se consideran grafos
dirigidos con un arbol de expansion, o grafos no dirigidos
conectados.

Considérese un conjunto de agentes de la forma,

#i(t) = azzi(t) + biwi(t — 1), (1)

parai=1,2,...,ny donde x; € R es el estado del i-ésimo
agente, u; € R la entrada de control y 7; > 0 el retardo
de tiempo, que es conocido y constante. Nétese que cada
parametro estd asociado con el i-ésimo agente.

Definicion 1. Se dice que los agentes logran consenso
cuando para cualquier condicién inicial x;(0) se cumple
que ||z;(t) — z;(t)|| — 0 cuando t — oo, para todo
L)=L4...,1

4. ESQUEMA PREDICTOR-OBSERVADOR

Como solucién al problema de consenso en el caso de
topologias fijas que tienen un arbol de expansion, se disena
un esquema predictor-observador.

Hipdotesis 2. Considérese que para el retardo 7; existe un
entero m tal que,

Ti

(2)

Entonces 7; puede definirse como la suma de m retardos
menores,

T = —.
m

Ti =Ti1 + Tiz + ... + Tim, m >0 (3)

tales que ;1 = Tio = ... = Timn = T

Con el fin de disenar el predictor-observador a ser usado
en la solucién del problema de consenso, es posible definir
las variables adelantadas,

wi (t) = zi(t + 701) = 2i(t + 77)
wiz(t) = wi (t + Tiz) = (L + 27)

U}im(t): = U}imfl(t + Tim) = :Ci(t + mﬂ) = {Ei(t + Ti)
(4)

cuyas derivadas en el tiempo generan el sistema,

Wil (t) = a;W;1 (t) + bﬂl,z(t - (m — 1)77'1)
: (5)
u')im (t) = AQ;Wim, (t) + bﬂl,z (t)

de donde la ecuacién,
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Wim (t) = @iWim () + bju;(t) (6)

representa una instancia adelantada 7; unidades de tiem-
po, que no presenta retardos, del sistema (1).

A partir de (6) se propone el predictor-observador de la
forma,

Wi (t) = g (t) +bswi (t— (m—§)7) +Nijewij (t—72), (7)

para j = 1,2,...,m, donde la senal de error e,;;(t) estd
definida en la forma,

€il (t) = {Ei(t + 7_}‘) — W;1 (t) (8)

ewij(t) = Wi(j—1) (t + 7a) — Wiz (¢) (9)
para j =2,3,...,m

La dindmica de los errores (8)-(9) se expresa en la forma,

~

Ewil(t) = Gieywi1(t) — Ni1ewir (t — Ti

éwi2 (t) = QiCwi2 (t) - )\z26wl2( ) + )\11 ewll( )
: (10)
éwim (t) = Q€wim (t) - Airn@wirn (t - 77_11)
+)\i(m—1)ewi(m—l)(t)
que en forma vectorial puede escribirse como,
eun(t) = AOewi(t) + Alewi(t - 77_1'); (11)

donde la matriz Ag € R™*™ esta dada por,

agjk = i, Jj=k
Ao =1 Gojj-1=Aj-1, ] =2,3,...,m ;
aoje = 0, en cualquier otro caso

mXxXm

la matriz diagonal A; € Re , estd dada por,

—Nij, =k ‘
en cualquier otro caso ’

A= { Wk —

ayjk =0,

_ T
y el vector ey = [ewi1 €wi2 - - -5 €wim]" -

4.1 Andlisis de estabilidad

Lema 3. Considere que el predictor-observador (7) satis-
face (2). Entonces, existen ganancias positivas \;; para
i=1,2,...,ny 5 =1,2,...,m tales que las senales de
error (9) convergen a cero asintGticamente.

Demostracion

La ecuacién caracteristica de (11) estd dada por, p(s) =
det(sI — Ap — A1e757i) = 0 donde,

s+ 01 0 0

—Xi1 s+og ... 0

SI—AO _Ale_S‘T'i — 0 _>\i2 0
0 O .. s—l—.om

con 0j = —a; + \ije °T para j = 1,2,..., m. Entonces,

= H(S —a; + )\ije_sﬂj) =0. (12)
=1

Mediante el andlisis de la ecuacién caracteristica (12) es
posible determinar que el sistema (11) es estable siem-
pre que 7; < 7* (ver Niculescu (2001)) donde 7* =

g
arc cos ’\'ij
P —r u
3 i

Observacion 4. Nétese que el retardo total del sistema 7;
estd dado por 7; = m7;, lo que implica que mientras mayor
sea el nimero de subretardos considerados en el esquema

(7), mayor serd el retardo 7; que este pueda tolerar.

Los estado futuros estimados Z(t+j7;) de los valores reales
x(t + j7) para j = 1,...,m se obtienen a partir del
siguiente resultado.

Lema 5. Considere el sistema (1), suponga que existe m
que satisface (2). Para cualquier 7; > 0 siempre existe
un predictor-observador (7) tal que los estados estimados
w;j(t) convergen a los valores futuros x(t + j7).

Demostracién Considerando la definicién del error (9),
ewij(t) = Wij—1)(t + T) — Wi (t) se tiene,

u%;j(t) =X t+j7'1

Zeka t+ ] - k)Tv) (13)

A partir de la convergencia a cero de e, se concluye que
cada uno de los valores estimados w;; converge al valor
real correspondiente. |

Observacion 6. Nétese que si m — oo, entonces 7; — 0,
relajandose las condiciones de convergencia del error de
estimacién. Esto implica que siempre es posible estabilizar
el sistema en el error para una m suficientemente grande.

5. PROBLEMA DE CONSENSO

Para lograr el consenso de un sistema de n agentes de la
forma (1), asumiendo que se conoce el modelo, se propone
el esquema de control basado en estados futuros estimados
a partir del predictor-observador (7). El protocolo esta
dado en la forma,

wilt) = bl [ (t) + v5(1)] (14)

donde ’Ui(t) = — Z?:l Qi (UA}lm — 'uA)jm).
Considerando un grupo de n agentes, el sistema (1) puede
reescribirse de forma vectorial produciendo,

z(t) = Az(t) + Bu(t — 7) (15)
donde v = [r1x2 .27, u = [urug .. u,)” y T =
T = ... = T, es el retardo en 1a entrada del smtema

Vectorlalmente el esquema de control (14) se escribe en la
forma,

u(t) = B (= Aty (t) — Ly, (1))

donde L es el Laplaciano asociado con la topologia del
sistema y 0 = [W1p, - .. Wnm|T. El sistema en lazo cerrado
(15) - (16) resulta,

(16)
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i(t) = Az(t)

A partir de (13), el estado estimado w,,(t — 7) puede
reescribirse en funcién del estado real y de los errores de

observacién en la forma, W, (t —7) = x(t) — >, €wr(t —
k7) con €, = [€w1 - - €wn)T por lo que el lazo cerrado (17)
se reescribe como,

— A (t —7) — Li(t—7).  (17)

m
(A+ L) ewn(t — k7).
k=1
Lema 7. Considere un conjunto de n agentes con retardo
en la entrada dados en (1) y el predictor-observador dado
en (7). Entonces, para cualquier tiempo de retardo 7; > 0
siempre existe un entero m > 0 tal que el problema de
consenso tiene solucién mediante el protocolo (16).

(t) = —La(t) + (18)

Demostracién Considerando una matriz no singular
P = [v1,...,u,] € ™™ donde las columnas v; estén
dadas por los eigenvectores de la matriz L se puede definir

el cambio de coordenadas, x = Py, x = P71z, con lo
que la ecuacién (18) puede reescribirse como,

X() = —Jx() + PIAS et — k7)
. = (19)
+PTILY " ew(t — k7)
k=1

donde J = P7!LP es la forma canénica de Jordan del
Laplaciano del sistema L. La solucién del sistema (19) esta
dada por,

x(t) =
+Z/

m t
0) + Z /O e P Le i (0 — k7)df

T@=0) p=1 Ae (0 — k7)do.

(20)
Considerando que el primer eigenvector de L es v; = 1,,
donde 1,, £ ..., 1]T de dimensién n x 1,

J=P'LP= = [83] (21)
y como JP~! = P71L, la ecuacién (20) puede reescribirse
como,
0
e
0
by / e =0 TP e (6 — k7)dO (22)
L k=1 0
+ / [0 e_J(t 0) :| P_lAewk(H — k7)do
k=170
donde Pa € R"~1X7 eg la matriz compuesta por todas

las filas de 1a matriz P!, excepto la primera, de manera

que, P71 = [Ph P ] siendo Pp;* la primer fila de la

matriz P~
Considerando que A =

diag(a) =
simplificaciones,

al y tras algunas

0) + azm: /t P tewi(0 — kT)do (23)
+Z/

Tt=0) p=1 Ae, (0 — k7)dO

—I=0) TP te, (0 — k7)dO

+ Z /
(24)

donde Y1 = X1, X2 = [X2 - - - Xn]T . Nétese que x2(t) puede

reescribirse como,

Xa(t) =

m t B
0)+ > / e’ TP e (0 — k7)d0
k=170
m t
+> / e’ Pt Aeyr (0 — k%)d@}
k=170

de donde es facil ver que

hm Xa(t) = 0.

La relacién x(t) = Px(t) y la ecuacién (25) permiten
concluir que,

lim z(t) = P

t—o0

{fl) 0(n— 1)0 X (n— 1>}X(O)

O(n 1)><n:| tligoloz/ ewk 9 kT do.

Recordando que la primer columna de la matriz P es 1,,
se tiene que los estados x;(t), para i = 1,...,n convergen
al mismo valor, esto es,

+p [y

z;(00) = Pl_ilx(O —|—aP hm Z/ ewr (0 —k7T)dO (26)

que depende de las condiciones iniciales de los agentes y
el error de observacion inicial.

Observacion 8. De acuerdo al Lema 7 la solucién al pro-
blema de consenso presentada en este trabajo, a diferencia
de las soluciones presentadas en la literatura, garantiza
que el consenso para sistemas de primer orden estables e
inestables sin que exista un limite en el retardo con el que
es capaz de lidiar el esquema.

Observacion 9. Es importante hacer notar que si bien el

limite cuando t tiende a cero de los errores de observacion

es cero limy_o ey (t) = 0, k=1,...,m, el limite de
t

la integral del error lim;_, o ewk (0 — kT)df, tiende a un

valor finito que depende del valor inicial de los errores e,

%/ Iriodiﬁca el valor de consenso del estado de los agentes
26).
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6. EVALUACION NUMERICA

Para analizar el desempeno del esquema propuesto, se
considera un conjunto de tres agentes de la forma (1)
donde se ha considerado a; = 1, b; = 0.8 y 7; = 0.685s
para i = 1,2, 3. La topologia de comunicacién considerada
se muestra en la Figura 1. El Laplaciano del sistema estd
dado por la matriz,

1 1

0
L= 1

1 0
-1 -1 2

Figura 1. Topologia de comunicacién de un sistema de 3
agentes.

A fin de comparar el desempeno del esquema para dife-
rentes valores de m, se muestran los resultados obtenidos
considerando m = 1, m = 2 y m = 4, en las tres situa-
ciones, el valor de la ganancia del predictor-observador es
Aij = 1.7 y la posicion inicial del conjunto de agentes es
[2,1,-0.7]T.

Para la prueba con m = 1, el retardo méaximo es de
7; = 0.685s por lo que el retardo considerado es 7; = 0.65s.
La Figura 2 muestra la evolucion en el tiempo del estado de
los agentes, la senal de error entre el estado real y el estado
proporcionado por el predictor se muestra en la Figura 3
mientras que la Figura 4 muestra la senal de control.

o 10 20 30 ao 50 t

Figura 2. Evolucién en el tiempo del estado, m = 1.
7 = 0.65s.

Figura 3. Evoluciéon en el tiempo del error, m = 1.
7 = 0.65s.

Para la prueba con un observador particionado en dos
subretardos, al utilizar la misma ganancia \;; = 1.7, el
retardo maximo es 7; = 1.37s. En este caso, el retardo
utilizado es 7 = 1.2s. Las Figuras 5, 6 y 7 muestran la
evolucién en el tiempo del estado de los agentes, los errores
de observacion y la senal de control, respectivamente.

Figura 4. Evolucién en el tiempo del control, m = 1.
T = 0.65s.

Figura 5. Evolucién en el tiempo del estado, m = 2.
T=12s.

-5
-10

Figura 6. Evoluciéon en el tiempo del error, m = 2.
T =1.2s.

Figura 7. Evolucién en el tiempo del control, m = 2.
T=1.2s.

En el caso del observador particionado en cuatro subre-
tardos, el retardo maximo es 7; = 2.74s. Se usa el mismo
retardo que en el caso anterior, esto es, 7 = 1.2s. Las
Figuras 8, 9 y 10 muestran la evolucién en el tiempo el
estado de los agentes, los errores de observacion y la senal
de control, respectivamente.

En los resultados de las pruebas es posible apreciar que
mientras mayor sea la particion del predictor-observador,
mayor es el retardo maximo que puede procesar el sistema
y el consenso se logra en un tiempo menor.
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o]
[}

10 15 t

Figura 8. Evolucién en el tiempo del estado, m = 4.
T=12s.

4

wit |

2
0

) . .
10 15 t

5

0

ew23

10 15 t

-5

5

0 5
0 5
ew31
Of_ X > a2 [
0 5
0 5

-5

10 15 t
5

0

w43

-5

10 15 t

Figura 9. Evoluciénen el tiempo del error, m = 4. 7 = 1.2s.

10

o 5 10 15 t

Figura 10. Evolucién en el tiempo del control, m = 4.
T=1.2s.

7. CONCLUSIONES

El presente trabajo se analiza el problema de consenso
en sistemas multiagentes con dindmica de primer orden y
retardo de tiempo en la sefial de entrada. Como solucién
al problema de consenso en estas condiciones, se presenta
un protocolo de control basado en un esquema predictor-
observador particionado que permite obtener estimaciones
del estado futuro de los agentes, el esquema presenta la
ventaja de ser capaz de incrementar el retardo maximo
permitido, respecto a soluciones previas. Se presentan los
resultados de las simulaciones numéricas que muestran el
adecuado desempeno de la solucién propuesta.
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