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Resumen. Este trabajo aborda el problema de consenso de sistemas multiagente con dinámica
de primer orden y retardo en la entrada. Se presenta un protocolo de consenso basado en
estados estimados futuros que permiten compensar el retardo en la entrada de los agentes, tales
estados estimados se obtienen mediante un esquema predictor-observador extendido que permite
incrementar el valor del retardo. El presente resultado constituye la generalización del problema
de consenso de sistemas de primer orden con retardo.
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1. INTRODUCCIÓN

El problema de control de sistemas multiagentes ha cobra-
do mayor relevancia en la comunidad de control debido a
las múltiples aplicaciones de estos sistemas, tales como la
formación de veh́ıculos no tripulados, el control de grupos
de satélites, los problemas relacionados con el manejo de
redes computacionales y de sensores distribuidos, análi-
sis de redes de comunicación y el control automático de
veh́ıculos, por mencionar algunos, Carpenter (2002); Ren
and Beard (2004); Ren and Atkins (2007); Olfati-Saber
and Murray (2002); Fax and Murray (2002); Li et al.
(2010).

Uno de los principales problemas respecto a la sincro-
nización de los sistemas es el problema de consenso, el
cual involucra el control y la coordinación de un conjunto
de agentes en un sistema de comunicación Olfati-Saber
and Murray (2003, 2004); Jadbabaie et al. (2003); Moreau
(2005); Sayyaadi and Doostmohammadian (2011); Fran-
ceschelli et al. (2013). Se ha mostrado en trabajos previos
que la matriz Laplaciana juega un papel importante en la
solución del problema de consenso en el caso de agentes
con dinámica lineal como se muestra en trabajos como
Peng et al. (2007); Lin and Jia (2010); Chen et al. (2013);
Yan et al. (2014), donde el consenso depende del máximo
eigenvalor de la matriz Laplaciana.

1 M. Velasco-Villa se encuentra en estancia sabática apoyado por
Conacyt (No. 260936) con adscripción en la Sección de Mecatrónica
del Departamento de Ingenieŕıa Eléctrica del CINVESTAV-IPN.

Al afrontar el problema de consenso de sistemas multiagen-
te, los retardos en la comunicación de los agentes represen-
tan una adversidad más a superar. En Olfati-Saber and
Murray (2004) se presenta un protocolo que garantiza el
consenso para sistemas con dinámica de simple integrador
donde el retardo máximo permitido depende del máximo
eigenvalor de la matriz Laplaciana. Otras soluciones se
reportan en Peng et al. (2007), para sistemas con retardo
y topoloǵıa fijos, en Lin and Jia (2010) para sistemas con
topoloǵıas que vaŕıan en el tiempo, el caso de múltiples
retardos se estudia en Lee and Spong (2006); Yan et al.
(2014).

Este trabajo retoma los resultados obtenidos en Velasco-
Villa et al. (2015) donde se aborda el problema de consenso
para sistemas de simple integrador utilizando un esquema
predictor-observador para estimar los valores futuros del
estado y se diseña un protocolo de control basado en estos
estados estimados para compensar el retardo en la entrada.
El objetivo de este trabajo es incrementar el retardo
de tiempo en la entrada de sistemas multiagente con el
que puede lidiar un esquema de control al enfrentar el
problema de consenso de agentes de primer orden estables
o inestables, para lo que se realiza una modificación al
algoritmo de control basado en un esquema de predicción.
El esquema predictor observador que se presenta, divide
el retardo del sistema en m subretardos obteniendo una
predicción del estado para cada uno de ellos, lo que hace
posible obtener la predicción del estado futuro para un
retardo mayor.

El resto del trabajo se organiza como sigue, en la Sección 2
se da una breve introducción de la teoŕıa de grafos y se des-
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criben las caracteŕısticas de la matriz Laplaciana que son
usadas como herramienta para modelar la comunicación
de los agentes. El planteamiento del problema se presenta
en la Sección 3 mientras que en la Sección 4 se presenta el
esquema predictor-observador mediante el cual se obtienen
la estimación de los estados futuros del sistema, que serán
la base del protocolo de consenso que se desarrolla en la
Sección 5 donde se realiza además el desarrollo del lazo
cerrado que permite obtener conclusiones respecto al valor
de consenso. La Sección 6 contiene los resultados de los
experimentos numéricos que permiten mostrar el desem-
peño del protocolo propuesto para finalmente presentar las
conclusiones en la Sección 7.

2. TEORÍA DE GRAFOS Y MATRIZ LAPLACIANA

La teoŕıa de grafos es una herramienta matemática que
permite modelar el intercambio de información entre los
agentes de un sistema Godsil and Royle (2001); Ren and
Cao (2011). Por ser relevante en el desarrollo de este
trabajo, a continuación se presenta un resumen de la teoŕıa
de grafos.

2.1 Clases de grafos y definiciones.

Sea G = {N , E} un grafo ordenando donde,

N es el conjunto no vaćıo de nodos, N = {1, . . . , n}.
E es el conjunto de aristas, E ⊂ N ×N .
Una arista de G está denotada por eij = (i, j).

Un grafo dirigido es el par (N , E) donde la arista eij ∈ E
indica que el j-ésimo veh́ıculo puede obtener información
del i-ésimo veh́ıculo, pero no necesariamente en la direc-
ción contraria. En el vértice (i, j) el nodo i es el padre y el
nodo j es el hijo. Un camino dirigido es una secuencia de
vértices de un grafo dirigido de la forma (i1, i2)(i2, i3), . . ..

La matriz de adyacencia A = [aij ] ∈ ℜn×n de un grafo
dirigido formado por el conjunto de nodos N = {1, . . . , n}
se define tal que el peso aij es positivo si (i, j) ∈ E y
aij = 0 si (i, j) 6∈ E . Cuando los pesos no son relevantes,
aij = 1 cuando (i, j) ∈ E . Un árbol dirigido es un camino
dirigido en el que cada nodo tiene exactamente un padre,
excepto por un nodo, llamado ráız que no tiene padre y
tiene caminos dirigidos hacia todos los otros nodos.

Un subgrafo (V s, Es) de (V, E) es un grafo tal que V s ⊂ V
y Es ⊂ E ∩ (V s × V s). Un árbol de expansión dirigido
(V s, Es) de un grafo dirigido (V, E) es un subgrafo que
tiene un camino dirigido y en donde V s = V .

2.2 Matriz Laplaciana

La matriz Laplaciana L = [lij ] ∈ ℜn×n de un grafo dirigido
está dada por lij =

∑

j 6=i aij para todo i 6= j.

Propiedades de la matriz Laplaciana

lij ≤ 0, i 6= j.
La suma de los elementos de cada fila es igual a cero.
∑n

j=1 lij = 0, i = 1, . . . , n.
En grafos dirigidos y no dirigidos, 0 es un eigenvalor
de L, dado que la suma de los elementos de cada fila
es igual a cero, y un eigenvector 1n = [1, . . . , 1]T , de
dimensiones n× 1 correspondiente al eigenvalor cero.
Todos los eigenvalores de L diferentes de cero son
positivos, en el caso de un grafo dirigido, o tienen
parte real positiva en el caso de grafos no dirigidos.
Por lo tanto, todos los eigenvalores de−L tienen parte
real negativa.

Para un grafo no dirigido, cero es un eigenvalor simple
de L si y sólo si el camino no dirigido es conectado.
En un grafo dirigido, cero es un eigenvalor simple si
y sólo si el grafo tiene un árbol de expansión.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El presente trabajo aborda el problema de consenso en
agentes con retardos de tiempo en la entrada. El objetivo
de un protocolo de consenso es el de imponer la misma
dinámica en cada agente. Se consideran sistemas de primer
orden que tienen el mismo retardo en la entrada y topo-
loǵıas de comunicación fijas, cuyas matrices Laplacianas
tienen un eigenvalor igual a cero, i.e. se consideran grafos
dirigidos con un árbol de expansión, o grafos no dirigidos
conectados.

Considérese un conjunto de agentes de la forma,

ẋi(t) = aixi(t) + biui(t− τi), (1)

para i = 1, 2, . . . , n y donde xi ∈ ℜ es el estado del i-ésimo
agente, ui ∈ ℜ la entrada de control y τi > 0 el retardo
de tiempo, que es conocido y constante. Nótese que cada
parámetro está asociado con el i-ésimo agente.

Definición 1. Se dice que los agentes logran consenso
cuando para cualquier condición inicial xi(0) se cumple
que ||xi(t) − xj(t)|| → 0 cuando t → ∞, para todo
i, j = 1, 2, . . . , n.

4. ESQUEMA PREDICTOR-OBSERVADOR

Como solución al problema de consenso en el caso de
topoloǵıas fijas que tienen un árbol de expansión, se diseña
un esquema predictor-observador.

Hipótesis 2. Considérese que para el retardo τi existe un
entero m tal que,

τ̄i =
τi

m
. (2)

Entonces τi puede definirse como la suma de m retardos
menores,

τi = τi1 + τi2 + . . .+ τim, m > 0 (3)

tales que τi1 = τi2 = . . . = τim = τ̄i.

Con el fin de diseñar el predictor-observador a ser usado
en la solución del problema de consenso, es posible definir
las variables adelantadas,

wi1(t) = xi(t+ τi1) = xi(t+ τ̄i)
wi2(t) = wi1(t+ τi2) = xi(t+ 2τ̄i)

...
wim(t) = wim−1(t+ τim) = xi(t+mτ̄i) = xi(t+ τi)

(4)

cuyas derivadas en el tiempo generan el sistema,

ẇi1(t) = aiwi1(t) + biui(t− (m− 1)τ̄i)
...

ẇim(t) = aiwim(t) + biui(t)

(5)

de donde la ecuación,
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ẇim(t) = aiwim(t) + biui(t) (6)

representa una instancia adelantada τi unidades de tiem-
po, que no presenta retardos, del sistema (1).

A partir de (6) se propone el predictor-observador de la
forma,

˙̂wij(t) = aiŵij(t)+biui(t−(m−j)τ̄i)+λijewij(t− τ̄i), (7)

para j = 1, 2, . . . ,m, donde la señal de error ewij(t) está
definida en la forma,

ei1(t) = xi(t+ τ̄i)− ŵi1(t). (8)

y

ewij(t) = ŵi(j−1)(t+ τ̄i)− ŵij(t) (9)

para j = 2, 3, . . . ,m.

La dinámica de los errores (8)-(9) se expresa en la forma,

ėwi1(t) = aiewi1(t)− λi1ewi1(t− τ̄i)
ėwi2(t) = aiewi2(t)− λi2ewi2(t− τ̄i) + λi1ewi1(t)

...
ėwim(t) = aewim(t)− λimewim(t− τ̄i)

+λi(m−1)ewi(m−1)(t)

(10)

que en forma vectorial puede escribirse como,

ėwi(t) = A0ewi(t) + A1ewi(t− τ̄i), (11)

donde la matriz A0 ∈ ℜm×m está dada por,

A0 =

{

a0j,k = ai, j = k
a0j,j−1 = λj−1, j = 2, 3, . . . ,m
a0j,k = 0, en cualquier otro caso

,

la matriz diagonal A1 ∈ Rem×m, está dada por,

A1 =
{

a1j,k = −λij , j = k
a1j,k = 0, en cualquier otro caso ,

y el vector ewi = [ewi1 ewi2 . . . , ewim]T .

4.1 Análisis de estabilidad

Lema 3. Considere que el predictor-observador (7) satis-
face (2). Entonces, existen ganancias positivas λij para
i = 1, 2, . . . , n y j = 1, 2, . . . ,m tales que las señales de
error (9) convergen a cero asintóticamente.

Demostración

La ecuación caracteŕıstica de (11) está dada por, p(s) =
det(sI −A0 −A1e

−sτ̄i) = 0 donde,

sI −A0 −A1e
−sτ̄i =











s+ σ1 0 . . . 0
−λi1 s+ σ2 . . . 0
0 −λi2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . s+ σm











con σj = −ai + λije
−sτ̄i para j = 1, 2, . . . ,m. Entonces,

p(s) =

m
∏

j=1

(s− ai + λije
−sτij ) = 0. (12)

Mediante el análisis de la ecuación caracteŕıstica (12) es
posible determinar que el sistema (11) es estable siem-
pre que τ̄i < τ∗ (ver Niculescu (2001)) donde τ∗ =

arc cos

(

ai
λij

)

√

λ2

ij
−a2

i

. �

Observación 4. Nótese que el retardo total del sistema τi
está dado por τi = mτ̄i, lo que implica que mientras mayor
sea el número de subretardos considerados en el esquema
(7), mayor será el retardo τi que este pueda tolerar.

Los estado futuros estimados x̂(t+jτ̄i) de los valores reales
x(t + jτ̄i) para j = 1, . . . ,m se obtienen a partir del
siguiente resultado.

Lema 5. Considere el sistema (1), suponga que existe m
que satisface (2). Para cualquier τi > 0 siempre existe
un predictor-observador (7) tal que los estados estimados
wij(t) convergen a los valores futuros x(t+ jτ̄i).

Demostración Considerando la definición del error (9),
ewij(t) = ŵi(j−1)(t+ τ̄ )− ŵij(t) se tiene,

ŵij(t) = x(t + jτ̄i)−

j
∑

k=1

ewik(t+ (j − k)τ̄i). (13)

A partir de la convergencia a cero de ewik se concluye que
cada uno de los valores estimados ŵij converge al valor
real correspondiente. �

Observación 6. Nótese que si m → ∞, entonces τ̄i → 0,
relajándose las condiciones de convergencia del error de
estimación. Esto implica que siempre es posible estabilizar
el sistema en el error para una m suficientemente grande.

5. PROBLEMA DE CONSENSO

Para lograr el consenso de un sistema de n agentes de la
forma (1), asumiendo que se conoce el modelo, se propone
el esquema de control basado en estados futuros estimados
a partir del predictor-observador (7). El protocolo está
dado en la forma,

ui(t) =
1

bi
[−aiŵim(t) + vi(t)] (14)

donde vi(t) = −
∑n

j=1 aij(ŵim − ŵjm).

Considerando un grupo de n agentes, el sistema (1) puede
reescribirse de forma vectorial produciendo,

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− τ) (15)

donde x = [x1 x2 . . . xn]
T , u = [u1 u2 . . . un]

T y τ =
τ1 = . . . = τn es el retardo en la entrada del sistema.
Vectorialmente, el esquema de control (14) se escribe en la
forma,

u(t) = B−1 (−Aŵm(t)− Lŵm(t)) (16)

donde L es el Laplaciano asociado con la topoloǵıa del
sistema y ŵ = [ŵ1m . . . ŵnm]T . El sistema en lazo cerrado
(15) - (16) resulta,
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ẋ(t) = Ax(t) −Aŵm(t− τ) − Lŵm(t− τ). (17)

A partir de (13), el estado estimado ŵm(t − τ) puede
reescribirse en función del estado real y de los errores de
observación en la forma, ŵm(t− τ) = x(t)−

∑m

k=1 ewk(t−
kτ̄ ) con ew = [ew1 . . . ewn]

T por lo que el lazo cerrado (17)
se reescribe como,

ẋ(t) = −Lx(t) + (A+ L)

m
∑

k=1

ewk(t− kτ̄). (18)

Lema 7. Considere un conjunto de n agentes con retardo
en la entrada dados en (1) y el predictor-observador dado
en (7). Entonces, para cualquier tiempo de retardo τi > 0
siempre existe un entero m > 0 tal que el problema de
consenso tiene solución mediante el protocolo (16).

Demostración Considerando una matriz no singular
P = [v1, . . . , vn] ∈ ℜn×n donde las columnas vi están
dadas por los eigenvectores de la matriz L se puede definir
el cambio de coordenadas, x = Pχ, χ = P−1x, con lo
que la ecuación (18) puede reescribirse como,

χ̇(t) = −Jχ(t) + P−1A

m
∑

k=1

ewk(t− kτ̄ )

+P−1L

m
∑

k=1

ewk(t− kτ̄)

(19)

donde J = P−1LP es la forma canónica de Jordan del
Laplaciano del sistema L. La solución del sistema (19) está
dada por,

χ(t) = e−Jtχ(0) +
m
∑

k=1

∫ t

0

e−J(t−θ)P−1Lewk(θ − kτ̄)dθ

+

m
∑

k=1

∫ t

0

e−J(t−θ)P−1Aewk(θ − kτ̄ )dθ.

(20)

Considerando que el primer eigenvector de L es v1 = 1n,
donde 1n , [1, . . . , 1]T de dimensión n× 1,

J = P−1LP =





0 0 0 0
0 B1 0 0
0 0 . . . 0
0 0 0 Br



 =

[

0 0
0 J̄

]

(21)

y como JP−1 = P−1L, la ecuación (20) puede reescribirse
como,

χ(t) =

[

1 0

0 e−J̄t

]

χ(0)

+





0
m
∑

k=1

∫ t

0

e−J̄(t−θ)J̄P−1
ci ewk(θ − kτ̄)dθ





+

m
∑

k=1

∫ t

0

[

1 0

0 e−J̄(t−θ)

]

P−1Aewk(θ − kτ̄ )dθ

(22)

donde P−1
ci ∈ ℜn−1×n es la matriz compuesta por todas

las filas de la matriz P−1, excepto la primera, de manera

que, P−1 =
[

P−1
1i , P−1

ci

]T
, siendo P−1

1i la primer fila de la

matriz P−1.
Considerando que A = diag(a) = aI y tras algunas
simplificaciones,

χ̄1(t) = χ(0) + a

m
∑

k=1

∫ t

0

P−1
1i ewk(θ − kτ)dθ (23)

χ̄2(t) = e−J̄tχ(0) +

m
∑

k=1

∫ t

0

e−J̄(t−θ)J̄P−1
ci ewk(θ − kτ̄)dθ

+
m
∑

k=1

∫ t

0

e−J̄(t−θ)P−1
ci Aewk(θ − kτ̄ )dθ

(24)

donde χ̄1 = χ1, χ̄2 = [χ2 . . . χn]
T . Nótese que χ̄2(t) puede

reescribirse como,

χ̄2(t) = e−J̄t

[

χ(0) +

m
∑

k=1

∫ t

0

eJ̄θJ̄P−1
ci ewk(θ − kτ̄)dθ

+

m
∑

k=1

∫ t

0

eJ̄θP−1
ci Aewk(θ − kτ̄ )dθ

]

de donde es fácil ver que

ĺım
t→∞

χ̄2(t) = 0. (25)

La relación x(t) = Pχ(t) y la ecuación (25) permiten
concluir que,

ĺım
t→∞

x(t) = P
[

1 0
0 0(n−1)×(n−1)

]

χ(0)

+P

[

aP−1
1i

0(n−1)×n

]

ĺım
t→∞

m
∑

k=1

∫ t

0

ewk(θ − kτ̄)dθ.

Recordando que la primer columna de la matriz P es 1n,
se tiene que los estados xi(t), para i = 1, . . . , n convergen
al mismo valor, esto es,

xi(∞) = P−1
1i x(0)+aP−1

1i ĺım
t→∞

m
∑

k=1

∫ t

0

ewk(θ−kτ̄)dθ (26)

que depende de las condiciones iniciales de los agentes y
el error de observación inicial. �

Observación 8. De acuerdo al Lema 7 la solución al pro-
blema de consenso presentada en este trabajo, a diferencia
de las soluciones presentadas en la literatura, garantiza
que el consenso para sistemas de primer orden estables e
inestables sin que exista un ĺımite en el retardo con el que
es capaz de lidiar el esquema.

Observación 9. Es importante hacer notar que si bien el
ĺımite cuando t tiende a cero de los errores de observación
es cero ĺımt→∞ ewk(t) = 0, k = 1, . . . ,m, el ĺımite de

la integral del error ĺımt→∞

∫ t

0

ewk(θ− kτ̄)dθ, tiende a un

valor finito que depende del valor inicial de los errores ewk

y modifica el valor de consenso del estado de los agentes
(26).
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6. EVALUACIÓN NUMÉRICA

Para analizar el desempeño del esquema propuesto, se
considera un conjunto de tres agentes de la forma (1)
donde se ha considerado ai = 1, bi = 0.8 y τ̄i = 0.685s
para i = 1, 2, 3. La topoloǵıa de comunicación considerada
se muestra en la Figura 1. El Laplaciano del sistema está
dado por la matriz,

L =

[

1 0 −1
−1 1 0
−1 −1 2

]

.

Figura 1. Topoloǵıa de comunicación de un sistema de 3
agentes.

A fin de comparar el desempeño del esquema para dife-
rentes valores de m, se muestran los resultados obtenidos
considerando m = 1, m = 2 y m = 4, en las tres situa-
ciones, el valor de la ganancia del predictor-observador es
λij = 1.7 y la posición inicial del conjunto de agentes es
[2, 1,−0.7]T .

Para la prueba con m = 1, el retardo máximo es de
τi = 0.685s por lo que el retardo considerado es τ̄i = 0.65s.
La Figura 2 muestra la evolución en el tiempo del estado de
los agentes, la señal de error entre el estado real y el estado
proporcionado por el predictor se muestra en la Figura 3
mientras que la Figura 4 muestra la señal de control.
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Figura 2. Evolución en el tiempo del estado, m = 1.
τ = 0.65s.
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Figura 3. Evolución en el tiempo del error, m = 1.
τ = 0.65s.

Para la prueba con un observador particionado en dos
subretardos, al utilizar la misma ganancia λij = 1.7, el
retardo máximo es τi = 1.37s. En este caso, el retardo
utilizado es τ = 1.2s. Las Figuras 5, 6 y 7 muestran la
evolución en el tiempo del estado de los agentes, los errores
de observación y la señal de control, respectivamente.
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Figura 4. Evolución en el tiempo del control, m = 1.
τ = 0.65s.
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Figura 5. Evolución en el tiempo del estado, m = 2.
τ = 1.2s.
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Figura 6. Evolución en el tiempo del error, m = 2.
τ = 1.2s.
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Figura 7. Evolución en el tiempo del control, m = 2.
τ = 1.2s.

En el caso del observador particionado en cuatro subre-
tardos, el retardo máximo es τi = 2.74s. Se usa el mismo
retardo que en el caso anterior, esto es, τ = 1.2s. Las
Figuras 8, 9 y 10 muestran la evolución en el tiempo el
estado de los agentes, los errores de observación y la señal
de control, respectivamente.

En los resultados de las pruebas es posible apreciar que
mientras mayor sea la partición del predictor-observador,
mayor es el retardo máximo que puede procesar el sistema
y el consenso se logra en un tiempo menor.
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Figura 8. Evolución en el tiempo del estado, m = 4.
τ = 1.2s.
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Figura 9. Evoluciónen el tiempo del error,m = 4. τ = 1.2s.
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Figura 10. Evolución en el tiempo del control, m = 4.
τ = 1.2s.

7. CONCLUSIONES

El presente trabajo se analiza el problema de consenso
en sistemas multiagentes con dinámica de primer orden y
retardo de tiempo en la señal de entrada. Como solución
al problema de consenso en estas condiciones, se presenta
un protocolo de control basado en un esquema predictor-
observador particionado que permite obtener estimaciones
del estado futuro de los agentes, el esquema presenta la
ventaja de ser capaz de incrementar el retardo máximo
permitido, respecto a soluciones previas. Se presentan los
resultados de las simulaciones numéricas que muestran el
adecuado desempeño de la solución propuesta.
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