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Resumen:

Este articulo se enfoca en el problema de diagndstico de fallas en sistemas no

lineales fraccionales basado en herramientas algebraicas y diferenciales. Se introducen dos
definiciones esenciales: La observabilidad algebraica fraccional y la diagnosticabilidad algebraica
fraccional, estos resultados permiten la construccién de un nuevo observador fraccional capaz
de estimar multiples fallas de manera simultanea, asi como variables de estado desconocidas.
Ademaés, permitir conocer de antemano si las fallas, estados 6 ambos pueden estimarse.
Dos simulaciones numéricas permiten mostrar la efectividad y versatilidad de la metodologia

propuesta.
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1. INTRODUCTION

Hoy en dia, el célculo fraccional ha atraido el interés de los
investigadores debido a la posibilidad de modelar fenéme-
nos fisicos como dindmicas fraccionales. Por ejemplo, S.
Jesus and Machado (2008) analizan impedancias eléctri-
cas como dindmicas fraccionales utilizando diagramas de
Bode y polares, mientras que L. Zhang (2016) presenta
un modelo fraccional para emular la dindmica de ultra
condensadores, mas ejemplos de esta clase de dindmicas se
han reportado en I. Petras (2011). Estos modelos fraccio-
nales permiten explorar nuevas lineas de investigaciones,
es decir, es razonable extender las metodologias de orden
entero.

El diagnostico de fallas en sistemas de orden entero ha sido
estudiado por muchos anos, un trabajo reciente aborda el
problema de diagnéstico utilizando un observador de in-
tervalo para sistemas Takagi-Sugeno [D. Rotondo (2016)],
por otra parte, S. Rahme (2015) presenta un observador
adaptable de modos deslizantes para diagnostico de fallas
en sensores, de igual importancia, en R. Martinez-Guerra
(2014) se aborda el problema de diagnéstico en sistemas
no lineas usando herramientas algebraicas y diferencia-
les, dando excelentes resultados. Por el contrario, existen
reportes muy limitados sobre el diagnostico de falla en
sistemas fraccionales, se destacan los articulos R. Kopka
(2015); A. Aribi (2014), los cuales presentan diferentes
métodos para la deteccién de fallas, sin embargo, estos
esquemas no son capaces de reconstruir las fallas del sis-
tema, que es el objetivo principal de este trabajo.

La principal contribucion de esta investigacion es presentar
un esquema novedoso para el diagnéstico de fallas en
sistemas no lineales fraccionales, el enfoque se desarrolla
mediante una técnica algebraica diferencial considerando
dos nuevas definiciones: La observabilidad algebraica frac-
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cional (OAF) y la diagnosticabilidad algebraica fraccio-
nal (DAF), estos resultados juegan un papel importante
para la construccién del nuevo observador propuesto. La
metodologia estd motivada por el escaso nimero de ob-
servadores fraccionales, algunos observadores reportados
de esta naturaleza [B. Tamhane (2015); I. N’Doye (2012)]
abordan el problema de observacién para una clase de
sistemas no lineales fraccionales bajo efectos de dindmicas
desconocidas, sin embargo, ninguno de ellos es capaz de
reconstruir las dindmicas desconocidas, una clara ventaja
del observador propuesto en este trabajo. Por lo que sa-
bemos, en la literatura no se ha reportado esta clase de
esquema de diagnéstico fraccional.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera:
en la Seccién 2, se introducen algunas herramientas del
calculo fraccional que serviran para formular el resultado
principal. El planteamiento del problema, y las definiciones
de OAF y DAF son introducidos en la Seccion 3; en la
Seccion 4, se describe el observador fraccional, y se propor-
ciona un método sistematico para la reconstruccion de las
fallas y variables de estado desconocidas. Posteriormente,
para fortalecer la metodologia propuesta se llevan a cabo
simulaciones numéricas en la Seccién 5. Por tdltimo, en la
seccion 6, se resumen las conclusiones de este trabajo.

2. CONCEPTOS BASICOS

Algunos conceptos bésicos e importantes se presentan en
esta seccion y son utilizados a lo largo del articulo con el
fin de facilitar la comprensién del esquema propuesto.

2.1 Derivada Fraccional de Caputo

Existen diferentes definiciones de la derivada de orden «,
con 0 < a < 1, véase en I. Podlubny (1999); debido
a la interpretacién fisica de las condiciones iniciales se
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selecciona el operador fraccional de Caputo, el cual se
aplica a lo largo del trabajo.

Definicidn 1. [I. Podlubny (1999)] La derivada fraccional
de Caputo de orden o € RT es una funcién de z(t) definida
como:

t m
C (@) 1 d "E(T) n—a—1
D t) = t— d 1
C012() = oy | =y (1)
donde, n — 1 < o < n; dfjjﬁf’ es la n-ésima derivada de

x(t) en el sentido usual, n € N y I' es la funcién Gamma
definida como: 2

F(z)z/ e ft*at
0

que converge en la mitad derecha del plano complejo
R(z) >0

Ahora, aplicando r veces el operador (1) se obtiene la
derivada sucesiva de la funcién x(¢) [K. S. Miller (1993)]:
D(Ta)x(t) —tott toDa t toDa ( ) (2)

r-veces

Es claro que para r = 1, D®z(t) = 2(®) y si a = 0 se
tiene DO x(t) = 2(t).

2.2 Funcion Mittag-Leffler

La funcién Mittag-Leffler [A. A. Kilbas (2006)] con dos
parametros estd definida como:

o .
Z’L
=) =,
— T(ai+ )
Esta funcién se utiliza para resolver ecuaciones diferencia-
les fraccionales como la funcién exponencial en los sistemas
de orden entero. Ahora bien, si tenemos valores particula-

res de «, la funcién (3) tiene un comportamiento asintGtico
en el infinito.

Teorema 1. [I. Podlubny (1999)] Si a € (0,2), 5 es
un ndmero complejo arbitrario y § es un numero real
arbitrario tal que:

Ra) >0, R(B)>0 (3)

ag < 0 < min(m, Ta), (4)

entonces para un entero arbitrario k& > 1, se tiene la

siguiente expansion
1
7o (mm) O

k
= OF — i)
con |z| = 00, § < larg(2)| <= |

Por 1ltimo, se presentan dos importantes propiedades de
la funcién Mlttag—LefHer [I. Podlubny (1999); K. S. Miller
(1993)].

Propiedad 1.

t
L/”*&wem%m=ﬁﬂwﬂem% 5> 0.
0

Propiedad 2. E, g(—x
decir, (—1)" Eg%(f:c) >0para0<a<1lyf>apara
todo = € (0,00) y n € NU {0}.

), es completamente mondtona, es

2 Para simplificar la notacién en la siguiente secciones se omite la
dependencia del tiempo en z(®)| y se considera to = 0.

3. DIAGNOSTICABILIDAD FRACCIONAL

En esta seccién se presenta; el problema de diagnéstico de
fallas y las definiciones de OAF y DAF. A continuacién, se
muestra un sistema no lineal fraccional que esta descrito
por las siguientes ecuaciones

o) = F(x,q) 0<a<l (6)

y=h(z)
con 7 = (x1,z,...,x,) € R™ como vector de estados,
u = (U7f) = (ul,ug,...,um, fl’f27"'7.fu) c RmM—# x R

donde u es el vector de entradas conocidas y f el vector
de entradas desconocidas (vector fallas), y por tltimo,
y = (y1,%2,.--,Yp) € RP como las salidas medibles del
sistema.

Ahora, nos planteamos la siguiente pregunta: ;Cémo se
puede estimar el vector de entradas desconocidas?, esta
pregunta surge porque si conocemos f el problema de
diagnéstico de fallas ya estd resuelto, y la informacién que
proporciona se puede utilizar para la toma de decisiones
(mantenimiento o sustitucién de sensores o actuadores)
e incluso para abordar algunos problemas de control.
Como se mencioné anteriormente, el esquema propuesto
se basa en las definiciones de OAF y DAF, estas permiten
conocer de antemano si las fallas, variables de estado o
ambos pueden ser estimadas, es decir, proporcionan la
condicién de observabilidad y diagnosticabilidad para la
construccién del observador fraccional propuesto.
Definicion 2. (OAF) Una variable de estado z; € R satis-
face la propiedad de observabilidad algebraica fraccional si
es funcion de las primeras r1, o € N derivadas secuenciales
de las salidas disponibles y y las entradas conocidas u.

= 60 (y,9', o, Dy u L D) (7)
Deﬁmczon 3. (DAF) Un sistema no hneal fraccional des-
crito por (6) satisface la propiedad de diagnosticabilidad
algebraica fraccional, si f; es fraccional y algebraicamente
observable con respecto a y, u y sus r1,ry € N derivadas
secuenciales, es decir, f; satisface la definicion 2.
D(Tla)y u, ul@

fi=d5 .y . DUy) o (8)

Para ilustrar las definiciones 2 y 3, mostramos los siguien-
tes ejemplos.

Ejemplo 1. El sistema no lineal fraccional descrito por:

x@ =rixo+u+ f

scga)—xl 0<a<l (9)
Yy==T2

es fraccionalmente diagnosticable y observable ya que x1 y
f satisfacen las ecuaciones polinomiales fraccionales dadas
por

T = y(a) (10)
F=yP =y @y —u (11)
por lo tanto, 1 y f cumplen con las condiciones de OAF

y DAF respectivamente, lo que permite la estimacién del
estado no disponible z; y la entrada desconocida f.
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Observacion 1. Un sistema fraccionalmente diagnostica-
ble no necesariamente cumple con la propiedad de OAF, y
viceversa. De hecho, el siguiente ejemplo ilustra este hecho,
cuando un sistema es fraccionalmente diagnosticable, pero
no un sistema fraccionalmente observable (en el sentido de
la definicién 2).

Ejemplo 2. Para ilustrar el caso mencionado anteriormen-
te, se considera el siguiente sistema no lineal fraccional,

I]C(la) =2

o = —ay o+ f 0<a<1l (12)

x(a)*x —
3 =13 — T2

Yy=x2
no es dificil ver que (12) es un sistema fraccionalmente
diagnosticable de acuerdo a la definicién 3, dando la
posibilidad de estimar f a partir de y(® ey

f=y+y

sin embargo, 1 y x3 no satisfacen la propiedad de OAF,
impidiendo la estimacién de estados.

Estos ejemplos ilustran la importancia y la informacion
que se obtiene a partir de las definiciones 2 y 3.

4. OBSERVADOR FRACCIONAL

Se considera el sistema (6), donde el vector de fallas f es
desconocido y se puede interpretar como una dindmica de
estados fraccional desconocida. Con el fin de estimar f,
el vector de estado se extiende (inmersién, [R. Martinez-
Guerra (2014)]), de tal manera que el nuevo sistema
extendido estd dado por

2@ = F(x,u)
£ = Q(z, @) 0<ac<l (13)
y = h(z)

donde €(e) es una funcién incierta y acotada. Entonces,
el problema se aborda mediante el uso de un observador
fraccional disenado con el fin de reconstruir el vector de
fallas f.

Considerando las siguientes hipdtesis

H1 : Q;(z,a) es acotada, es decir. ||Q;(z,a)|| < M,
M; cRY, 0<i<upu

H2 : f;(t) satisface la definicién DAF.

H3 : K; € R+

el siguiente lema muestra la existencia de un observador

fraccional.

Lema 1. Si las hipétesis H1, H2 y H3 se satisfacen
completamente, la ecuacién dada por

f = K; (fi— f) (14)
representa un observador fraccional para el sistema (13),

donde fi denota la falla estimada y K 7, determina la tasa
de convergencia deseada.

0<i <, 0<a<l1

Demostracion 1. La dindmica fraccional del error ey, =
fi — [i se describe como:

e+ K e, = Q1) (15)

Existe una solucién tdnica para el sistema (15), dado
que €;(z(t),u(t)) — Kye(t); es una funcién continua y
Lipschitz sobre e. Resolviendo (15) [A. A. Kilbas (2006)],
se tiene como resultado la siguiente ecuacién
ef,(t) = eff,oEOéyl(foh, )+
t
+ / (t— T)ailana(foi (t—71))Q;(e)dr
0
donde ey, (0) = ey,
Usando, las desigualdades del tridangulo y Cauchy-Schwarz,
y la hipétesis H1, resulta
lesi(D)] < lefio B (=K t)|+

t
+ Mi/ (¢ = 7 B (K5 (= 7)°)|dr
i ,

Las funciones E, 1 (—K/,t*) and (¢ —T)a_lEa@(—Kfi (t—

7)%) no son negativas debido a la propiedad 2 de la
funciéon Mittag-Leffler y la hipétesis H3

lefi()] < lefio | Ean (=K t%)+

t
M / (t = 7)° B~ K5 ( — 7)%)dr
0

aplicando la propiedad 1 de la funcién Mittag-Leffler,
tenemos

‘efi(t)l < ‘efi(l

s{ t — 00, se usa la expresién (5) con § =
1) y debido a la hipétesis H3

Bt (=K ;%) + Mit® Eq q41(— K 1%)

328 (Teorema

¢ 1< leg, | 1 —K;t®
}g& |ef1| = |€f10|t1i>r£o Ea’l( Kfq‘,t )+
+ M; tlirglo t“Ea7a+1(—KfitQ)

Observacion 2. En ocasiones, derivadas fraccionales des-
conocidas de la salida aparecen en las ecuaciones algebrai-
cas fraccionales de las fallas, debido a esto, es necesario
el uso de variables auxiliares para evitar estimaciones de
estas derivadas.

Corolario 1. Siuna senal de falla f; con 1 <14 < p satisface
la definicién DAF, y la falla se puede escribir como

fi= Uiyz(a) + iy, u) (16)
con o; = (041,...,0ip) € RP un vector constante, y y
¥;(y,u) funciones acotadas, entonces, el observador frac-
cional (14) puede ser descrito por las siguiente ecuaciones

v = —Kj (vs, = ¥ily,w)) — K3 oy

fi="p + Ky oy
donde v¢,(0) =4, y 0 < a < 1.

Demostracion 2. Considerando las expresiones (16), (17)
and (18), el observador fraccional (14) puede ser descrito
como

5 (o) « ¢
Fi" =K (o + iy, w) = ) (19)
ahora, se define 7y, de la siguiente manera
V2 - K; oy (20)
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y tomando la derivada fraccional de (20)

a 5 (o) o
¥ =" - Koy (21)
finalmente, se sustituye (19) en (21) resultando lo siguiente

Vfi (O) = Vfio
De este modo, se obtiene la ecuacién (22) que concluye la
demostracién. ]

El desempeno del observador fraccional propuesto ante-
riormente se ilustra por medio de dos simulaciones numéri-
cas, ademas, se ilustra la aplicacién del corolario 1.

5. SIMULACIONES NUMERICAS

Con el fin de verificar la eficacia del método propuesto,
se llevaron a cabo dos simulaciones numéricas® . Primera-
mente, consideremos el siguiente sistema no lineal fraccio-
nal:

o\ =~z + fizd + forows +u
o5 = w3 + fi
e = a3+ f (23)
Y1 =22
Y2 =23
donde z = (z1,z2,23)7 es el vector de estados, f =

(f1, f2)T el vector de fallas y y = (y1,y2)7 el vector de
salidas.

Las fallas se pueden representar a través de las ecuaciones
dada por,

fr=05 0,y ) =y —y
fo=05 1,y ) =y + 4}

es decir, las entradas desconocidas satisfacen la condicién
DAF. Ahora, de las ecuaciones (14) y (24), se obtienen las
siguientes dinamicas fraccionales de las fallas.

(24)

A = K5 ) — o — 1)
A = K5 8 + 3 — fo)

se puede observar que y%a) e yéa) no estan disponibles, sin
embargo, utilizando el Corolario 1 es posible definir varia-
bles auxiliares para evitar este problema de la siguiente

manera

V£ :fl _Kf'lyl
Vi = f2 = Kg,ye

finalmente, tomando la derivada fraccional de las variables
auxiliares propuestas, el observador fraccional para (23)
esta dado por

3 Todas las simulaciones se realizaron con Matlab® Ninteger
toolbox [V. Duarte (2005)]

Y ==K (vp +92) = K2y 77(0) =

Vo) ==K, (v5 =9 = K2ys, 797,(0) = 7ps0 (25)
fr=vn+EKpm
fo=7p + Ky ya

Los resultados de simulacién se obtienen con las condicio-
nes iniciales vy, = s, = 0, para el observador, se selec-
ciona la ganancia K; , el pardmetro « y la entrada u(t)
como: K; = Kj =40, a = 0,935 y u(t) = 5U(t), donde
U(t) es la funcién escalén unitaria, finalmente, se toma el
tiempo de muestreo para la simulacién como 0,0001. Las
dindmicas reales de las fallas para esta simulacion estan
dadas por las siguientes ecuaciones.

fi =1+ bsin(x;)e
f2=5e72E=03 (1 —0,3) + e 2V (t — 1)

Los resultados de estimacion se muestran en las figuras 1
a 4. Notemos que en las figuras 1 y 2 las fallas estimadas
siguen a las reales. Como puede verse, dos tipos de fallas se
utilizan con el fin de mostrar la versatilidad del observador.

7, T

——Falla Estimada
6 —— Falla Real 1

Tiempo (seg)

Figura 1. Reconstruccion de la falla f; sin ruido de
medicion a la salida a través del observador fraccional.

T T T T T
——Falla Estimada
6 ~——Falla Real a

Tiempo (seg)

Figura 2. Reconstruccién de la falla fo sin ruido de
medicién a la salida a través del observador fraccional.

Las figuras 3 y 4 muestran la estimacién de las fallas
incluso en presencia de ruido de medicién a la salida.
Las mediciones de salida estdn contaminadas con ruido
Gaussiano, con media cero, varianza 0.01 y estd acotado
dentro del intervalo [—0,001, 0,001].
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T T T T T
—— Falla estimada
6 ——Falla Real 7

Tiempo (seg)

Figura 3. Reconstruccion de la falla f; en presencia de
ruido de medicién a la salida a través del observador
fraccional.

T T T T T
— Falla Estimada
N —— Falla Real 7

Tiempo (seg)

Figura 4. Reconstruccién de la falla fo en presencia de
ruido de medicién a la salida a través del observador
fraccional.

Observacion 3. Para aplicaciones en tiempo real, se reco-
mienda el uso de un filtro para reducir el ruido de medicién
a la salida.

En secciones anteriores se ilustra que el sistema (9) cumple
con las definiciones de OAF y DAF, debido a esto, es
posible diseniar el observadores fraccional para estimar
el estado no disponible x; y la falla f. Las ecuaciones
(10) y (11) se utilizan para el disefio de los observadores
fraccionales, para x; se tiene

VY = Kz e, — K2y

j1 = Vx; + Kf?ly

e (0) = Yz10

y para f, el observador estd dado por

W = —Kaym — K2y Y (0) = Yy
() _

Vi =—Ki((m+ Kay)(y + Kp) +u+tvp) 7r0) =5
f=75+ Ky + Kqy)

Para este caso en particular fue necesario definir una nueva
variable 7 = y(® con el fin de evitar la estimacién de y(?®).
Las ganancias Kj, K Py el parametro « se eligen como:
K; = 25, Kf = 30 y a = 0,935, los resultados de la
simulacién con condiciones iniciales v,, = v5, = 0 y un
tiempo de muestreo de 0,0001 se presentan en las figuras 5
y 6, en ellas se muestra una estimacién del estado x1 y el
diagnostico de la falla f. Para esta simulacién la dindmica
real de la falla estd dada por

f =0,1sin(4t)

T T T T T T T T T
— Estado estimado

0.8 . i . — Estado real 7

06

0.4]

0.2]

0|
-0.2 r

Figura 5. Reconstruccion del estado z; a través del obser-
vador fraccional.

. . . . . . . . .
— Falla estimada
19 —Fallareal

1 4
0.5 1
of 3

1 1 1
4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (seg) <10t

Figura 6. Reconstruccién de la falla f a través del obser-
vador fraccional.

6. CONCLUSIONES

Una novedosa metodologia fue presentada con el fin de
ofrecer una solucion para el problema de diagnéstico de
fallas en sistemas no lineales fraccionales. La estrategia fue
desarrollada con éxito utilizando una técnica algebraica
diferencial que involucra las definiciones de OAF y DAF,
estos resultados desempenaron un papel clave para el
disefio del nuevo observador fraccional, el cual fue capaz
de estimar multiples fallas y estados no disponibles. Las
simulaciones se realizaron con el propdsito de ilustrar la
versatilidad y eficacia de la metodologia propuesta basada
en observadores fraccionales.
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