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Resumen: En este artículo se propone el diseño de una estructura digital en una tarjeta FPGA
para el observador robusto super twisiting, para la estimación del sustrato a la entrada de un
biorreactor productor de hidrógeno. Tomando en cuenta que el proceso es tardado, los criterios
de diseño más importantes son: la portabilidad de la estructura digital modelada en VHDL
y el uso mínimo de multiplicadores embebidos. Se presenta un análisis del error producido al
discretizar el observador y del error producido por la restricción de tener un número finito bits
para representar las estimaciones y las operaciones internas.
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1. INTRODUCCIÓN

El desarrollo de circuitos integrados diseñados para ser
configurados por el usuario FPGA (field programmable
gate array), ofrece la opción de implementación de es-
quemas de control complejos sin la necesidad de una
computadora. La implementación de estos esquemas de
control mediante una estructura digital ha tomado gran
interés en la comunidad científica por las altas velocidades
de procesamiento que se pueden alcanzar, además de
que el consumo de potencia de estos dispositivos es muy
poco comparándolo con el de una computadora, esto nos
lleva a un aspecto importante en el diseño de estructuras
digitales que siempre ha sido un factor importante, la
optimización de recursos, donde el número de bits de-
termina la cantidad de recursos utilizados para efectuar
operaciones aritméticas, así como de recursos utilizados
en operaciones de desplazamiento y almacenamiento tem-
poral.

En años recientes se han publicado implementaciones de
algoritmos de control en FPGA. Por ejemplo, M. Besbes
et al. (2015) se enfocan en la implementación de un
observador de alta ganancia en FPGA aplicado en un
motor de inducción utilizando la tarjeta Spartan3E con
XC3S500. P. Bhartiya et al. (2014) presentan un tutorial
acerca del del diseño de controladores y de observadores
ambos, basados en la teoría de modos deslizantes. S.Krim
et al. (2014) presentan la solución del problema del error

de medición de la corriente de estator, estimación del
error del flujo del estator y el problema de integración
a bajas velocidades en el control de torque convencional
de un motor de inducción, con un estimador del flujo
del estator en lazo abierto, mediante la implementación
de un observador de alta ganancia en FPGA usando la
herramienta Xilinx Generator para generar código VHDL
sintetizable.

Para la implementación del observador super-wisting en
un FPGA, se requiere del diseño de circuitos digitales
capaces de ejecutar las operaciones aritméticas de la raíz
cuadrada y la división, utilizando sumas y desplazamien-
tos de bits, además de que se requiere del diseño de una
arquitectura digital que efectúe el producto entre dos
matrices del tamaño que sea, utilizando un multiplicador
y un sumador. La descripción de tales circuitos es posible
mediante el uso de lenguajes descriptivos de modelado
de hardware como VHDL o Verilog. A pesar de que el
proceso puede volverse algo tedioso usando este lenguaje
descriptivo, la ventaja es que el diseño resultante puede
ser implementado sin problemas en cualquier FPGA que
tenga los recursos mínimos requeridos.

En este trabajo se considera la implementación en FPGA
del observador super-twisting propuesto por Torres Zúñi-
ga et al. (2015) para estimar la glucosa en la entrada de
un biorreactor de producción de hidrógeno.
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2. OBSERVADOR SUPER-TWISITING
(ALGORITMO DE ESTIMACIÓN DE LA GLUCOSA

A LA ENTRADA)

Las dinámicas de la glucosa en el proceso de producción
de hidrógeno, son modeladas de la siguiente manera:

dGlu

dt
= −K1,1r1 −K1,2r2 − (Glu−Gluin)D (1)

donde Glu representa la concentración en gL−1 de glu-
cosa, D es el tiempo de detención en d−1 y Gluin es
desconocida, K representa el vector de coeficientes pseu-
doestequeométricos y finalmente, r representa el vector
de reacciones biológicas que siguen un comportando de
Monod y que están ocurriendo en paralelo en gL−1d−1.

rl =
µmax,lGlu

KGlu,l +Glu
, l = 1, 2, (2)

Para estimar la concentraciónGluin se propone el siguien-
te observador super-twisting (Torres Zúñiga et al., 2015):

d

dt
Ĝlu = ˆGluinD + h(Glu,X) + γ1φ1(ε)

d

dt
ˆGluinD = γ2φ2(ε)

(3)

El término h(Glu,X) = −K1,1r1 − K1,2r2 − GluD. El
valor de los estados X, Glu son medidos mientras que
Qin es conocido, los términos γ1, y γ2, son las ganancias
del observador. Las funciones de corrección φ1 y φ2 se
definen de la siguiente manera:

φ1(ε) = |ε| 12 sign(ε)

φ2(ε) =
1

2
sign(ε)

(4)

El error de estimacion está dado por:

ε = Glu− Ĝlu (5)

La tasa de dilución D, está dada por la razón entre el flujo
a la entrada, y el volumen del biorreactor

D =
Qin

V
(6)

2.1 Discretización del Observador super-twisting

Las dinámicas del observador, así como gran cantidad
de sistemas en la ingeniería, se modelan mediante EDO
(Ecuaciones Diferenciales Ordinarias), de tal manera, es
de nuestro interés el conocer los métodos de discretización
empleados en este tipo de ecuaciones. Para obtener una
representación en tiempo discreto del observador se utilizó
el método de Euler.

Consideremos el problema del valor inicial de una ecua-
cion diferencial ordinaria:

dy

dt
(t) = f(t, y), t ∈ [a, b]

y(a) = α
(7)

si el intervalo [a, b] se divide en m subintervalos de
longitud ∆t = b−a

m debe verificarse la solución particular:
dy

dt
(ti) = f(ti, yi) (8)

La idea básica del método de Euler es aproximar la de-
rivada en ti mediante un cociente incremental, utilizando
la serie de Taylor tenemos:

Yi+1 = Yi + ∆t
dy

dt
(ti) + ξ(∆t2) (9)

Despreciando los errores de truncamiento, despejando el
término de derivada y substituyendo en (8) obtenemos
una solución numérica del problema de valor inicial.

Yi+1 = Yi + ∆tf(xi, yi)
Y0 = α

∆t =
b− a
m

(10)

La convergencia del método puede determinarse mediante
el siguiente criterio:

máx
0≤i≤m

|yi − Yi| → 0, m→∞ (11)

Por lo antes dicho, conforme m tiende a infinito, hacemos
que ∆t tienda a cero, como consecuencia, la solución
numérica va converger a la analítica.

Aplicando este método al algoritmo super-twisting (3)
obtenemos la siguiente solución numérica representativa:

Ĝluk+1 = Ĝluk + ∆t( ˆGluinDk + h(Glu,X) + γ1φ1(ε))
ˆGluinDk+1 = ˆGluinDk + ∆tγ2φ2(ε)

(12)

La discretización (12) es la parte inicial del proceso pa-
ra poder implementar el algoritmo en un FPGA. Como
criterio de diseño, se plantea el uso mínimo requerido de
multiplicadores embebidos para calcular las estimaciones,
por el motivo que se acaba de señalar, es deseable una
representación en forma matricial donde dichas estima-
ciones pueden calcularse de forma iterativa, esto nos da
la ventaja de usar pocos recursos de hardware.

De la solución numérica (12) se pueden separar los térmi-
nos constantes de las variables de estado del observador.
El producto matricial (13) puede ser calculado fácilmente
calculado mediante una suma acumulativa de productos.(

Ĝluk+1
ˆGluinDk+1

)
= A · x (13)

la matriz A y el vector de estados x se definen como:

A =

 1 ∆t −∆t
−∆t

V
∆tγ1 0

0 1 0 0 0
∆tγ2

2

 (14)

x =


Ĝluk

ˆGluinDk

r1 + r2
Gluk ·Qin,k

φ1(ε)
sign(ε)

 (15)
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Como podemos observar, la matriz A contiene elementos
constantes e invariantes en el tiempo, esta matriz puede
ser almacenada mediante el uso de tablas de consulta,
donde el acceso es instantáneo mediante el uso de ele-
mentos combinacionales de selección como multiplexores.
El vector x contiene el valor de los estados en el tiempo
k, los términos de reacción, y las funciones de corrección,
cada uno de los elementos del vector x debe ser calculado
antes de comenzar con el producto matricial.

3. ARQUITECTURA DIGITAL

Una de las características del proceso de producción de
hidrógeno, es que es tardado, por consecuencia, el tiempo
de muestreo mínimo para que la solución numérica (13)
converja a la solución analítica (3) es de ∆t = 10min,
que es muy lento comparándolo con el tiempo requerido
por el FPGA para calcular las estimaciones utilizando un
oscilador de 50MHz, de manera que, como se ha men-
cionado anteriormente el parámetro más importante a
tomar en cuenta en el diseño, es el uso mínimo de recursos
requeridos para implementar el sistema y no tanto de la
velocidad de procesamiento, aunque la estructura digital
es de naturaleza iterativa, puede ser utilizada en aplicacio-
nes donde la velocidad de respuesta es una característica
fundamental del diseño.

3.1 Aritmética binaria de punto fijo

Para poder calcular las estimaciones del observador es
necesario calcular primero el estado de las variables del
vector x, como se puede observar de (4) y (2), las
funciones de corrección y el vector de términos de reacción
deben ser calculadas usando la división y la raíz cuadrada
respectivamente.

Si el objetivo es ahorrar recursos del FPGA, el algoritmo
CORDIC (Cordinate Rotation Digital Computer) es una
buena opción, este algoritmo es típicamente usado cuando
no hay operaciones aritméticas en hardware, y nos permi-
te diseñar una estructura digital que pueda realizar diver-
sas operaciones incluyendo la división utilizando simples
sumas, desplazamientos y búsqueda en tablas.

Para implementar la división se puede utilizar CORDIC
en su forma vectorial, para el cálculo coordenadas lineales.

xj+1 = xj
yj+1 = yj + ρj2

−jxj
zj+1 = zj + ρj2

−j
(16)

donde

ρj =

{−1 si yj ≥ 0

1 si yj < 0
(17)

si el algoritmo converge exitosamente, las coordenadas
calculadas deben ser las siguientes:

xf = xin
yf = 0

xf = zin +
yin
xin

(18)

Un diagrama a bloques mostrado en la figura 1 muestra
una implementación en forma serial, mediante n número
de micro rotaciones se puede llegar a (18), se recomienda
como mínimo 16 micro rotaciones para obtener resultados
con un error aceptable.

MUX Desplazamiento MUX TABLA

ADD/SUB

REG Z

yj+1

yj

yin

j xin j

zj

zin

jσ

ADD/SUB

REG Y

jσ

MUXjσ

2-jxj2-jxj

Figura 1. CORDIC: Estructura digital en forma serial.

A partir de la figura 2 podemos ver cómo funciona el
algoritmo convencional para calcular la raíz cuadrada de
números binarios utilizando 8 bits. Se pueden plantear
muchas maneras de diseñar una estructura digital para
poder calcular esta operación sin importar el número de
bits del radicando.

01110110
q3 = 1 q(1) = 1

101? No q2 = 0 q(2) = 10

1001? Si q1 = 1 q(3) = 101

10101? No q0 = 0 q(4) = 1010

01
0011
000
01101
1001
010010
00000
10010

q3 q2 q1 q0

≥

q = (1010)

q(0) = 0

≥

≥

Figura 2. Raíz cuadrada: Algoritmo convencional.

Los métodos basados en desplazamientos y restas para
calcular la raíz cuadrada como el algoritmo restoring
shitf/subtract o el algoritmo binary nonrestoring se de-
rivan directamente del algoritmo convencional. Tomando
en cuenta el formato de representación de punto fijo, el
radicando debe dividirse en parejas de bits, si el bit más
significativo queda solo, entonces debe agregarse un cero
para completar la pareja, lo mismo sucede con el bit
menos significativo. Otra solución para calcular la raíz
cuadrada es utilizando el algoritmo CORDIC en su forma
vectorial, pero a diferencia de la división, las rotaciones
son hiperbólicas y el factor de escalamiento o de com-
pensación es diferente de 1, esto debe ser multiplicado
después de hacer algunas adaptaciones al radicando antes
de comenzar con el cálculo de la raíz cuadrada, esto
implica el uso de elementos extra como multiplicadores
y sumadores para poder obtener el resultado.
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Retomando los criterios de diseño en este trabajo, la
raíz cuadrada se implementó usando el algoritmo con-
vencional, que, a diferencia de CORDIC, sólo se requiere
únicamente de un multiplicador, además de que el resul-
tado no requiere de ninguna condición de convergencia,
considerando que el radicando es el error de estimación
y que siempre tenderá a valores cercanos a cero donde
CORDIC puede tener problemas de convergencia para
valores muy pequeños.

3.2 Estructura digital para el cálculo de las estimaciones.

Efectuar el producto (13) consiste en una serie sucesiva
de suma de productos por cada estimación, donde la
matriz A contiene elementos constantes e invariantes en
el tiempo, y el vector x debe haber sido calculada.

contador

Registro

Registro
N_Iter

OPC
Inx

OPR

OPA

A

x

P

Resultado

QU

CLK

RST

Figura 3. MAC: Diagrama a boques de la estructura
digital.

La forma en que se realiza el producto de matrices, nos
hace pensar en una estructura digital de multiplicador y
acumulador que permita la suma sucesiva de los productos
parciales y que genere el índice, marcando cuales elemen-
tos deben ser multiplicados. El multiplicador acumulador
(MAC), mostrado en la figura 3, es una estructura digital
que encaja perfectamente con la descripción anterior y
que se presta para poder efectuar el producto de dos
matrices cualesquiera A y x donde el número de columnas
de A coincide con el número de columnas de x, utilizando
el mínimo de recursos del FPGA.

Los elementos constantes e invariantes en el tiempo, pue-
den guardarse mediante el uso de tablas de consulta,
donde la entrada es el índice generado por MAC y la
salida es el elemento a multiplicar con la variable corres-
pondiente. La simplicidad del sistema permite alcanzar
altas velocidades de ejecución dependiendo del oscilador
utilizado y del número de iteraciones, tomando en cuenta
que el proceso es iterativo.

Cabe destacar que una estructura digital basada en el
MAC es ampliamente utilizada en aplicaciones de pro-
cesamiento digital de señales en tiempo real, como la

implementación de filtros digitales FIR e IIR del orden
que se requiera.

3.3 Implementación del observador digital super twisting

El algoritmo super-twisiting puede ser implementado uti-
lizando la estructura digital MAC para obtener el valor
de los dos estados en el tiempo k+1, por tal motivo,
necesitará 2n iteraciones en obtenerlos, donde n es el
número de columnas de la matriz de elementos constantes
e invariantes en el tiempo A o el número de elementos del
vector columna x que deben ser calculados en el tiempo k,
asegurando la restricción debe cumplirse antes de efectuar
el producto matricial.

Si queremos mejorar el tiempo de respuesta en el diseño
del observador, tenemos la opción de ejecutar dos estruc-
turas MAC de forma paralela para obtener los estados
en el tiempo k+1 en la mitad de iteraciones, pero con el
doble de recursos, todo depende de las necesidades del
proceso.

MAC
R

INX

A
x

N_iter
OPC
OPA
OPR

DEMUX

REGISTER

REGISTER

INX

SEL

A

H1

H2

SEL

x

A2j

A1jINX

INX

x1j
x2j

xnj

C11

C21

CLK

RST

Figura 4. DSTA: Diagrama a boques de la estructura
digital.

La Fig. 4 muestra una estructura digital del observador en
forma general. Podemos representar la operación del mis-
mo mediante el producto matricial elemento a elemento
definido por (14), el resultado contiene los valores estima-
dos para los estados Ĝlu y ˆGluinD por el observador en
el vector C.

Ci,1 =

n∑
j=1

Ai,j · xj,1, i = 1, 2, (19)

Para poder calcular (19), se debe diseñar una máquina
de estados finitos que controle la operación del MAC
generando las señales de control OPC, OPA y OPR,
además de que debe controlar la operación de los registros
mediante H1 y H2 que guardaran temporalmente los
resultados de las estimaciones.

Los índices i y j deben ser generados respectivamente
por la máquina de estados mediante SEL y por el MAC
mediante INX. Para asegurar que el resultado sea correcto
en la próxima estimación, es importante borrar el registro
acumulador del MAC después de haber calculado la
estimación C1,1, reiniciar el contador y la señal SEL debe
ser incrementada a 1, para obtener la siguiente estimación
C2,1. Los elementos constantes se guardan temporalmente
de dos maneras:
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1. Tablas de consulta.
2. Memoria RAM.

Teniendo en consideración que la primera opción tiene
la desventaja de tener que reprogramar la tarjeta si se
desea algún cambio, no requiere de elementos extra para
ejecutar el observador con los nuevos parámetros. Si se
opta por usar la memoria RAM, se debe diseñar una
estructura digital que permita el acceso a la escritura de
estos elementos de memoria y del uso de algún puerto de
comunicación para poder enviar los cambios al FPGA.

4. RESULTADOS

Es importante definir las bases sobre las cuales se van
realizar las operaciones aritméticas elementales, contando
también que un sistema físico debe ser acotado, se deben
conocer los máximos y mínimos de los estados de las varia-
bles del proceso, estos puntos son críticos en el diseño de
la estructura digital porque nos permite definir el formato
de representación binario de punto fijo donde se asegura
que el fallo de desbordamiento no se presentara en ningún
momento durante la operación de dicha estructura.

Las operaciones realizadas en la estructura digital del
observador, los resultados obtenidos, así como los elemen-
tos constantes definidos en la tabla 2 se representaron
utilizando un formato de representación de punto fijo con
signo 8.32.

Cuadro 1. Elementos constantes del observa-
dor

Descripción Símbolo valor
γ1 29

Ganancias del observador
γ2 290
KGlu,1 0.2896

Constante de saturación media (g/d−1)
KGlu,2 0.2596

Constante de crecimiento µmax,1 37.3197
de

máximo específico (d−1) µmax,2 27.2416
Tiempo de muestreo (d−1) ∆t 6,94 × 10−4

Volumen del biorreactor (L) V 0.9

Para demostrar el correcto funcionamiento del observador
susper-twisting implementado, se hace una comparación
de las estimaciones obtenidas del FPGA, con las estima-
ciones obtenidas de MATLAB donde la representación
de los resultados, así como de las operaciones internas,
están en punto flotante, por consecuencia, se tiene gran
cantidad de bits para representar los resultados, esto nos
permitirá ver la diferencia entre ambos resultados. Las
figuras 5 y 6 muestran las estimaciones del observador.
La linea en color rojo representan los resultados del ob-
servador obtenidos mediante MATLAB y la linea en azul
representa los resultados obtenidos del FPGA en formato
de representacion de punto fijo 8.32.

Figura 5. Resultados: Estado ˆGluin

Figura 6. Resultadods: Estado Ĝlu

4.1 Análisis del error

Obtener una solución numérica usando los métodos de un
solo paso implica dos clases de error:

1. Error de truncamiento, originado por la naturaleza
misma del método utilizado para aproximar los va-
lores.

2. Error de redondeo, originado por el número finito de
bits que una computadora puede manejar.

El error de truncamiento comprende dos tipos de errores,
el primero es el error de truncamiento local, y el segundo
es el error de truncamiento propagado, la adicion de
ambos es el error de truncamiento global, mediante la
serie de Taylor podemos comprender el comportamiento
del método de Euler y nos permite modelar las dinámicas
del error, si tomamos en cuenta que el tiempo de muestreo
∆t es muy pequeño se puede llegar a la expresión del error
de truncamiento local aproximado.

Ea =
f ′(xi, yi)

2!
∆t2 (20)

la ecuación (20) indica que se debe calcular la segunda
derivada total de los estados en (3) para modelar las di-
námicas del error de truncamiento local. Mediante la regla
de la cadena, se puede obtener la derivada total de cada
uno de los estados del observador super-twisting y llegar a
las siguientes expresiones del error de truncamiento local.
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Ea,Ĝlu = T1 + T2 +R1 +R2 −
Glu

V
+ 1

Ea, ˆGluinD
= 0

(21)

donde

Ti =
k1,iµmax,iKGlu,iX

(KGlu,i +Glu)2
, i = 1, 2, (22)

Ri =
k1,iµmax,iKGlu,i

KGlu,i +Glu
, i = 1, 2, (23)

el error de truncamiento local para el estado GlluinD es
igual a cero, debido a que esta depende únicamente de la
función de corrección γ2(ε1).
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Figura 7. Ea,Ĝlu: Dinámicas del error de trumcamiento
local.

4.2 Evaluación de desempeño

El reporte de compilación del código VHDL que se genera
al momento de sintetizar el proyecto provee información
de interés pera el diseñador, como por ejemplo la veloci-
dad del circuito implementado. Una buena medida de la
máxima frecuencia en la que el circuito puede trabajar,
esta medición depende del retardo más largo entre dos re-
gistros con la misma fuente de reloj, más allá de este valor
permitido no se garantiza un comportamiento estable del
sistema. También podemos ver información detallada de
la cantidad de recursos destinados a cada componente que
conforma al observador digital.

Cuadro 2. Máxima frecuencia del Reloj maes-
tro

Estrucutura digital fmax

MAC 129.42MHz
CORDIC 991.61MHz

Raíz Cuadrada 87.15MHz
DSTA 50MHz

5. CONCLUSIÓN

Los resultados del observador obtenidos mediante el FP-
GA y MATLAB muestran que el error en la implemen-
tación causados por el número finito de bits y la natura-
leza del método de Euler al extrapolar las estimaciones
es muy pequeño, tomando en cuenta que el formato de

representación es de 8.32, esto se puede mejorar aun más
al aumentar la resolución en la parte fraccionaria, tales
resultados nos permiten concluir que el usos de estos
circuitos configurables por el usuario representan una ex-
celente remplazo de las computadoras donde el consumo
de energía y recursos de hardware es mucho mayor al de
un FPGA.
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