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Abstract: En este articulo se aborda el problema de estabilizacién de modelos con retardo
de redes tipo Protocolo de control de transmisién/Manejo activo de cola (TCP/AQM
por sus siglas en inglés) mediante el uso de un controlador Proporcional-Derivativo (PD)
como estrategia AQM. Se obtienen condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad
exponencial de los modelos linealizados en lazo cerrado. Como consecuencia, se determina el
conjunto completo de controladores PD-AQM que estabilizan exponencialmente los sistemas
lineales con retardo correspondientes, en contraparte con los trabajos existentes en la
literatura que sélo proporcionan una estimaciéon del mismo. Adicionalmente, se presenta
un procedimiento sencillo para la determinacién de las ganancias del controlador que
proporcionan un controlador PD no frégil el cual admite perturbaciones en los coeficientes

del controlador.
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1. INTRODUCCION

Uno de los mayores problemas en las redes de comuni-
cacién es la congestién. Para abordar dicho problema
se recomienda utilizar esquemas AQM. Las estrategias
AQM tienen como objetivo principal minimizar el riesgo
de congestién regulando el tamano promedio de la cola
en los enrutadores.

En Hollot et. al. (2002) se presenta un modelo matemético
que describe aproximadamente el comportamiento de
los enrutadores congestionados en las redes TCP/AQM
y permite abordar el problema de congestiéon desde
el enfoque de la teoria de control. A partir de este
modelo se han propuestos varios esquemas AQM basa-
dos en estrategias de control retroalimentado, como
por ejemplo, Proporcional (P) Hollot et. al. (2002);
Michiels et. al. (2006), Proporcional-Integral (PI) Hol-
lot et. al. (2002); Melchor-Aguilar y Niculescu (2009),
Proporcional-Derivativo (PD) Azadegan et. al. (2015);
Kim (2006); Sun et. al. (2003), y H>® Quet y Ozbay
(2004).

Entre estos trabajos, es interesante observar la formu-
lacién de retroalimentacién en espacio de estados prop-
uesta en Kim (2006) para el problema de control TCP /
AQM. En el trabajo se demuestra que una estructura de
control de tipo PD en funcién de la longitud de la cola es
el control por retroalimentacién de estados natural para
regular completamente la dindmica del TCP. Las capaci-
dades del control PD-AQM en la regulacién de la longitud
promedio de la cola en diferentes escenarios de red asi
como comparaciones con otras estrategias de AQM se
han ilustrado mediante simulaciones en Azadegan et. al.
(2015) y Sun et. al. (2003).

Aunque los disenos existentes de controladores PD-AQM
pueden proporcionar resultados satisfactorios, sélo se
basan en condiciones suficientes para garantizar la esta-

bilidad en lazo cerrado de la linealizacién de los modelos,
considerando que las ganancias del controlador se ob-
tienen a través de algunas reglas heuristicas en Sun et. al.
(2003), la minimizacién de una funcién lineal cuadrética
de costo en Kim (2006) y en términos de desigualdades
matriciales lineales en Azadegan et. al. (2015). Como con-
secuencia, estos disefios no ofrecen el conjunto completo
de valores de ganancias para los controladores PD esta-
bilizantes. Este hecho nos motiva a buscar una caracter-
izacién completa del conjunto de todos los controladores
PD que estabilizan de forma exponencial la linealizacién
de una versién simplificada del modelo considerado en
Azadegan et. al. (2015) y Kim (2006).

Durante el desarrollo del anélisis, observamos que el
sistema en lazo cerrado con un controlador PD-AQM es
un sistema con retardo de tipo neutro pero, sin embargo,
los disefios en Azadegan et. al. (2015) y Kim (2006)
se basan en un sistema con retardo en lazo cerrado
de tipo retardado que se considera equivalente al de
tipo neutro. Asi, revisamos los resultados obtenidos en
Azadegan et. al. (2015) y Kim (2006), y demostramos
que los sistemas con retardo en lazo cerrado de tipo
neutro y retardado no son equivalentes en general, sino
que s6lo para algunas condiciones iniciales especificas.
Este resultado, que de acuerdo a nuestro conocimiento
no ha sido reportado en la literatura, proporciona una
justificacién formal para el disefio de un controlador
PD-AQM basado en un sistema con retardo de tipo
retardado, con lo cual se evita la necesidad de estudiar la
estabilidad del correspondiente sistema de tipo neutro,
que como es sabido en la literatura su andlisis es maés
complicado, véase Gu et. al. (2003).

Una de las principales ventajas de conocer el conjunto de
todos los controladores estabilizantes es que nos permite
realizar una comparacién adecuada de los problemas de
robustez y la fragilidad de varios disefios estables, ver
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Melchor-Aguilar y Niculescu (2009) para la caracteri-
zacién completa y Unal et. al. (2013) para comparaciones
sobre la robustez y la fragilidad de los controladores PI-
AQM estabilizantes. En este trabajo, usando la carac-
terizacién completa de todos los controladores PD es-
tabilizantes, se presenta una metodologia sencilla para
examinar la fragilidad de un controlador PD estabilizante
dado y se propone un algoritmo para determinar uno
no fragil. Obtener un controlador que no sea fragil
es muy importante para la aplicacién practica de los
disenos, ya que se requiere mantener la estabilidad en
lazo cerrado ante perturbaciones en los coeficientes del
controlador que surgen naturalmente de errores de re-
dondeo durante la implementacion y el posible ajuste
de las ganancias alrededor de un diseno nominal para
conseguir un desempeno deseado en lazo cerrado, véase
Keel y Bhattacharyya (1997).

La parte restante del articulo se organiza de la siguiente
manera. En la seccién 2 se presenta el modelo TCP/AQM
en estudio y el control PD como estrategia de AQM.
La justificacién formal para considerar un sistema con
retardo en lazo cerrado de tipo retardado en lugar del
sistema con retardo de tipo neutro se presenta en la sec-
cién 3. La caracterizacién completa de los controladores
PD estabilizantes para la linealizacién se proporciona en
la seccién 4. Un ejemplo numeérico ilustra que los disenos
de PD con los enfoques en Kim (2006) y la metodologia
clésica de Ziegler-Nichols O’Dwyer (2006) pertenecen
a la regién de estabilidad completa. La seccién 5 pre-
senta el andlisis de fragilidad, en donde se proporciona
un algoritmo para el cdlculo de un controlador PD no
fragil. Por medio de un ejemplo numeérico se realiza una
comparacién de fragilidad de algunos controladores PD
estabilizantes. En la seccién 6 se discute la restriccién
sobre las condiciones iniciales desde el punto de vista
de la aplicacién y se presenta una simulacién numérica
para validar los resultados. Por tltimo se presentan las
conclusiones del trabajo. Es importante mencionar que
un andlisis més detallado asf como las demostraciones de
las proposiciones en este articulo, se pueden consultar en
Puerto-Pina (2015).

2. MODELO MATEMATICO Y CONTROLADOR PD

En nuestro andlisis consideramos el modelo dindmico
introducido en Hollot et. al. (2002) para describir el
comportamiento de las redes TCP/AQM. Este modelo
relaciona el valor promedio de las principales variables de
red para n fuentes homogéneas controladas con el TCP
y un so6lo enrutador congestionado, el cual es descrito
a través de las siguientes ecuaciones diferenciales no
lineales, acopladas y con retardos variantes en el tiempo:
1 w(t)w(t—7(t)) (),

YO=TH T Ty P

. n(t)
= 22 w(t) — et
i(t) = Hd() (o)
donde w(t) denota el tamano promedio de ventana TCP
(paquetes), ¢(t) es el tamano promedio de la cola (paque-

(1)

tes), 7(t) = ﬂcﬁ + 7, es el tiempo de viaje redondo (RTT,
por sus siglas en inglés) en segundos donde 7, representa
el retardo de propagacion, c(t) es la capacidad del enlace
(paquetes/segundos), n(t) es el nimero de sesiones TCP

y p(-) es la probabilidad de marcado de paquetes, que
representa la estrategia de control AQM. Es importante
mencionar que el modelo (1) no considera la etapa de
inicio lento del TCP, Hollot et. al. (2002).

Siguiendo argumentos similares a los propuestos en Hol-
lot et. al. (2002), suponemos que el nimero de sesiones
TCP, el tiempo de retardo RTT y la capacidad del enlace
son constantes, ie., n(t) = n,7(t) = 7y c(t) = e
Entonces, el modelo (1) se aproxima por el siguiente
sistema:

1 —

L Mp(t — 1),

T 27 (2)
) n

i) = 2wt - ¢,

cuyo tnico punto de equilibrio estd dado por

(we, pe) = er, 2
e> Ve n’ (C’T)2 :
Adicionalmente, en Hollot y Chait (2001) y Michiels
et. al. (2006) se muestra que si w. > 1 entonces el
comportamiento local del modelo (2) alrededor del equi-

librio puede aproximarse por el comportamiento local del
sistema

wit)
%_p@ )s )

() = Zw(t) —c.

u’)(t):%—

Aunque la condicién we > 1 impone una restricciéon en
los pardmetros de la red para considerar (3) como una
buena aproximacién de (2), este hecho se satisface para
un rango tipico de pardmetros que surgen en la préactica,
como se argumenta en Hollot y Chait (2001) y Michiels
et. al. (2006).

Nosotros consideramos el modelo simplificado (3) y un
controlador PD-AQM de la forma

p(t) = Kpq(t) + Kqq(2). (4)

En Kim (2006) se demostré que es necesario un con-
trol PD de la forma (4) para soportar completamente
la dindmica TCP. A grandes rasgos, el razonamiento
principal detrds de esto es que el tamano de ventana
w(t) y la longitud de la cola ¢(t) son las variables de
estado del sistema (3) y, por lo tanto, necesitan estar
involucradas en una retroalimentacién de estado para
controlar por completo la dindmica. Ahora, dado que la
segunda ecuacién de (3) expresa la dindmica de la cola
como una funcién del tamano de ventana, entonces surge
que ¢(t) se puede usar en lugar de w(t) lo que conduce a
una estructura de control de tipo PD. Por otro lado, el
uso de un control PD supera la restriccién en la aplicacion
de tener una medida o estimacién de w(t), la cual no es
accesible en los enrutadores de redes reales, ver Azadegan
et. al. (2015) para las discusiones de este hecho.

3. TRANSFORMACION DEL SISTEMA EN LAZO
CERRADO DE TIPO NEUTRO A UN SISTEMA
TIPO RETARDADO

El sistema en lazo cerrado (3)-(4) es
332
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Kyt — 7) + Kadt = 7))
T )

() = Zu(t) —c.

Claramente, el sistema con retardo (5) es de tipo neutro
debido a que involucra los valores pasados de la derivada
temporal de ¢(t), ver Vyhlidal et. al. (2009) para la
discusiéon acerca de aplicar una retroalimentacién tipo
PD a un sistema con retardos en la entrada de control.

Siguiendo los planteamientos presentados en Azadegan
et. al. (2015) y Kim (2006), diferenciamos la segunda
ecuacion de (3) y sustituimos la parte derecha, tanto de la
primera como de la segunda ecuacién de (3) para obtener

i) =5 - oo )+ et -7 ()

El sistema en lazo cerrado (6)-(4) es

i(6) = T — 5 (d(0) + ©)* (Kypalt =) + Kai(t 7))
7

un sistema con retardo de tipo retardado, el cual se
considera equivalente al sistema neutro (5) en Azadegan
et. al. (2015) y Kim (2006) para el disefio de los valores
de las ganancias.

Formalmente hablando, el proceso de convertir las
dindmicas acopladas de w(t) y ¢(t) en (3) a una sola
dindmica para ¢(t) en (6) representa una tranformacion
especial del sistema que, ante un controlador tipo PD,
sélo es vilida para funciones iniciales particulares.

Siendo mds precisos, cuando transformamos (3) en (6),
usamos la segunda ecucacién de (3)

Q(t) = ~w(t) —c.

Sin embargo, esta ecuacion es valida solo parat > 0y
debido a que el control PD (4) involucra ¢(t) entonces,
se requiere que

G(t—71) = Zw(t—T) —c,

se satisfaga para t € [0, 7]. Evidentemente, la ecuacién
anterior se satisface solo si se impone una restriccion a
las condiciones iniciales.

Lema 1. Considere el sistema con retardo de tipo neu-
tro (5) y el sistema con retardo de tipo retardado

w(t):%—%f) Kpq(t —7) + Ka (M—c)}
() = Zw(t) —c

o (8)
Para condiciones iniciales

w(t) = ¢,(1), q(t) = p4(t),t € [-7,0], (9)
satisfaciendo

bot) = ZouB) — e, te[-m0,

tenemos que las soluciones correspondientes de los sis-
temas (5) y (8) coinciden. Aqui, asumimos que ¢, €
C([-7,0],R), el espacio de las funciones continuas que
mapean el intervalo [-7,0] a R, y ¢, € C! ([-7,0],R),
el espacio de las funciones continuamente diferenciables
que mapean el intervalo [—7,0] a R.

(10)

Observacion 1. Para las funciones iniciales (9) sat-
isfaciendo (10) la solucién correspondiente q(t, p,,, »,)

del sistema de tipo retardado (8) también satisface la
ecuacién (7) y viceversa. Por lo tanto, en virtud de la
restriccion (10) en las condiciones iniciales (9), el sistema
con retardo de tipo neutro (5) y el de tipo retardado (7)
son equivalentes como se propone en Azadegan et. al.
(2015) y Kim (2006), pero sin una justificacion.

Basados en el Lema 1 y la Observaciéon 1 ahora pro-
cedemos a desarrollar el anilisis de estabilidad local
alrededor del equilibrio del sistema de tipo retardado en
lazo cerrado (8).

El unico punto de equilibrio de (8) estd dado por

(We, ge) = (C%’K:(L:c)?) :

La linealizacién alrededor del equilibrio (we, ¢e) es

£(t) = AL(t) + BE(t — 1), (11)
donde
2n
_ (w(t) | er
g(t)_<q(t))7A_ %TO 9
T
c? T
B=| "2 T ),
0 0

w(t) = w(t) —we y 4(t) = q(t) — ge.

Observacion 2. Como se afirmé en Melchor-Aguilar y
Niculescu (2009) para el caso de los controladores PI-
AQM, no es posible investigar directamente la estabilidad
de (11) para el caso sin retardo (r = 0) ya que las
matrices A y B dependen explicitamente del pardmetro
1/7. De este hecho se sigue que el enfoque desarrollado en
Silva et. al. (2005), para el cual, el primer paso es calcular
el conjunto de controladores PD estabilizantes en el caso
libre de retardo, no puede aplicarse directamente. En
consecuencia, se aborda el problema siguiendo las ideas
de Michiels et. al. (2006) y Melchor-Aguilar y Niculescu
(2009), donde el método D-descomposicién, introducido
en Neimark (1949) se utiliza y explota para el caso de los
controladores AQM del tipo P y PI.

4. CARACTERIZACION COMPLETA DE
CONTROLADORES PD ESTABILIZANTES

Es bien sabido que el sistema (11) es exponencialmente
estable si y sélo si su funcién caracteristica (cuasipoli-
nomio)

2n K c? K,c?
2 it d —Ts p —Ts
fls)=s +<m_2)s+<2n>se +<2n>e

no tiene ceros con parte real positiva, ver Gu et. al.
(2003).

El siguiente resultado proporciona la caracterizacion
completa de las ganancias del controlador (K, K4) para
las cuales el sistema (11) es exponencialmente estable.

Proposicion 1. Dados los pardmetros de red (n,T,c),
el sistema (11) es exponencialmente estable si y sélo si
las ganancias (K, K4) del controlador pertenecen a la
region de estabilidad T', cuya frontera en el espacio las
ganancias (K, Kq) del controlador est4 definida por 333
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I = {(Kp(w), Ka(w)) : w € (0,w)}
U{(K,, Kq) : Ky € [K4(0), K4(@)] and K, = o}l,

(12)
donde
K 2n | 4 2nw
p(w) = = | cos(Tw) + ) sin(tw)|,  (13)
2n . 2n
Ki(w)= = [w sin(Tw) — — cos(nu)} ) (14)
y @ es la solucién de
2
tan(Tw) = fczlnw (15)

para w € (£, 2).

4.1 Ejemplo numérico

Consideremos los pardmetros de red utilizados en Sun et.
al. (2003) donde n=100 flujos TCP, 7=0.100 s, y ¢=5760
paquetes/s. El enfoque propuesto en Kim (2006) para
disenar un controlador PD estabilizante que minimiza
una funcién de costo lineal presenta una parametrizacion
para las ganancias del controlador K,(\) y K4()), donde
A es un pardmetro real negativo, ver las Proposiciones 1
y 3 en Kim (2006). Usando este enfoque con A = —30
y A = —40 se obtiene, respectivamente, los pares de
ganancias:

KBy = (Kp, Kq) = (1.40383 x 107*,1.07985 x 107°),
KBy = (K, Kq) = (2.23817 x 107%,1.64472 x 1075).

Para una comparacién adicional se disena un contro-
lador PD utilizando el enfoque clésico de Ziegler-Nichols.
Siguiendo O’Dwyer (2006) (pagina 235) obtenemos un
controlador PD estabilizante para K, € [0.6K,, K,] y
K4 =0.125K,T,, donde K, es la ganancia proporcional
para la cual la salida comienza a oscilar bajo una entrada
escalén y K5 = 0, y T, es el perfodo de oscilacién cor-
respondiente. Observe que este método de sintonizacién
proporciona un conjunto de controladores PD estabi-
lizantes debido a que K, puede ser seleccionado en el
intervalo [0.6K,,, K,|. Para K, = 0.6K, y K, = K,, se
obtienen los siguientes pares de ganancias:

ZN; = (K,, K;) = (1.32330 x 107%,1.98495 x 10™?),
ZNy = (K, Kq) = (2.20550 x 107%,3.30825 x 107°).

En la Fig. 1 se grafica la regién de estabilidad T" en
el espacio de las ganancias del controlador (K,,K),
determinada mediante la Proposicién 1, junto con los
controladores KB1, KBy, ZN1 y ZNs. Como se esper-
aba, estos controladores pertenecen al conjunto completo
de controladores PD que estabilizan el sistema (11).

5. ANALISIS DE FRAGILIDAD

En esta seccién se aborda el anélisis de fragilidad de los
controladores PD estabilizantes, es decir, la robustez ante
perturbaciones en las ganancias del controlador (K, Kg).
Aunque las ganancias negativas pueden estabilizar el
sistema (11), tiene sentido que sélo se tomen en cuenta
los valores positivos para la aplicacién practica de las

x10°°

10T

Kd

Kp x107

Fig. 1. Regién de estabilidad para el ejemplo propuesto.

redes, consulte Unal et. al. (2013) para las discusiones
en el caso de controladores PI. Por lo tanto, para el
andlisis de la fragilidad tomemos en cuenta las ganancias
del controlador (K, K4) que pertenecen a la region de
estabilidad I', cuya frontera en el espacio ganancias del
controlador estd dada por

oI, =CU{(K,,Kq) : K5 € [0, K4(w)] y K, =0}

U{(KP7Kd) : KP € [07KP(LD)] y Ka= 0}7
donde

C={(Kp(w), Ka(w)) :w e (@,0)},
con Kp,(w) y Kg(w) respectivamente dadas por (13) y
(14), @ la solucién de (15) para w € (g=,%) y @ es la
solucion de

2n ™
tan(Tw) = m, w e (0, ;) .

El problema de fragilidad de un controlador PD esta-
bilizante dado se puede formular de la siguiente man-
era: Dadas las ganancias nominales del controlador

(Kpo, Kao) € T'p, encontrar el maximo p, > 0 tal que para
cualquier K, K; > 0 la siguiente condicién se satisface:

Bp(J (Kp07Kd0) = {(KpaKd) :

\/(Kp — Kpo)® + (Kg — Kan)? < po} c T,

El problema es equivalente a encontrar la distancia min-
ima entre (Kpo, Kq0) y OI',. La distancia de (Kyo, Kqo)
a la curva C' es obtenida por el minimo de la funcién

d(w) =\ (Kp(w) = Kpo)? + (Ka(w) — Kao)?, w € [0,

Debido a que w — d(w) es una funcién continua, siempre
existe @ € [W,w] tal que d(@) < d(w) para toda w €
[, @] . Entonces, es facil ver que la minima distancia del
punto dado (Ko, Kqo) a OT'), estd definida por

po = min{Kpg, Kgo,d(D)} . (16)
La férmula (16) proporciona un procedimiento numérico
para determinar el margen de estabilidad paramétrica lo
alrededor de un punto nominal (Ko, Kq), €l cual nos
permite examinar la fragilidad de un controlador estabi-
lizante dado, considerando que un mayor p, proporc10é1%4
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un controlador menos fragil mientras que un pequeno p,
produce un controlador més fragil.

5.1 Algoritmo para diseniar controladores PD no fragiles

Con el procedimiento para calcular el margen de esta-
bilidad paramétrica I, alrededor de un punto nominal
(Kpo, Kao), ahora podemos abordar el problema de en-
contrar las ganancias del controlador (K, Kj) € I'y en el
centro del circulo B, (Kpo, K40) con el miximo p, > 0
tal que B, (Kyo,Kq) C I'p. Este py > 0 representa
el méximo margen de estabilidad paramétrica Iy en el
espacio de las ganancias del controlador (K, K,), ver
Keel y Bhattacharyya (1997).

Para este objetivo se propone el siguiente algoritmo:

e Escoger K} = $K,(@),

e Realizar un barrido de Ky en el intervalo [0, K4(w*)],
donde w* € [w,w] tal que K,(w*) = K, y determi-
nar py > 0 usando la férmula (16).

Este procedimiento determina una familia de circulos de
diferentes radios y centros, de los cuales seleccionamos el
que tiene el radio maximo. Por tltimo, elegimos K tal
que se encuentre en el centro de este circulo.

5.2 FEjemplo numérico

Consideremos el ejemplo numérico de la seccién 4.1.Uti-
lizando el algoritmo anterior obtenemos el controlador

PD = (K,, Kq) = (1.10275 x 10~*,5.20000 x 107°).

Usando la férmula (16) podemos encontrar los p, >
0 para los controladores KBi,ZN; y PD, los cuales
son 1.60184 x 107°,3.29016 x 10~° y 5.20000 x 1072,
respectivamente. La Fig. 2 ilustra la fragilidad de estos

controladores estabilizantes en la regién completa de
estabilidad I',.

%1074

08} / \

06

\
/

PD

041

Kd

o2r \ RN A

Kp x10™

Fig. 2. Comparacién de la fragilidad de los controladores
KBy,ZN, y PD.

6. DISCUSION SOBRE LA RESTRICCION DE LAS
CONDICIONES INICIALES

La restriccion sobre las condicones iniciales (10) es fun-
damental para la obtencién de los resultados de contro-
ladores PD-AQM basados en el sistema retardado (8).

Asi, resulta pertinente analizar si la restriccién (10)
derivada del andlisis matemdtico se satisface o no
en la aplicacién real. Para lo anterior, primeramente
recordemos que el modelo (3) describe dnicamente la
etapa de evitacion de congestion del algoritmo TCP/AQM
y, por lo tanto, las condiciones iniciales para dicho modelo
estdn determinadas por el comportamiento TCP durante
la etapa del algoritmo llamada inicio lento, véase Srikant
(2004).

Por otro lado, en Peterson y Davie (2007) se muestra que
la ecuacién

qt') = (17)
describe la dindmica de la cola en el biffer de un enruta-
dor tanto en la etapa de inicio lento como en la etapa
de evitando congestion. Aqui ¢’ denota el tiempo general

para toda la dindmica TCP, es decir, considerando las
etapas de inicio lento y evitaciéon de congestion.

n
—w(t')—c, t' >0,
Tw() c, t'>

Sea T' = 7K, para algiin K € N, el instante de tiempo
que determina el fin de la etapa de inicio lento y el inicio
de la etapa de evitaciéon de congestion. Se sigue que el
modelo (3) estd definido en la variable ¢ > 0, donde
t =t —-T =t — 7K y entonces la restriccién (10) se
satisface en la aplicacién real en virtud de (17).

Asi, se concluye que la restriccion (10) se satisface en la
aplicacién real de redes TCP/AQM.

Ahora, sin embargo, es necesario considerar la restriccién
(10) cuando se requiere validar los resultados de los
controladores PD mediante una simulacién numérica.

A continuacién abordaremos este problema de las condi-
ciones iniciales para presentar una simulacién numérica
apropiada.

El primer paso es determinar la condicién inicial ¢, (%),
t € [-7,0], con la cual es posible determinar ¢, (%),
t € [—7,0], utilizando la ecuacién (10).

En Srikant (2004) se propone la siguiente ecuacién

w(t')y =2/ ¢ e0,T],

para modelar aproximadamente el comportamiento de la
ventana de transmisiéon durante la etapa de inicio lento.
Adicionalmente, para determinar K € N y entonces
determinar T = 7K, se propone la ecuacién 2K =
sstresh, donde sstresh denota el umbral (paquetes)

determinando el fin de la etapa de inicio lento y el
comienzo de la etapa de evitacién de congestion.

Entonces en la variable de tiempo t del modelo (3) se
tiene que

w(t+7K)=2520/7 > 7K.

De esta expresion podemos definir la funcién inicial

P (t) 225207 ¢ e [—1,0]. (18)
Integrando la restriccién (10) se obtiene
2Kn
B L YL }_ _
2u(0) = 04~ [2 0.5| —c(t+7),t € [-7,0].
(19)

Consideremos el mismo ejemplo numeérico de las secciones
anteriores. Tomando ¢,(—7) = 0y K = 4 calculamos las
funciones iniciales ¢, (t) y ¢, (t) mediante las expresiones

(18) y (19). 335
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Fig. 3. Respuesta en lazo cerrado de ¢(t) para el sistema
no lineal con el contolador PD.

En la Fig. 3 se muestra la respuesta en lazo cerrado
q(t) del modelo no lineal (8) con el controlador PD y
la condicién inicial ¢, (t) dada por (19).

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se estudié la estabilidad de los modelos
con retardo TCP/AQM mediante el uso de un contro-
lador PD como estrategia AQM. En primer lugar, se
demostré que el sistema con retardo en lazo cerrado
correspondiente es de tipo neutro y se proporciona una
justificacién formal para transformar dicho sistema a uno
de tipo retardado. Después, se proporciona la regién de
estabilidad completa de los controladores PD. Este resul-
tado permite a los disenadores seleccionar las ganancias
del controlador para el obtener ciertas especificaciones de
rendimiento basados en la regién exacta de estabilidad y
no en una estimacién de ella como ocurre en los trabajos
existentes.

El conocimiento de la frontera de la regién de estabil-
idad en el espacio de los pardmetros del controlador
nos permitié realizar un andlisis de fragilidad para un
controlador PD estabilizante dado y también proponer
una metodologfa sencillo para determinar las ganancias
de un controlador PD no fragil.
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