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Resumen: En este artı́culo se presenta la metodologı́a del controlador IDA-PBC extendido para una
clase de sistemas mecánicos subactuados con fricción dinámica, aplicada a un giroscopio de dos grados
de libertad. Se considera la fricción dinámica del giroscopio solamente en su articulación actuada,
utilizándose el modelo de Dahl para la caracterización de la misma. Se implementa un observador no
lineal para medir los estados internos, y no medibles, que el modelo de Dahl requiere, y se compensa
la fricción por medio de la inyección de un nuevo término de amortiguamiento en el controlador
obtenido con la formulación IDA-PBC original. Por último, se muestran los resultados experimentales
comparando el controlador IDA-PBC original (sin considerar la fricción) con el controlador IDA-PBC
extendido (considerando la fricción), mostrándose el desempeño del controlador cuando la fricción es
compensada.
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1. INTRODUCCIÓN

Como resultado de implementar el control basado en pasivi-
dad con interconexión y asignación de amortiguamiento (IDA-
PBC) en un giroscopio de dos grados de libertad subactuado,
presentado en Cordero et al. (2015), se observó un pequeño
error de estado estacionario al obtener resultados experimen-
tales. A pesar del ajuste de ganancias para una adecuada sin-
tonı́a, el error se mantuvo, propio de una falta de compensación
de la fricción en el modelo IDA-PBC. El presente artı́culo surge
como una motivación de reducir o eliminar el error causado
por dicha fricción, llevando a los autores a utilizar el método
extendido del IDA-PBC desarrollado para la clase de sistemas
mecánicos subactuados con fricción dinámica, propuesto por
Sandoval et al. (2011). Dicho método extendido considera la
fricción dinámica solamente en las articulaciones actuadas del
sistema, despreciándola en las articulaciones subactuadas. Al
modelar y compensar la fricción se reducen los efectos inde-
seables de la misma incrementándose la precisión en el posi-
cionamiento del giroscopio.

La fricción es un fenómeno no lineal y complejo que aparece
en todos los sistemas mecánicos como una fuerza o par que se
opone al movimiento traslacional o rotacional. Es conocido que
en el control de sistemas mecánicos la fricción puede causar
efectos como oscilaciones (ciclos lı́mite) o errores de posición

en seguimiento o de estado estacionario en regulación (Kelly
et al., 2000). La fricción viscosa y la fricción de Coulomb
son las componentes principales que limitan la precisión en el
posicionamiento y movimiento de los mecanismos.

El fenómeno de fricción tiene dos fases extensamente estudia-
das: la fricción estática presente antes de que el movimiento de
las superficies en contacto sea claramente visible, y la fricción
dinámica que sucede cuando el movimiento ha empezado. De
igual manera, los modelos de fricción pueden ser estáticos
(sin memoria, es decir, no dependen de un estado anterior) o
dinámicos (con memoria, es decir, dependen de estados an-
teriores). En el control de sistemas mecánicos han sido am-
pliamente utilizados los modelos de fricción dinámica para la
compensación de la misma. Para un estudio exhaustivo véase
Olsson (1996). En el presente artı́culo se utiliza el modelo de
fricción dinámica de Dahl (Dahl, 1976), por ser uno de los
más sencillos, el cual se inspira en la interpretación de cómo se
flexionan las cerdas de un cepillo o brocha, y que es capaz de
predecir el comportamiento de la fricción a bajas velocidades,
especialmente en la llamada fase de predeslizamiento donde
ocurren la máxima fricción estática y los microdesplazamien-
tos.
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Por otro lado el IDA-PBC, introducido por Ortega et al. (2002),
es una metodologı́a de control que asigna una dinámica de-
seada al sistema en lazo cerrado. Utilizando la formulación
hamiltoniana, moldea la energı́a cinética y potencial del sistema
e inyecta amortiguamiento para alcanzar estabilidad (la cual
puede ser asintótica). En su formulación original fue diseñado
sin tener en cuenta la fricción. Sin embargo, trabajos como el
de Gómez-Estern y van der Schaft (2004) muestran que este
amortiguamiento natural puede afectar la estabilidad del sis-
tema cuando dicha fricción no es considerada en la metodologı́a
IDA-PBC. A una conclusión similar llegaron Reddy et al.
(2004), en la contraparte del IDA-PBC, el Lagrangiano Con-
trolado, al considerar la fricción. Por esto mismo, otros autores
se han preocupado por considerar la fricción en la metodologı́a
IDA-PBC, haciendo adaptaciones o modificaciones a los mo-
delos de fricción dinámica para preservar la estructura hamilto-
niana, como es el caso del modelo de fricción PUMA propuesto
en Cornejo (2010).

Los inconvenientes al omitir la fricción han sido constatados
por los autores al hacer las pruebas experimentales del con-
trolador IDA-PBC en el giroscopio de dos grados de libertad
subactuado, reportado por ellos en Cordero et al. (2015): la
falta de compensación de este amortiguamiento natural produce
un error de estado estacionario. Como consecuencia de esto, y
debido principalmente, a que la omisión de la fricción en el
controlador IDA-PBC puede afectar la estabilidad del sistema,
se ha aplicado la extensión de la formulación original del IDA-
PBC para el caso en que la fricción es considerada solamente
en la articulación actuada del giroscopio de dos g.d.l. (ver
Sandoval et al. (2011)). La propuesta conserva la metodologı́a
original, solamente agrega el modelo de Dahl en el IDA-PBC.

El resto del artı́culo se desarrolla de la siguiente manera: en
la sección dos se presenta la extensión del método IDA-PBC
para la clase de sistemas mecánicos subactuados con fricción
dinámica; la sección tres muestra una breve descripción del
giroscopio y el controlador IDA-PBC aplicado a él en Cordero
et al. (2015) y el nuevo IDA-PBC extendido; en la sección
cuatro se describen los parámetros de fricción del giroscopio y
se muestran los resultados experimentales comparando el IDA-
PBC en su formulación original con el IDA-PBC extendido;
finalizando en la sección cinco al ofrecer algunas conclusiones
y el trabajo futuro a realizar.

2. IDA-PBC EXTENDIDO

El procedimiento para aplicar el método a un sistema mecánico
subactuado consiste en obtener la energı́a cinética del mismo
(en términos de las posiciones q y momentos p) y la energı́a
potencial. Al sumar ambas se obtiene el llamado Hamiltoniano,
que es una función de la energı́a total, y viene dado por

H(q, p) =
1

2
p⊤M−1(q)p+ V (q) (1)

donde q ∈ Rn, p = Mq̇ ∈ Rn son las posiciones y los
momentos generalizados, respectivamente, M = M⊤ > 0 es
la matriz de inercia, y V es la función de energı́a potencial. 1

Además se supone que las primeras m articulaciones de las n
disponibles, son actuadas. Para el caso en que el sistema sea
subactuado, entonces m < n. Para la obtención del IDA-PBC
1 Los argumentos de las funciones (matrices y/o vectores) solo se escribirán la
primera vez que aparezcan.

extendido es necesario considerar el modelo de fricción de Dahl
aplicado a sistemas subactuados, que viene dado por (Sandoval
et al., 2011):

ż =−GΨ(q̇)G⊤Σ0z + [GG⊤]⊤q̇, (2)

f(z, q̇) =GG⊤Σ0z +GFvG
⊤q̇, (3)

donde z ∈ Rn, es un vector de estados internos y no medi-
bles, G = [Im 0]⊤ ∈ Rn×m, tal que el rango(G) = m,
Ψ = diag{(1/fc1)|q̇1|, ..., (1/fcm)|q̇m|} es una matriz dia-
gonal semidefinida positiva, donde fci, con (i = 1, 2, ...,m),
denota la fricción de Coulomb para cada una de las m coorde-
nadas actuadas, Σ0 = diag{σ01, ..., σ0n} es la matriz diagonal
definida positiva que contiene los parámetros de rigidez de
de las n coordenadas del sistema, f ∈ Rn es el vector de
fuerzas debidas a la fricción, Fv = diag{fv1, ..., fvm} es la
matriz diagonal definida positiva que contiene los coeficientes
de fricción viscosa de las m coordenadas actuadas del sistema
y q̇ = M−1p = [q̇1 · · · q̇n]⊤ es el vector de velocidades
generalizadas.

En Sandoval et al. (2011) se demostró en la Proposición 1 que
fue suficiente considerar fricción solo en la coordenada actuada
para concluir estabilidad asintótica bajo ciertas condiciones
(considerar fricción en las coordenadas subactuadas requiere
un nuevo análisis de estabilidad como se muestra Gómez-
Estern y van der Schaft (2004)), lo que implica que z =
[z1, ..., zm, zm+1, ..., zn]

⊤ siendo [zm+1, ..., zn]
⊤ = 0. Se sabe

también que z es un estado interno y por tanto no medible, sin
embargo se supone conocido ya que se estimará su valor con un
observador. Ası́, si se considera el modelo de fricción de Dahl
(2)-(3), las ecuaciones de movimiento de Hamilton del sistema
en lazo abierto se expresan como[
q̇
ṗ
ż

]
=

 0 In 0
−In −GFvG

⊤ −GG⊤

0 [GG⊤]⊤ −GΨG⊤

[ ∇qH
∇pH
∇zW

]
+

[
0

G(q)
0

]
u

(4)
donde u ∈ Rm es el vector de entradas de control, ∇(.) =
∂/∂(.),

W (z) =
1

2
z⊤Σ0z, (5)

y la parte derecha de (3) es incluida en la segunda lı́nea de (4)
con signo negativo ya que la fricción es una fuerza que se opone
en dirección a la entrada de control.

Una de las ventajas del IDA-PBC, es su capacidad de asignar
una dinámica deseada en lazo cerrado, preservando la estructura
mostrada en (4). Para alcanzar este objetivo, y siguiendo la
misma forma de (1), se propone la siguiente función de energı́a
total deseada (lazo cerrado)

Hd(q, p) =
1

2
p⊤M−1

d (q)p+ Vd(q) (6)

donde Md = M⊤
d > 0 y Vd representan la matriz de inercia y la

función de energı́a potencial de lazo cerrado, respectivamente.
Se requiere que Vd tenga un mı́nimo aislado en q∗, esto es
q∗ = arg minVd. De tal manera que la dinámica deseada en
malla cerrada es llevada a la forma[

q̇
ṗ
˙̃z

]
=

[
0 M−1Md 0

−MdM
−1 J(q, p)−GKvG

⊤ −GG⊤

0 [GG⊤]⊤ −GΨG⊤

][
∇qHd

∇pHd

∇z̃Wd

]
,

(7)
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donde J = −J⊤ y Kv = K⊤
v > 0 son matrices libres,

z̃ = z − ẑ, siendo ẑ la estimación del estado z, y se introduce
la matriz semidefinida positiva

Wd =
1

2
z̃⊤Σ0z̃. (8)

Ası́, para la nueva clase de sistemas que consideran la fricción
dinámica como en (7), la dificultad todavı́a se centra en resolver
las ecuaciones diferenciales parciales (EDP), llamadas match-
ing equations (ecuaciones de igualación) (Ortega et al., 2002):

G
⊥{∇q

(
p
⊤
M

−1
p
)
− MdM

−1∇q

(
p
⊤
M

−1
d p

)
+ 2J2M

−1
d p} = 0 (9)

G
⊥{∇qV − MdM

−1∇qVd} = 0 (10)

donde G⊥ ∈ R(n−m)×n es el llamado aniquilador izquierdo
de rango pleno de G y que cumple con G⊥G = 0. Si se
obtiene una solución para estas EDP, donde se encuentran Md

y Vd, tomando en cuenta que J es un parámetro libre y p una
coordenada independiente, entonces la ley de control u está
dada por

u= (G⊤G)−1G⊤{∇qH −MdM
−1∇qHd + J2M

−1
d p}︸ ︷︷ ︸

ues

−KvG
⊤M−1

d p︸ ︷︷ ︸
udi

+FvG
⊤M−1p+G⊤Σ0ẑ︸ ︷︷ ︸

ufric

(11)

donde ues es el control por moldeo de energı́a (del inglés energy
shaping), udi es la inyección de amortiguamiento (damping
injection), y los nuevos términos dados por ufric definen la
compensación de la fricción.

Por otro lado, se ha comentado la necesidad de un observador
para medir el estado interno z. Partiendo del error z̃ = z− ẑ, se
despeja el estimado, esto es, ẑ = z − z̃ cuya derivada temporal
es

˙̂z = ż − ˙̃z. (12)
Al sustituir en (12) las terceras lı́neas de las ecuaciones (4) y
(7), teniendo en cuenta que ∇pH = M−1p y ∇pHd = M−1

d p,
se llega al observador siguiente:

˙̂z = [GG⊤]⊤(M−1p−M−1
d p) +GΨG⊤Σ0ẑ. (13)

Obsérvese que el diseño del observador se hace simplemente al
igualar la dinámica en malla abierta con aquella propuesta en
malla cerrada, aprovechando que el modelo de Dahl pudo ser
escrito en la estructura IDA-PBC ası́ como también la dinámica
del observador en malla cerrada. La dinámica del observador
(13) puede ser modificada con la matriz Md, teniendo en cuenta
que los elementos de Md no siempre son lineales.

3. IDA-PBC EXTENDIDO APLICADO AL GIROSCOPIO
DE 2 G.D.L.

El giroscopio es un aparato usado para medir o mantener la
orientación, basado en los principios del momento angular. Para
el presente artı́culo se ha usado el giroscopio de tres grados de
libertad de Quanser, Fig. 1. Este sistema consiste en un disco
(D) montado dentro de un anillo interior de color azul (C), el
cual a su vez está montado dentro de un anillo exterior de color
rojo (B). Toda la estructura anterior está soportada por un marco
rectangular de color plata (A) que gira libremente alrededor
de su eje de simetrı́a vertical. La estructura total tipo Cardan
confiere al disco tres grados de libertad.

El esquema fı́sico del giroscopio se muestra en la Fig. 2, donde
q1 es el ángulo asociado al cuerpo D medido respecto al eje X;
q2 es el ángulo asociado al cuerpo C medido respecto al eje Y
y q3 es el ángulo asociado al cuerpo B medido respecto al eje
Z. El marco rectangular (A) se mantiene inmóvil de tal manera
que q4 = q̇4 = q̈4 = 0. La velocidad angular η = q̇1 del disco
del giroscopio se mantiene constante respecto al anillo interior
(C) de tal manera que las ecuaciones de movimiento pueden
reducirse a dos, convirtiendo el giroscopio en un sistema de
dos grados de libertad. Por conveniencia solamente se actúa
un grado de libertad (τ3 = 0) para finalmente convertir al
giroscopio en un sistema de dos grados de libertad subactuado.

El modelo Hamiltoniano del giroscopio de 2 g.d.l. puede ser
descrito con las matrices

M =

[
J3 0
0 J2 + J1 sin

2(q2)

]
, G =

[
1
0

]
(14)

donde J1 = ICxx − ICzz − IDzz + IDxx, J2 = IBzz + ICzz +
IDzz y J3 = ICyy + IDyy , siendo I(.) parámetros de inercia
de los cuerpos del giroscopio. La energı́a potencial total del
giroscopio V (q) = 0, ya que los marcos asociados a todos los
cuerpos del giroscopio coinciden con los centros de masa.

El objetivo de control es llevar el anillo exterior del giroscopio
(B) asociado a q3, el cual es subactuado, a una configuración

AD

B C

Fig. 1. Giroscopio de tres g.d.l. de Quanser y nomenclatura de
cuerpos.

X

A

C D

B

A

x

q

n

Z

z

Y
y

2
q
3

q
3

q
1

q
2

q
3

B

Fig. 2. Giroscopio en una configuración arbitraria.
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deseada q3d actuando simplemente el anillo interior (C) asocia-
do a q2. Para que surja el efecto giroscópico, el disco (D) rotará
a velocidad η = q̇1 = 750 rpm.

Ya que la formulación extendida del IDA-PBC no afecta las
EDP, sino que la fricción es compensada como una nueva
inyección de amortiguamiento, el controlador propuesto por
Cordero et al. (2015) no sufre modificaciones, de tal forma
que, junto con la compensación de fricción, se presenta el
controlador IDA-PBC extendido que estabiliza el giroscopio de
dos grados de libertad, el cual es:

u= u1(q) + u2(q)− u3(q)︸ ︷︷ ︸
ues

+u4(q)︸ ︷︷ ︸
udi

+ fv2q̇2 + σ02ẑ︸ ︷︷ ︸
ufric

(15)

˙̂z =

k4p2

J3
− k3p3

J3k23 − k1k4
+ q̇2 −

σ02

fc2
|q̇2|ẑ (16)

donde

u1 =−J1 sin(q2) cos(q2)q̇3
2 (17)

u2 =
Kpk1sβ1β2 sec

2(q2)

1 + β2
2 tan

2(q2)
− Kk1Kpq2

k3
(18)

u3 =
Kpk3J3s

J2 + J1 sin
2(q2)

(19)

u4 =
Kvk4q̇2 −Kvk3(J2 + J1 sin

2(q2))q̇3
J3k23 − k1k4

(20)

y a su vez Kp, Kv como constantes positivas, K como una
constante arbitraria y

s = q3 − β1 arctan[β2 tan q2] (21)

donde β1 = k4

k3

√
J2(J1+J2)

y β2 = k2(J1+J2)√
J2(J1+J2)

con k2 como

constante arbitraria, y siendo k1, k3 y k4 los elementos de la
matriz de inercia deseada dada como sigue:

Md =

[
k1J3 k3J3
k3J3 k4

]
. (22)

Para asegurar la positividad de Md, k1 > 0 y k1k4 > k23J3.
Para asegurar lo anterior, se propone k4 = k3

√
J2(J1 + J2) y

k1 > k3J3√
J2(J1+J2)

.

4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Se ha implementado el controlador (15) en el giroscopio de
Quanserr (Fig. 1) con y sin compensación de fricción. Las
simulaciones y resultados experimentales se han validado desde
Simulinkr de Matlabr, utilizando el Quarc accelerate desing,
version 2.2.1 como software de control en tiempo real, uti-
lizando un tiempo de muestreo de 1ms. Se propone como señal
de referencia q3d = 30◦ y estabilizar q̃3 = q3d−q3 = 0. Se han
utilizado los siguientes valores:

Tabla I. Parámetros
Parámetros Ganancias
J1 = 0.013 k1 = 1
J2 = 0.134 k2 = 0.95
J3 = 0.038 k3 = 1

k4 = 0.14
K = −1
Kp = 0.8
Kv = 0.1

Siguiendo los procedimientos de Kelly et al. (2000) y Sanchez-
Mazuca y Campa (2013) se han estimado los parámetros de
fricción del modelo de Dahl para la articulación actuada del
mecanismo:

σ02 = 1.909854 N m/rad, (23)

fc2 = 0.009241998 N m (24)

fv2 = 0.0075693 N m s/rad. (25)

La Fig. 3 muestra los resultados experimentales obtenidos para
la posición q3 al aplicar el controlador IDA-PBC en su formu-
lación, original y extendida, al giroscopio de 2 g.d.l. subactua-
do; la Fig. 4 muestra la señal de par u inyectada al giroscopio
para lograr el objetivo de control deseado, en su versión original
y extendido; y finalmente la Fig. 5 muestra el error de posición
que se obtiene con la sintonización propuesta y el controlador
IDA-PBC con y sin fricción.

Una estrategia muy común para reducir el error en estado
estacionario causado por la falta de fricción en la formulación
original, tal como puede apreciarse en la Fig. 5, es la de
aumentar la ganancias Kp y Kv , sin embargo, aunque el error
disminuye, siempre se mantiene un error de estado estacionario
y pueden generarse sobre impulsos, además se sacrifica la
eficacia del par generado al incrementarse considerablemente.
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Fig. 3. Gráfica de posición de q3 utilizando el controlador IDA-
PBC original y extendido

5. CONCLUSIONES

El presente trabajo muestra, como principal contribución, la
aplicación experimental del IDA-PBC extendido de un girosco-
pio de 2 g.d.l. con fricción dinámica. En Cordero et al. (2015)
se presenta el controlador IDA-PBC en su formulación original,
es decir, en ausencia de fricción, y los resultados mostrados
son solamente en simulación. En este artı́culo se presentan los
resultados experimentales de ese trabajo y se observa el error
causado por la falta de compensación de fricción. Es por eso
que se muestra el procedimiento para compensar dicha fricción
dinámica y se muestra experimentalmente la efectividad del
nuevo controlador.
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Fig. 4. Gráfica de la entrada de control u utilizando el contro-
lador IDA-PBC original y extendido
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Fig. 5. Gráfica del error de posición utilizando el controlador
IDA-PBC original y extendido

A manera de conclusión, se demuestra que el IDA-PBC es
una herramienta poderosa de control, sin embargo tiene el
inconveniente de necesitar el modelo exacto de la planta del
sistema para actuar de forma precisa. En simulación y ante la
ausencia de fricción, el IDA-PBC cumple de manera precisa el
objetivo de control, sin embargo, en experimentos, el contro-
lador presenta un error de posición debido a la exclusión de
la fricción en el mismo. Al estimar la fricción e incluirla en
el control, se muestra como se puede alcanzar el objetivo de
control, mostrándose también, la efectividad del controlador.

Se propone hacer el análisis formal de estabilidad del contro-
lador IDA-PBC extendido, utilizando la función Hd y Wd como
función de Lyapunov; demostrando, si es posible, la estabilidad
asintótica del controlador.
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sados en ecuaciones hamiltonianas controladas por puerto
[Ph.D. tesis]. Universidad Nacional Autónoma de México,
Ciudad de México.
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Gómez-Estern, F. y van der Schaft, A. (2004). Physical damp-
ing in ida-pbc controlled underactuated mechanical systems.
European Journal of Control, 10(5), 451–468.

Kelly, R., Llamas, J., y Campa, R. (2000). A measurement pro-
cedure for viscous and coulomb friction. IEEE Transactions
on Instrumentation and Measurement, 49.

Olsson, H. (1996). Control Systems with Friction [Ph.D.
thesis]. Lund Institute of Technology, Lund, Sweden.
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