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Resumen : Se aborda el problema de disefiar un observador con convergencia en tiempo finito
para sistemas lineales variantes en el tiempo. El observador no lineal propuesto en este trabajo
converge exactamente a las trayectorias del sistema a observar; ademds, el tiempo que requiere
para converger puede ser estimado con independencia del error inicial. Se presenta un ejemplo en
simulacién donde se compara el comportamiento del error producido por el observador no lineal
contra el generado por uno lineal, y se exhibe la convergencia exacta por parte del primero.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas lineales han estado presentes en todas las
areas de la ingenieria durante el iltimo siglo, lo cual es
particularmente cierto en el area de control automatico.
Aunque la mayor parte de los sistemas tratados son linea-
les e invariantes en el tiempo (LIT), existen situaciones
en las que es necesario considerar que los parametros del
modelo cambian, lo cual convierte al sistema en un sistema
lineal variante en el tiempo (LVT). Ejemplos de dichas cir-
cunstancias pueden verse en los trabajos de Kulkarni and
Campbell (2004), Ponsart et al. (2005) y Huang and Tomi-
zuka (2005). Los sistemas LVT también pueden aparecer al
trabajar con sistemas no lineales. Si se linealiza un sistema
no lineal al rededor de alguna trayectoria especifica resulta
un sistema LVT (Huang and Zhu, 2009), (Adami and
Zhu, 2011); asi{ mismo, el uso de aproximadores universales
para representar sistemas no lineales puede desembocar
en sistemas LVT que aproximan al sistema original en
distintas regiones del espacio de estados (Gao et al., 2003).
Por ultimo, otro caso comun que involucra sistemas LVT
es la representacion de un sistema LIT cuyos parametros
y estados internos se desconocen (Zhang, 2005); el sistema
LVT resultante es de orden mayor ya que en su estado se
incluyen los parametros y estados del sistema original.

Observar un sistema LVT dista mucho en dificultad de
estimar un sistema LIT. Se cuenta con pocas opciones
para desarrollar esta tarea, y probablemente la opcién més
conocida y utilizada sea el filtro de Kalman (Kalman and
Bucy, 1961), el cual fue introducido a principios de los
sesentas y formulado desde una perspectiva estocdstica.
Este mismo observador ha sido planteado desde una pers-
pectiva deterministica (Willems, 2004), y como dual al
problema de control éptimo (Anderson and Moore, 2007).
En cualquiera de sus formulaciones, la convergencia del
observador es uniforme y exponencial (ya que el algoritmo

es lineal) bajo la condicién de que el sistema sea completa
y uniformemente observable. Por otra parte, el encontrar
en tiempo finito los estados internos de cualquier siste-
ma lineal (uniformemente) observable se reduce a invertir
el gramiano de constructibilidad Anderson (1977), es de
extranarse entonces que el filtro de Kalman solamente
lo haga de forma asintética. En el caso de sistemas LIT
es posible encontrar en la literatura varios ejemplos de
observadores que convergen a los estados internos del
sistema en tiempo finito; ejemplo de estas técnicas son:
observadores desfasados (Michalska and Mayne, 1995; Rao
et al., 2003), por modos deslizantes de primer orden y con-
trol equivalente (Drakunov and Utkin, 1995), y haciendo
uso de diferenciadores (Levant, 2003). En contraste, no se
encuentran resultados similares para sistemas LVT.

La buisqueda y desarrollo de observadores con convergencia
no asintética para sistemas LVT no sélo obedece a consi-
deraciones teoricas. En la practica es deseable que el ob-
servador converja lo antes posible para que la informacién
proveida al control sea lo suficientemente precisa y con-
sistente para que el controlador funcione apropiadamente.
Es por ello que en este trabajo se plantea un algoritmo de
observacion para sistemas LVT con convergencia uniforme
y en tiempo fijo. Mientras que el concepto de tiempo fijo
indica que el tiempo de convergencia puede acotarse por
arriba por una constante finita e independiente del error
inicial de observacion, la uniformidad postula que dicha
constante es también independiente del tiempo inicial. La
estructura del trabajo es la siguiente: la Seccién 2 presenta
el problema a abordar y las consideraciones hechas acerca
de él; en la Seccién 3 se da a conocer el algoritmo propuesto
y las propiedades que exhibe; en la Seccién 4 se lleva acabo
una breve discusién sobre las ideas que fundamentan la
efectividad del algoritmo mientras que en la Seccién 5
se da la prueba de convergencia y el cédlculo del tiempo
de convergencia: por ultimo, en la Seccién 6, se presenta
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un ejemplo de simulacién numérica donde se compara el
algoritmo propuesto contra uno lineal, disenado conforme
al enfoque deterministico que se da al filtro de Kalman.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el sistema lineal variante en el tiempo

B(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), W
y(t) = C(t)=(1),

donde las matrices A(t) : Ry — R™*" B(t) : Ry — R™*™
y C(t) : Ry — R"™ ™ tienen por componentes funciones
integrables y acotadas. Se asume que la entrada u(t), la
salida y(t), y las matrices A(t), B(t) y C(t) son conocidas
para todo t, pero no asi el estado interno z(t). Ademads,
se asume que el sistema es completa y uniformemente
construible.

Se dice que un sistema lineal es completa y uniformemente
construible si y sélo si existen constantes T'> 0, ¢; > 0, y
€2 > 0, todas independientes de ¢, tales que 11 > N(t —
Tt) =

/iT " (5,1)C T (5)C(5)®(s,t)ds > e, (2)

para todo t > to + T. Aqui, la matriz ®(¢1,tp) denota a la
matriz de transicién de estados de (1). La matriz N es co-

nocida en la literatura como gramiano de constructibilidad
(Hespanha, 2009).

El objetivo del trabajo es estimar el estado interno de
(1) en tiempo finito , bajo las suposiciones anteriores y
en ausencia de ruido. Ademaés se desea que el tiempo de
convergencia no crezca de manera no acotada con el error
inicial.

3. ESTRUCTURA DEL OBSERVADOR

En esta seccién se introduce un algoritmo de estimacién no
lineal para el sistema (1). El algoritmo esta compuesto por
tres términos de correccion, uno de ellos lineal y disenado
de forma clésica. El termino lineal permite estabilizar
globalmente el error de estimacién, mientras que los térmi-
nos no lineales de correcciéon permiten la convergencia de
manera no asintética.

Sea #(t) un estimado de x(t), entonces el sistema dindmico
siguiente constituye un observador para (1):

ft(t):A()A()wLB() (t)

(O (C2() - y(®)
—k1 () V(O [N ()2 (t) — ()]
— ke P(E)N () [N (t)2(t) — 2 (t)]"

donde 1 > p; >0, p2 > 1, k3 >0, ky > 0, mientras que el
sfmbolo |-]? significa |- [Psign(-), si el argumento es escalar,
y para vectores se entiende aplicado elemento a elemento.

3)

Las matrices de ganancia P(t) y N(t) se calculan por
medio de las siguientes relaciones diferenciales:

N(t) = — (A(t) + e(®)T) "N () — N () (A(t) + c(t)T)
+CT(H)O(1), (4)

N(to) =0, % (AT(t) + A@®)) + ()] > €I > 0,

P(t) =P(t)AT(t) + A(t)P(t) — P(t)C (t)C(t)P(t)
+ 6 P(t) + Q(1),
P(ty) =Py = P, > 0.

Y la sefial 9(¢) es calculada como la solucién de

(t) = = AT(@)0() + CT @y(t) + N()B(t)u(?)

= 2c(t)y(t), (5)
P(to) =0.
Ademas, esta senal satisface la relacién
B(t) = N(t)a(t) (6)

para todo t > tg.

La matriz de ganancia P(t) es calculada por medio de una
ecuacion diferencial de Riccati y es la ganancia usada con-
vencionalmente en el filtro de Kalman (Kalman and Bucy,
1961), en el filtro deterministico de minimos cuadrados
(Willems, 2004), o en el observador de minima energfa
(Anderson and Moore, 2007). Por otra parte, la matriz
N(t) es calculada por medio de una ecuacién diferencial
de Lyapunov y representa una version estabilizada del
gramiano de constructibilidad. Ya que se satisface (6), los
términos de correccién | N (¢)&(t) — 1(t)]?¢ pueden ser re-
escritos como [N (t)(2(t) — x(t)) ¥, es decir, son términos
de inyeccion del error. Si el sistema es completa y unifor-
memente construible, el gramiano de constructibilidad, y
en consecuencia la matriz N (t), adquieren rango completo
durante el proceso. Esto tiene como consecuencia que los
términos de correccién solamente sean cero si el error de
estimacién es cero.

El analisis de convergencia del algoritmo se hace por medio
del estudio de la dindmica de error. Con este fin defina
e(t) = Z(t)—x(t) como el error de estimacién del estado. La
dindmica del error puede ser obtenida a partir de derivar
la relacién anterior, lo cual se traduce en la siguiente
expresion:

é(t) = At)e(t) - P()CT (HC(D)elt)
~ kPN (1) N (e(t)] (7)
— ke P(ON (1) N ()e(t)]7.

Si la solucién e(t) = 0 es estable y atractiva, entonces
la convergencia del algoritmo puede ser afirmada. Al
respecto, las caracteristicas de estabilidad del origen del
sistema (7) son dadas en el siguiente teorema.

Teorema 1. Considere el sistema (7). Si el par (A(t), C(t))
es uniforme y completamente construible, equivalentemen-
te, si existen T'> 0 y € > 0, ambos independientes de g,
tal que N(t) > €l > 0 para todo t > ¢y + T, entonces el
origen del sistema (7) es global y uniformemente estable
en tiempo finito. Una cota del tiempo de necesario para
alcanzar el origen esta dada por
pa+1 1-p, pitl
nP2(, 2 272 P, ?

255 kg (py — Vet k(1 —pr)ett’

donde ;1 > P7(t) Vt > to. Ya que dicha cota es
independiente de la condicién inicial, decimos que el origen
es uniformemente estable en tiempo fijo.

T=T+

Como se puede asegurar la estabilidad uniforme del origen
del sistema de error, podemos establecer la convergencia
del algoritmo. A diferencia de algoritmos lineales de ob-
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servacion, el algoritmo propuesto en este trabajo tiene un
limite superior en el tiempo de convergencia, y éste es
vélido para cualquier valor inicial del error de estimacion.

4. FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

El objetivo de esta seccién es explicar brevemente el origen
de la matriz N y su relacion con la senal 1. Para el analisis
se considera el intervalo de tiempo I = [to, ] y la relacién

t
C(s)®(s, t)x(t) = y(s) + C(S)/ ®(s,7)B(T)u(r)dr (8)
que se satisface para todo s € I. Se define ahora la matriz

O(t,s) = ef e(rdry y se multiplica la igualdad anterior
por ella. Dada la estructura de ©(¢, s), esta conmuta con
todas las matrices. Ahora se procede a premultiplicar la
relacién (8) por ©T (s,t)® 7 (s,t)CT (s) e integrar sobre el
intervalo, lo que resulta en

/ 0T (5,0 (5,)CT (5)C(5)D(s, £)O (s, t)ds 2(t) =

/ 0 (5,)® " (5,6)CT (s)y(s)ds

[ 67(5.007 (5.0C7 (3 / (s, 7)B(r)u(r)drds.
° | (9)

Si se definen las expresiones anteriores como

= /t O (5,t)®" (5,)C T (5)C(s)®(s,t)O(s,t)ds,

O (5,t)®" (5,t)CT (5)O(s,t)y(s)ds,

to

B(t) = /t 0T (s,t)®" (s,t)C " (s)x

to

« ( / "o, T)B(T)u(T)dT) ds,

U(t) = aft) + B(t),

entonces la ecuacién

(9) puede ser reescrita como
N(t)x(t) = (2),

lo cual coincide con (6). Para obtener una expresién que
permita calcular tanto N(t) como () sélo se requiere
tomar la derivada respecto al tiempo de sus representa-
ciones integrales, lo cual concluye con la ecuaciones (4) y
(5). Nétese ademads la similitud entre N y el gramiano de
constructibilidad, donde la tnica diferencia es la apariciéon
de la matriz ©(s, t), la cual tiene como objeto el mantener
las componentes de N acotadas, lo cual, en general, no
sucede en el gramiano original.

Si se observa con detenimiento (él es facﬂ notar que es una
ecuacion lineal con entrada C . Lo que se busca
es que dicho sistema sea BIBO (bounded input-bounded
output) estable. Para tal fin, se desea estabilizar el origen
del sistema no excitado
N(t) = — (A(t) + c(t)T) ' N(t) = N(t) (A(t) — e(t)T).

La estabilidad del sistema anterior es equivalente a la
estabilidad del sistema z = —(A(t) + ¢(t)I)"z (Abou-
Kandil et al., 2003); si se escoge a V(z) = 5z 'z como

2
funcién candidata de Lyapunov, su derivada respecto al

tiempo es —22 T (A(t) + AT (t) +2¢(t)I)z, de donde resulta

obvio que, si la matriz A(t) + AT () + 2¢(t)I es definida
positiva y acotada por debajo, la dindmica de N tendra
la propiedad deseada. Cabe remarcar que esta condicién
es solamente suficiente y muy lejana de ser necesaria, y
en general, valores mucho mas pequenios de ¢(t) que los
necesarios para satisfacer la condicién funcionan.

5. PRUEBA DEL TEOREMA 1

Se analizard ahora la estabilidad del origen del sistema (7).

Con este fin considere la funcién candidata de Lyapunov
1

Ve, t) = ieTP*I(t)e, (10)

y su derivada a lo largo de las trayectorias de (7)
V() = — se (1(CTOM)el)
+ 1eT(t) (P7Ht) + P )Q) P (t))e(t)

— k1 (N(8)e(t)) T LN (t)e(t)]?
— ko (N(8)e(t)) LN (t)e(t)]72.

De la desigualdad de Jensen es posible mostrar que todo
vector v € R™ satisface la desigualdad

1
v )P > v

[\)

[\)

[

(11)

A partir de esta relacién, y despreciando el término no
definido, se puede escribir la siguiente desigualdad para la
derivada de V:
. 1
V()< — §€T(t) (P + P HQMP (D)) e(t)

5L N @e() I -

B2 et
(12)

En la ultima desigualdad, todos los términos son negativos,
en particular, los términos que contienen a SP~(t) y
P=Y#)Q(t)P~1(t), siempre son negativos definidos, mien-
tras que los términos que contienen a ||N(¢)e(t)||1 se vuel-
ven definidos a partir de t > to+ 7. Esto permite asegurar
la estabilidad uniforme y asintdtica del origen.

npl

La desigualdad anterior puede ser convertida en una de-
sigualdad diferencial en términos de V(¢) si se considera
un tiempo de andlisis t > tg + T. Para dicho tiempo se
tiene la relacion

L An(N(2))

IN(t)e(t)|], > 2% V1),

A (PH(E)

donde A, (+) y Aas(+) denotan al minimo y al maximo valor
propio de su argumento. Con esta relacion la desigualdad
(12) se puede reescribir como

- Am(P~H(1)) 1
V() < — m (54 A (P 0) A (Q(0) )V (1)
aT LETIN
A g (PH()
- p2+ Iiii‘f2+1<]\7(t) p2+1 (t)
nP2 Ay f (PH())
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Ya que tanto N, @, como P y su inversa son matrices
superior e inferiormente acotadas, sus valores propios
poseen valores maximos y minimos, los cuales definiremos
por

¢ = sup A (P7H(1)),

t>to
G = fnf An(P7H(0),
G = fnf An(Q(D),

fmf A (N(1)).

= t>to+T

Asi, también se tiene que

p1

41
. 273 L p1+1 pi+l
V(t) < —2472(5 + GG)V(t) - % 2
Cl np1<1 2
R
2

np2 Cl 2

la cual es una desigualdad diferencial invariante en el
tiempo. Del mismo modo, se puede concluir que la funcién
de Lyapunov, vista como funcién del tiempo, satisface
simultdneamente las desigualdades

pit+1

= (1)

. pitl kl

V(t) < —2"

P11+1V (13)

p;+1 TI
np1 Cl 2

parai: 1, 2. Dado que para 1 > p; > 0, la fraccién 7’12—+1 es

menor a uno, y como (13) toma la forma V() < —a VA(t)
con 8 < 1, se puede concluir la convergencia en tiempo
finito.

Una vez que se concluye la convergencia al origen en
tiempo finito, se procede a estimar el tiempo requerido
para que ésto suceda. Con este fin asumiremos que durante
el intervalo de tiempo [tg, to + T la funcién de Lyapunov
permanece constante. A partir de tg + T se estimara el
tiempo requerido para que V (t) decrezca hasta ser menor
que uno, para ello se utilizard (13) con ¢ = 2. Al tiempo
para el cual se puede garantizar V(¢) < 1 lo denotaremos
como t1. Posteriormente se calculard el tiempo requerido
para que V (t) decrezca de un valor unitario a cero, para
la cual se empleard (13) con ¢ = 1.

Considerando (13) y el Lema de comparacién (ver (Khalil,
2002, Sec. 3.4)), se puede llegar a concluir que

2
=5
1-p; ki(1 — p; _
Vi) < |V (tin) — %Uﬂﬁl(t —tin)
272 anz‘é'l 2
con t > ti;, > to+ T. En particular, con i = 2 y

considerando que py > 1, la expresiéon anterior se puede
reescribir como
pa—1

273 kg(pg—]_) p2+1t—t- > 1 . 1

po+1 n ( ”L) - p2—1 po—1 .

np2<1 2 V 2 (t) V 2 (t2n>

Haciendo V(¢) = 1 y tomando V(t;;,) — o0, se puede
encontrar un estimado de tq, el cual es

nP2(; 2 1
T ka(pe — 1) npzHLl”

Este tiempo garantiza V(t) < 1 para cualquier condicién
inicial. Ahora, se estimara el tiempo que se requiere

ty=to+T+

para hacer decrecer a V desde V(t;) = 1 hasta cero.
Nuevamente recurrimos a la solucién de la desigualdad
diferencial, pero ahora para ¢ = 1. Asi se concluye que
V(t) = 0 cuando
9 1oy nplcli

ot > 1
toh= ki(1—p1)
Por ultimo, cuando se suman estos tiempos, se obtiene el
tiempo necesario para que V, y por consiguiente |le(t)]],
alcancen el cero. Dicho tiempo es

patl 1-py pitl
nP2(; 2 1 272 () 2

2% ko (py — 1) W72 k(1 —pr)ypr

Como se afirmé en el Teorema 1, este estimado es inde-
pendiente tanto del valor inicial de e(t) como de tg.

p1+1
2

1
' 77171+1 ’

T=T+

6. EJEMPLO NUMERICO

Se presenta una simulacién numeérica con el objetivo de
mostrar el comportamiento de los estimados al usar el
observador propuesto en este trabajo. Para tal objeto, se
escoge un sistema lineal variante en el tiempo descrito por
las siguientes matrices:

At) = [2 Sin(zt) ~1 :ﬂ |
B(t) = [Coigts(t)ﬁ)} ,

C(t) = [-3sin(2t) +4 0].
La entrada al sistema se escoge como u(t) = 5cos(t) + 1
= 3

mientras que los estados iniciales fueron z;(0) y
1‘2(0) = —4.

Para el disenio de la ganancia lineal se escogié Q(t) =
Py =1, los pardmetros de los términos no lineales fueron
pr = 01, po = 19, k4 = 10 y ky = 25, mientras
que ¢(t) = 3. Las condiciones iniciales del observador
fueron nulas. Ademas, se incluye una comparaciéon entre
el estimado producido tinicamente con la parte lineal y el
estimado producido por el algoritmo completo.

En la Figura 1 se ilustra el comportamiento del estimado
del estado y se compara con la parte puramente lineal del
algoritmo. Se puede ver que las trayectorias del observador
no lineal propuesto alcanzan a las trayectorias del sistema
observado. La convergencia en tiempo finito puede ser ob-
servada en la Figura 2, donde se exhibe el comportamiento
de la norma del error. Aqui es claro que el error se vuelve
cero antes de un segundo. En caso lineal, el comporta-
miento asintético también queda patente. Para mostrar
la ventaja de la convergencia en tiempo fijo, se aumento
de forma intencionada el error inicial en el observador no
lineal. En la Figura 3 se puede apreciar como el tiempo de
convergencia permanece acotado a pesar de que el error
inicial aumenta hasta 4 ordenes de magnitud, y en todos
los casos es menor a 1.5 [s].

Por 1ltimo, se repitié la simulaciéon pero agregando ruido
gausiano a la salida. El ruido fue escogido con media cero
y desviacién estandar de dos. Como puede apreciarse en
la Figura 5, el estimado se desvia del estado real. Sin
embargo, la diferencia permanece acotada, tal y como se
presenta en la Figura 5
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Est. no lineal 2

, Querétaro, México, Septiembre 28-30, 2016

x,(t) y su estimado
2 = Real
Estimado

t [s]

t [s]

Figura 1. Estimacion del estado interno.

[le(®)]]
Est. lineal
Est. no lineal
t[s]
2.0 25
Figura 2. Comportamiento de la norma del error.
[e(®)]]
8
0(10°)
6
fo(10Y)
1 2
4 0(10?%)
2
3 t [s]
0 n n n n 1 n n Il J
0.0 05 1.0 15 2.0

Figura 3. Comportamiento del tiempo de convergencia al
aumentar el error inicial.

7. CONCLUSION

Se logré disenar un algoritmo de estimacién de los estados
internos para sistemas lineales multivariables, variantes en
el tiempo. Dicho algoritmo es capaz de estimar de manera

-2

-~
1 RN
/ N
/ N
S t[s]
| \\‘ | /‘\; |
~ cd

1 S22 S

1
]
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1

Figura 4. Estimacion del estado interno en presencia de
ruido.

eIl

t [s]
----------------------------- e .

" 1 2 3 4 5

Figura 5. Norma del error en presencia de ruido.

exacta los estados del sistema a observar en tiempo fijo, es
decir, el tiempo de convergencia estd acotado por arriba
por una constante que es independiente del error inicial de
estimacién. Los parametros de diseno del observador sélo
requieren satisfacer desigualdades lineales en una variable,
lo cual los hace sencillos de proponer.
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