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∗ Instituto de Ingenieŕıa, Universidad Nacional Autónoma de México,
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Resumen: En este art́ıculo se proporciona un método para diseñar funciones de Lyapunov
para una clase de sistemas homogéneos tanto continuos como discontinuos. Estos sistemas están
descritos por una clase particular de funciones llamadas formas generalizadas y engloban varios
tipos de sistemas de marcado interés como los Sistemas Lineales, los Sistemas Polinómicos
Homogéneos y algunos sistemas con Modos Deslizantes de Orden Superior. En el art́ıculo
se definen la formas generalizadas, se describen sus principales propiedades y se muestra su
flexibilidad para ser usadas como candidatas a funciones de Lyapunov. El método para diseñar
las funciones de Lyapunov se presenta de una forma algoŕıtmica, lo que permite que gran parte
del procedimiento sea implementado en software.
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1. INTRODUCCIÓN

El método directo de Lyapunov es la base de muchas
de las principales herramientas en el análisis y diseño de
los sistemas de control moderno. Sin embargo el mayor
obstáculo en la aplicación de dicho método es la falta
de procedimientos simples y constructivos para diseñar
funciones de Lyapunov (FL, usaremos estas siglas tanto
en plural como en singular).

Aunque en la literatura se cuentan varios métodos para
la construcción de FL, muchos de ellos resultan ser
muy complicados al aplicarse. Por ejemplo, el método de
Zubov (Zubov, 1964) requiere que se resuelva una ecuación
en derivadas parciales, lo mismo ocurre con sus variantes,
como en (Polyakov and Poznyak, 2012) donde se desarrolla
un método para construir FL para algoritmos por Mo-
dos Deslizantes de segundo orden. Otros métodos clásicos
como el de Krasovskii (Krasovskii, 1963) o el del Gradiente
Variable (Schultz and Gibson, 1962), que a pesar de ser
un tanto generales, no pueden aplicarse a ciertas clases de
sistemas de interés en el control, por ejemplo, los sistemas
discontinuos. Por otra parte se encuentran las aproxima-
ciones numéricas para construir FL, vea por ejemplo (Baier
et al., 2012) y sus referencias. La mayor desventaja de
estos métodos es que las funciones obtenidas en general no
pueden ser usadas para desarrollos adicionales como, por
ejemplo, el análisis de perturbaciones.

En (Sanchez and Moreno, 2014) se propuso un método
para construir FL para una clase particular de sistemas ho-
mogéneos continuos y discontinuos. Las funciones que des-
criben dichos sistemas pertenecen a una clase de funciones
llamadas formas generalizadas (FG, usaremos estas siglas
tanto en plural como en singular). En el método se escoge
de esta misma clase una candidata a FL, lo que permite
que su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema

sea también una FG. Aśı, verificar que la candidata es FL
equivale a verificar la positividad definida de dos FG. Esto
último se realiza utilizando una generalización del Teorema
de Pólya (Hardy et al., 1988). Una de las caracteŕısticas
relevantes de este método es que permite obtener FL dife-
renciables de prácticamente cualquier grado de homogenei-
dad. En el presente trabajo replanteamos el método pro-
puesto en (Sanchez and Moreno, 2014) con las diferencias
que enlistamos a continuación y que pueden considerarse
como los resultados principales de este art́ıculo.

• A través de un ejemplo se exhibe la importancia
de considerar a las FG como una extensión de los
polinomios homogéneos (formas) y la necesidad de
desarrollar técnicas para analizar sus propiedades.

• En este art́ıculo, a diferencia de (Sanchez and Moreno,
2014), se explica detalladamente el proceso de repre-
sentar una FG con un conjunto de formas.

• El análisis de positividad definida de las FG se realiza
utilizando la representación en suma de cuadrados
(SOS por sus siglas en Inglés) de sus formas asociadas.

• Suponiendo de la existencia de una FL en la clase de
FG para un sistema descrito por FG, se demuestra
la existencia de una FG que es FL y cuyas formas
asociadas son SOS.

• El método para diseñar las FL se describe de manera
simple y algoŕıtmica, lo que permite que varios pasos
del desarrollo puedan implementarse en software.

Organización del art́ıculo: En la Sección 2 se recuerdan
las definiciones de homogeneidad y de FG. Se explican las
principales propiedades de las FG y como determinar su
positividad usando la representación SOS de sus formas
asociadas. En la Sección 3 se describe y ejemplifica el
método para construir FL usando FG. En la Sección 4
se dan algunas conclusiones.
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2. HOMOGENEIDAD Y FORMAS GENERALIZADAS

En esta sección proporcionamos las definiciones y los
resultados necesarios para el desarrollo del art́ıculo.
Empezamos recordando los conceptos de homogeneidad
clásica y homogeneidad ponderada. Posteriormente recor-
damos brevemente el concepto de forma, definimos las FG
y mencionamos algunas de sus principales caracteŕısticas.
Sin embargo, antes de comenzar, establecemos la notación
utilizada a lo largo del art́ıculo.

Denotamos a los números reales, racionales y enteros
con R, Q y Z, respectivamente. Definimos los conjuntos
R>0 = {x ∈ R : x > 0}, R≥0 = {x ∈ R : x ≥ 0},
análogamente para Q y Z. diag(a1, . . . , aq) es la matriz
diagonal de tamaño q × q cuyos elementos de su diagonal
son ai, i = 1, . . . , q. Dadas f : Rn → Rp y g : Rm → Rn,
la función f ◦ g denota la composición de f con g, i. e.,
para x ∈ Rm, (f ◦g)(x) = f(g(x)) ∈ Rp. Definimos d · cρ =
sign(·)| · |ρ, donde sign es la función signo, por ejemplo,

dxc 2
3 = sign(x)|x| 23 , dxc1 = dxc = x y dxc0 = sign(x).

2.1 Homogeneidad ponderada

Considere la función g : Rn → R. Clásicamente, g es
homogénea de grado m ∈ R, si para cualquier x ∈ Rn
y cualquier ε ∈ R>0, g(εx) = εmg(x). Dos ejemplos de
funciones homogéneas son las funciones lineales y los poli-
nomios homogéneos. La homogeneidad es una propiedad
de escalamiento que se puede extender a una clase mas
amplia de funciones si se flexibiliza la manera en que se
realiza dicho escalamiento. Esta extensión se conoce como
homogeneidad ponderada y ha sido ampliamente estudia-
da. A continuación recordamos sus definiciones tomadas
de (Bacciotti and Rosier, 2005).

Definición 2.1. Sea Λr
ε la matriz diagonal dada por Λr

ε =
diag(εr1 , . . . , εrn), donde r = [r1, . . . , rn]>, ri ∈ R>0, y ε ∈
R>0. Los elementos de r se llaman pesos de homogeneidad
de las coordenadas. Aśı:

a) Una función f : Rn → R es homogénea de grado
m ∈ R (con los pesos r) si f (Λr

εx) = εmf(x), ∀x ∈
Rn, ∀ε ∈ R>0.

b) El campo vectorial f : Rn → Rn, con componentes
fi(x), es homogéneo de grado k ∈ R (con los pesos
r) si fi (Λr

εx) = εk+rifi(x), i = 1, 2, . . . , n, ∀x ∈ Rn,
∀ε > 0.

c) Un sistema dinámico ẋ = f(x), x ∈ Rn, es homogéneo
de grado k si f es homogéneo de grado k.

Las definiciones de homogeneidad ponderada han sido
extendidas a funciones discontinuas y funciones conjunto-
valuadas, vea por ejemplo (Levant, 2005), (Orlov, 2005),
o mas recientemente (Bernuau et al., 2014).

En el resto de este art́ıculo nos referiremos a la homogenei-
dad ponderada solo como homogeneidad. Ahora tenemos
los elementos necesarios para definir las FG, sin embargo,
daremos antes un ejemplo en el cuál se motiva el estudio
de dichas funciones.

2.2 Ejemplo motivacional

Considere el siguiente sistema homogéneo polinómico de
grado k = 2 con pesos r = [1, 3]>:

ẋ1 = −x3
1 + x2 , ẋ2 = −x5

1 . (1)

En (Bacciotti and Rosier, 2005, Ejemplo 5.4) la función

V (x) = 1
6x

6
1 + 1

2x
2
2 , (2)

se da como una FL débil para (1). Note que esta función es
polinómica y homogénea de grado m = 6 con los mismos
pesos del sistema. La derivada de V a lo largo de las
trayectorias de (1) es V̇ = −x8

1. Aśı, la debilidad de V
es debida a la ausencia de un término negativo definido en
x2 en V̇ . Ahora, considere el sistema

ẋ1 = −k1x
3
1 + x2 , ẋ2 = −k2x

5
1 . (3)

Note que para k1 = k2 = 1 obtenemos (1) como un caso
particular. Es importante mencionar que el problema de la
debilidad de (2), como FL para (1), se hereda a (3) no solo
con (2) sino con todos los polinomios homogéneos que son
FL para (2), esto lo establecemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Para (3) no existen FL estrictas en la clase
de polinomios homogéneos de ningún grado m con los
pesos r = [1, 3]>, para cualesquiera k1, k2 ∈ R.

Demostración. Considere la función polinomial

V (x) = α1x
p1

1 + α2x
p2

2 +

N∑
i=1

βix
q1i
1 xq2i2 , (4)

donde p1,p2,q1i,q2i ∈ Z>0, para alguna N ∈ Z>0. Tenga
en cuenta que todos los polinomios homogéneos de grado
m con pesos r = [1, 3]> están descritos por (4) si

p1 = m, 3p2 = m, q1i + 3q2i = m. (5)

Con el fin de que (4) sea positiva definida es necesario que
α1, α2 > 0. Además p1 y p2 deben ser pares. Aśı, de (5)
podemos concluir que m debe ser un entero par, múltiplo
de tres y mayor que seis, i. e., m ∈ {6n : n ∈ Z>0}. La
derivada de (4) a lo largo de las trayectorias de (3) es

V̇ =−p1α1k1x
p1+2
1 + p1α1x

p1−1
1 x2 − p2α2k2x

5
1x
p2−1
2 +

+

N∑
i=1

βi

(
−q1ik1x

q1i+2
1 xq2i2 + q1ix

q1i−1
1 xq2i+1

2 −

−q2ik2x
q1i+5
1 xq2i−1

2

)
. (6)

El primer término de (6) es negativo definido en x1

pero es necesario tener también un término negativo
definido en x2. Note que este se puede obtener del término
βiq1ix

q1i−1
1 xq2i+1

2 si βi < 0 y q1i = 1 para alguna i. Sin
embargo, q2i = (m− q1i)/3 y m = 6n, aśı que

q2i = (6n− 1)/3 = 2n− 1/3 ,

aśı q2i no puede ser entero, lo que concluye la prueba.

Observe que, con q1i = 1 y m = 6, q1i = 5/3. Podemos
elegir, por ejemplo, la siguiente candidata a FL para (3)

V (x) = α1x
6
1 − α12x1dx2c

5
3 + α2x

2
2 . (7)

Con el método desarrollado en este art́ıculo, probamos que
esta es una FL estricta para (3) para algunas k1, k2, α1,
α12 y α2. De aqúı es claro que vale la pena estudiar la clase
de funciones a la que pertenece (7).

2.3 Formas generalizadas

En la literatura, un polinomio homogéneo es llamado
comúnmente forma, vea por ejemplo (Lang, 2002, Caṕıtulo
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IX). En esta sección definimos y estudiamos las FG,
que extienden la clase de formas. Estas funciones y sus
propiedades conforman el núcleo del presente art́ıculo.

Definición 2.2. La función f : Rn → R es llamada forma
generalizada de grado m si:

a) Es una función homogénea de grado m para algún
vector de pesos r

b) Consiste en sumas, productos y sumas de productos
de términos como

adxkcp, b|xk|q, a, b ∈ R, p, q ∈ R≥0.

Ejemplo 2.1. • La función V : R2 → R dada por (7)
es una FG de grado m = 6 con los pesos r = [1, 3]>.

• Considere la función f1 : R2 → R dada por

f1(x1, x2) = κ1dx1c
5π
2 dx2c0+κ2|x1|

π
2 dx2c

4π
3 , κi ∈ R .

Esta función es una FG de gradom = 5π con los pesos
r = [2, 3]>. Sin embargo es también FG de grado
m = 5 con los pesos r = [2/π, 3/π]>.

Es importante que subrayemos que las formas clásicas
están contenidas en el conjunto de FG. Además las FG
pueden ser funciones discontinuas en los hiperplanos coor-
denados de Rn, como f1 en el ejemplo anterior que es
discontinua en el conjunto {x2 = 0}. El siguiente resultado
proporciona algunas caracteŕısticas importantes de las FG.

Teorema 2.2. Sean f, g : Rn → R dos FG de grado m1,
m2 respectivamente, ambas con el vector de pesos r.

(1) Si m1 = m2, entonces f + g es una FG de grado m1

con los pesos r.
(2) El producto fg es una FG de grado m1 +m2 con los

pesos r.
(3) Si f es diferenciable sus derivadas parciales ∂f/∂xi,

i = 1, 2, . . . , n son FG de grado m1 − ri respectiva-
mente.

La prueba de este teorema se obtiene fácilmente de la
definición de FG y de las propiedades de las funciones
homogéneas.

Corolario 2.1. Sea ẋ = f(x), x ∈ Rn un sistema ho-
mogéneo grado k con los pesos r ∈ Rn, tal que cada fi en
f = [f1, . . . , fn]> es una FG. Si V : Rn → R es una FG
diferenciable de grado m con los mismos pesos r, entonces
W (x) = −(∂V/∂x) · f(x) es una FG de grado m + k con
los pesos r.

Note que si f es un campo discontinuo, entonces en general
W será una FG discontinua. Del Corolario 2.1 podemos ver
que si un sistema está descrito por FG y se propone una
FG V como candidata a FL, entonces su derivada −W será
también una FG. Por lo tanto, el problema de verificar que
V es una FL estricta se reduce a determinar que las FG V
y W son positivas definidas.

Observación 2.1. Mas adelante en el texto propor-
cionamos un método para verificar la positividad definida
de FG con exponentes conmensurables por pares. Recor-
damos que p, q ∈ R, p, q 6= 0, son conmensurables si
p/q ∈ Q. Por esta razón la mayoŕıa de los resultados en el
resto del art́ıculo solo son válidos para FG con exponentes
conmensurables por pares. Sin embargo, para hacer mas
sencilla la explicación, restringimos la atención a FG con
exponentes racionales. Abajo damos el argumento por el
cual no se pierde generalidad con esta restricción.

Lema 2.1. Sea φ : Rn → Rn una función con compo-
nentes φi(yi) = dyic

1
ι , i = 1, . . . , n, ι 6= 0. Para toda FG

f : Rn → R de grado m con pesos r y cuyos exponentes
son conmensurables a pares, existe una ι ∈ R>0 tal que φ
es un isomorfismo y f ◦φ es una FG cuyos exponentes son
racionales.

La prueba de este lema se omite por falta de espacio.
Observe que el isomorfismo φ, solo expande o contrae a
Rn. De manera que para cada x0, φ determina un único
y0 tal que (f ◦ φ)(y0) = f(x0). Aśı, por ejemplo, si f es
positiva definida, entonces f ◦ φ también lo será.

Para continuar definimos lo siguiente. Se entiende por
hiperoctante a la generalización a Rn del concepto de
cuadrante en R2. Por ejemplo, en R4 uno de los dieciséis
hiperoctantes es D̄1 = {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0}.
Decimos que un hiperoctante abierto es aquel que no
contiene los conjuntos {xi = 0} para toda i ∈ {1, . . . , n},
por ejemplo, D1 = {x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0} es un
hiperoctante abierto de R3. Denotaremos al hiperoctante
positivo abierto (cerrado) de Rn como P = {x1 >
0, . . . , xn > 0} (P̄ = {x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0}).
Sea {D̄i} el conjunto de los 2n hiperoctantes de Rn, dada
una función f : Rn → R, denotamos a la restricción de f al
hiperoctante D̄i como fD̄i : D̄i → R. Aśı, de la definición
de función positiva definida se obtiene directamente el
siguiente lema.

Lema 2.2. Una FG f : Rn → R es positiva definida si y
solo si para toda i ∈ {1, 2, . . . , 2n}, fD̄i es positiva definida.

El siguiente lema establece que una FG es equivalente a un
conjunto de formas clásicas definidas por hiperoctantes.

Lema 2.3. Para cada hiperoctante D̄i ⊂ Rn, i ∈
{1, . . . , 2n}, defina la función di : P̄ → D̄i como

di(y) = [σ1y
µ1

1 , . . . , σny
µn
n ]> , µj ∈ Q , j = 1, . . . , n , (8)

donde σj es el signo de la variable xj en D̄i. Si f : Rn → R
es una FG de grado m, pesos r y exponentes racionales,
entonces existen µj ∈ Q≥0 tales que cada fD̄i ◦d

i : P̄ → R
es una forma clásica restringida a P̄.

La prueba de este lema se omite por falta de espacio, sin
embargo, de dicha prueba se obtiene la forma de elegir
cada µi. Denote con CDi al mı́nimo común denominador
de todos los exponentes de la variable xi en f . Defina

µi = ciCDi , ci ∈ Z>0 . (9)

Las ci deben elegirse tales que para cualesquiera i, j,

µi/ri = µj/rj = cte. ∈ Z>0 .

El lema anterior nos proporciona un procedimiento para
representar una FG f : Rn → R a través de un conjunto
de 2n formas clásicas fi : P̄ → R. Sin embargo, note que si
f es una función simétrica respecto al origen, entonces el
número de formas clásicas se puede reducir a la mitad, esto
es, a 2n−1 formas. En adelante nos referiremos al conjunto
de las fi como las formas asociadas de la FG f . El siguiente
ejemplo clarifica el el Lema 2.3.

Ejemplo 2.2. Considere la función (7) que es homogénea
de grado m = 3 con pesos de homogeneidad r = [1, 3]>.
Para esta función CD1 = 1 y CD2 = 3. Eligiendo µ1 = 1
y µ2 = 3 se tiene que

di : P̄ → D̄i , di(z) = [σ1y
1
1 , σ2y

3
2 ]> . (10)
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Aplicando (10) a (7) obtenemos que las formas asociadas
Vi = V ◦ di : P̄ → R son

• para D̄1 = {x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}
V1(y) = α1y

6
1 − α12y1y

5
2 + α2y

6
2 , (11)

• para D̄2 = {x1 ≤ 0, x2 ≥ 0}
V2(y) = α1y

6
1 + α12y1y

5
2 + α2y

6
2 , (12)

• para D̄3 = {x1 ≤ 0, x2 ≤ 0}
V3(y) = α1y

6
1 − α12y1y

5
2 + α2y

6
2 , (13)

• para D̄4 = {x1 ≥ 0, x2 ≤ 0}
V4(y) = α1y

6
1 + α12y1y

5
2 + α2y

6
2 . (14)

Note que (11-14) son formas de grado m = 6 restringidas
a P̄. Como V es simétrica, puede ser completamente
caracterizada por solo dos formas, es decir, V1 para D̄1,
D̄3, y V2 para D̄2, D̄4.

Observación 2.2. De los lemas 2.1–2.3 podemos concluir
que es posible verificar la positividad definida de una FG
(con exponentes conmensurables) a través de la positivi-
dad definida de sus formas asociadas.

2.4 Formas generalizadas positivas

Considere una forma F : Rn → R de grado m ∈
Z>0. Una manera de determinar su no-negatividad es
reescribiéndola tal que en la nueva representación la no-
negatividad sea obvia. A continuación mencionamos dos
maneras (equivalentes) de reescribir F (x) cuandom es par.

• Suponga que F puede ser reescrita como la forma
cuadrática F (x) = X>PX, donde X = X(x) es un
vector de monomios de grado m/2 en las variables x.
Aśı, la no-negatividad de F es evidente si la matriz
P es positiva semidefinida.

• Una forma F es llamada suma de cuadrados(SOS)
(vea por ejemplo (Reznick, 2000) y sus referen-
cias) si existe un número finito de polinomios fi,
i = 1, 2, . . . , N de grado m/2 tales que F (x) =∑N
i=1[fi(x)]2. Note que la no-negatividad de un poli-

nomio es evidente si este es SOS.

En (Choi et al., 1995) se demuestra que una forma es SOS
si y solo si existen P positiva semidefinida y X tales que
F (x) = X>PX. De manera que esta relación ha permitido
reducir el problema de análisis de formas no-negativas a
resolver la desigualdad matricial lineal P ≥ 0. Para esto se
han aprovechado todas la herramientas de la optimización
convexa, vea (Parrilo, 2000) y (Blekherman et al., 2012).
A continuación discutimos algunas caracteŕısticas de la
representación en SOS.

• Si una forma es SOS, entonces es no-negativa. Sin em-
bargo si una forma es no-negativa no necesariamente
es SOS, vea por ejemplo (Marshall, 2008).

• El hecho de que una forma F : Rn → R de grado m
sea SOS solo garantiza que es positiva semidefinida.
Sin embargo, si se verifica que la forma F̄ (x) = F (x)−
ε
∑n
i=1 x

m
i es SOS, para alguna ε ∈ R>0 suficiente-

mente pequeña, entonces F es positiva definida, vea
por ejemplo (Blekherman et al., 2012, Sección 3.6.2).

• Note que para verificar que una forma F es SOS,
la representación expĺıcita no es necesaria. De he-
cho, solo es necesario encontrar una matriz posi-

tiva definida P para la representación en forma
cuadrática.
• Lo dicho en el punto anterior es lo que permite

involucrar a la optimización convexa para determinar
si una forma es SOS. Esto ha posibilitado el desarrollo
de software para certificar si una forma es SOS, por
ejemplo SOSTOOLS (Prajna et al., 2002–2005).

Suponga que se tiene una forma F = F (x, α) donde x es
el vector de variables y α es un vector que contiene los
coeficientes (no necesariamente todos) de los términos de
F . Si el vector α no está fijo, la representación SOS pude
ser usada como herramienta de diseño de los valores de
α que permitan a F ser positiva definida. Esta idea es
aclarada en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Sea la forma V : R2 → R dada por

V (y) = α1y
10
1 − α12y

6
1y

4
2 + α2y

10
2 , (15)

el grado de esta forma es m = 10. Sea Y = [y5
1 , y

4
1y2, y

3
1y

2
2 ,

y2
1y

3
2 , y1y

4
2 , y5

2 ]> y defina α = [α1, α12, α2]>. Para
verificar que (15) es positiva definida, es suficiente ver
que la forma V̄ (y) = V (y) − ε(y10

2 + y10
2 ) es SOS. Esto

es equivalente a buscar una matriz positiva semidefinida
P = P (α) tal que V̄ (y) = Y >PY . El software SOSTOOLS
está diseñado para tratar de resolver este problema. Si
α no está fija, SOSTOOLS la considera como variable
de decisión y entonces busca valores para α tales que
V̄ sea SOS. Para nuestro ejemplo, considerando α libre
y ε = 0.1, SOSTOOLS determina una matriz P que
satisface V̄ (y) = Y >PY y cuyos valores propios son
{1.7, 0.4, 1.1, 1.6, 0.4, 1.2}. Para tal matriz SOSTOOLS
devuelve α = [1.32 , 0.56 , 1.25]>. Aśı, con estos valores
de α, (15) es positiva definida.

Observación 2.3. Con la finalidad de que las formas Fi
asociadas a una FG F sean de grado par y definidas en
todo Rn se puede elegir el isomorfismo (8) tal que todos
los exponentes de Fi sean pares. Esto siempre es posible ya
que de acuerdo a la prueba del Lema 2.3, los exponentes µi
en (8) se deben elegir como µi = ciCDi, por lo tanto basta
elegir los parámetros ci como números pares. Ahora, note
que si γ es un número par positivo, el conjunto de valores
que toma yγi con yi ∈ R≥0 no se altera si yi ∈ R. Esto
nos permite extender libremente el dominio P̄ a todo Rn
para cada Fi. En adelante diremos que una FG F es SOS
si todas sus formas asociadas Fi son SOS.

Con las herramientas desarrolladas hasta este punto es-
tamos listos para describir el método para construir FL
usando las FG.

3. DISEÑO DE FUNCIONES DE LYAPUNOV

Dado un sistema homogéneo descrito por FG, el método
consiste en proponer como candidatas a FL a una familia
de FG parametrizadas en sus coeficientes. La derivada de
la familia de FG (a lo largo de las trayectorias del sistema)
también es una familia de FG parametrizadas en sus
coeficientes. Estas FG pueden ser asociadas a un conjunto
de formas clásicas como se vio en la sección anterior. Aśı, el
problema de verificar la positividad definida de la función
candidata y la negatividad definida de su derivada, se
reduce a encontrar un conjunto de parámetros tales que
el conjunto de formas asociadas sean SOS.

Considere el sistema homogéneo
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ẋ = f(x, k) , x ∈ Rn , (16)

de grado s con pesos r = [r1, . . . , rn]>, cuyo campo vec-
torial f = [f1, . . . , fn]> está descrito por FG (no nece-
sariamente continuo) con potencias conmensurables. Los
elementos del vector k ∈ Rr son las ganancias del sistema,
i.e., algunos de los coeficientes de las FG fi. Suponga que
x = 0 es un punto de equilibrio asintóticamente estable
del sistema para algún k. Considere también la FG

V (x, α) =

n∑
i=1

αi|xi|
m
ri +

q∑
j=1

ᾱj

n∏
i=1

υij(xi, ρi,j), (17)

donde υij(xi, ρi) denota a cualquiera de los términos
|xi|ρi,j o dxicρi,j con ρi,j ∈ Q≥0 y algún q ∈ Z≥ 0 finito.
Los elementos del vector α ∈ Rn+q son los coeficientes
αi, ᾱj . Las αi se restringen a ser estrictamente positivas.
Para garantizar que (17) sea homogénea de grado m con
los pesos del sistema se debe satisfacer para toda j,

n∑
i=1

riρi,j = m. (18)

Para que (17) sea diferenciable se requiere que{
m > maxi{ri}
ρi,j ≥ 1 , para υi(xi, ρi,j) = dxicρi,j
ρi,j > 1 , para υi(xi, ρi,j) = |xi|ρi,j

, ∀i, j . (19)

La derivada de (17) a lo largo de las trayectorias de (16)
es (∂V (x)/∂x) · f(x) = −W (x, β) donde

W (x, β) =

n∑
i=1

βi|xi|
m̄
ri +

q̄∑
j=1

β̄j

n∏
i=1

ῡi,j(xi, ρ̄i,j) , (20)

para alguna q̄ ∈ Z>0 y algún vector β que contiene los
coeficientes βi y β̄j . Note que (20) es homogénea de grado
m̄ = m+s y que β es una función lineal de los coeficientes
de V y una función af́ın de las ganancias del sistema.

Con esto, el diseño de una FL para (16) se puede realizar
usando el algoritmo que se propone a continuación.

3.1 Algoritmo de construcción

Paso 1 Para q = 1, elegir los términos υij(xi, ρi) en (17).
Paso 2 Tomar la derivada de (17) a lo largo de las

trayectorias de (16) y obtener W dada por (20).
Paso 3 Considerando (18) y (19), verificar las condiciones

sobre ρi,j y los signos de ᾱj tales que en W las βi puedan
ser positivas. Si no, regresar al Paso 1 y aumentar q o
cambiar υij(xi, ρi).

Paso 4 Teniendo éxito en el paso anterior y considerando
las restricciones encontradas, fijar el grado de homo-
geneidad m y los exponentes ρi,j . Con esto quedan
determinadas las potencias de los términos en V y W .

Paso 5 Fije los exponentes µi en el isomorfismo (8) de
acuerdo con (9) y eligiendo las ci pares. Calcule el con-
junto de formas asociadas a V y W , i. e., {V1, . . . , V2n}
y {W1, . . . ,W2n}. Defina las formas

V̄j(y) = Vj(y)− ε
n∑
i=1

yδi , W̄j(y) = Wj(y)− ε
n∑
i=1

yδ̄i ,

donde δ y δ̄ son los grados de Vi y Wi, respectivamente.

Paso 6 Determinar los valores de α tales que todas las V̄i
y todas las W̄i sean SOS.

En este punto el procedimiento se puede hacer iterativo
para encontrar más valores de k como sigue.

Paso 7 Con los valores obtenidos para α, dejar a k como
variable de decisión y determinar los valores de k tales
que todas las V̄i y todas las W̄i sean SOS.

Debido a que (16) es homogéneo, se sabe que existe una
FL homogénea suave para este sistema (Rosier, 1992),
(Bernuau et al., 2014). De aqúı, parece natural buscar
tal función entre las FG, desafortunadamente no tenemos
garant́ıa de que exista una FL que sea FG. Sin embargo, a
continuación daremos un teorema que asegura la existencia
de una FL que es una FG SOS, esto bajo la suposición
de que existe una FG que es FL. El teorema es una
extensión a FG de (Ahmadi and Parrilo, 2011, Teorema
4.3). La demostración está basada en el siguiente resultado
de (Scheiderer, 2012): Dadas dos formas positivas definidas
f, g : Rn → R, para cualquier q ∈ Z≥0 suficientemente
grande, la forma fgq es SOS.

Teorema 3.1. Considere (16). Si existe una FG V̄ : Rn →
R que es una FL estricta para el sistema, entonces existe
una FG V : Rn → R tal que es una FL estricta para el
sistema y es SOS. Además, la FG W dada por W (x) = −V̇
es también SOS.

Demostración. Denote W̄ (x) = − ˙̄V . Como V̄ es una
FG y es FL estricta para el sistema, tenemos que V̄ y W̄
tienen un conjunto de formas asociadas {V̄i, W̄i} positivas
definidas. Defina V (x) = V̄ 2q+2(x), q ∈ Z≥0. Note que las

formas asociadas de V están dadas por Vi(z) = V̄ 2q+2
i (z).

Ya que 2q+ 2 es par, cada Vi es SOS y por lo tanto la FG

V es SOS. Ahora, V̇ = (2q+ 2)V̄ 2q+1(x) ˙̄V , de manera que

W (x) = (2q + 2)V̄ 2q(x)V̄ (x)W̄ (x) ,

por lo tanto las formas asociadas de W están dadas por

Wi(z) = (2q + 2)[V̄ 2
i (z)]q[(V̄iW̄i)(z)] .

Ahora, para cada i (del teorema de Scheiderer) existe una
qi ∈ Z≥0 tal que [V̄ 2

i (z)]qi [(V̄iW̄i)(z)] es SOS. Eligiendo
q̄ = maxi{qi} podemos afirmar que toda Wi es SOS para
cualquier q ≥ q̄, y por lo tanto la FG W es SOS.

3.2 Ejemplo de diseño de una función de Lyapunov

Considere (3) que es un sistema homogéneo de grado s = 2
con los pesos r = [1, 3]> y está descrito por FG.

Paso 1. De (17) tenemos la función candidata

V (x, α) = α1|x1|m + α2|x2|
m
3 + ᾱ1dx1cρ1dx2cρ2 .

Paso 2. De la derivada de V a lo largo de las trayectorias
del sistema obtenemos

W (x) =mα1k1|x1|m+2 −mα1dx1cm−1x2 +

+m
3 α2k2x

5
1dx2c

m
3 −1 + ρ1ᾱ1k1dx1cρ1+2dx2cρ2 −

−ρ1ᾱ1|x1|ρ1−1|x2|ρ2+1 + ρ2ᾱ1k2|x1|ρ1+5|x2|ρ2−1 .

Paso 3. Para la positividad definida de W , de su quinto
término es necesario que ρ1 = 1 y que ᾱ1 < 0.

Paso 4. Considerando (18) com m = 6 y definiendo
α12 = −ᾱ1, se obtiene la función candidata

V (x) = α1|x1|6 − α12x1dx2c
5
3 + α2|x2|2 , (21)

que es equivalente a la función dada en (7). Su derivada a
lo largo de las trayectorias de (3) es
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W (x) = β1|x1|8 − β2|x1|6|x2|
2
3 − β3dx1c5x2

−β4dx1c3dx2c
5
3 + β5|x2|

8
3 .

β1 = 6α1k1 , β2 = 5
3α12k2 , β3 = 6α1 − 2α2k2 ,

β4 = α12k1 , β5 = α12 ,

Paso 5. Con el isomorfismo di(z) = [σ1y
2
1 , σ2y

6
2 ]> cal-

culamos las formas asociadas de V y W , note que estas
son simétricas respecto al origen por lo tanto el número
de formas necesarias se reduce a la mitad. Aśı, para el
conjunto {x ∈ R : x1x2 ≥ 0} obtenemos

V1(y) = α1y
12
1 − α12y

2
1y

10
y + α2y

12
2 ,

W1(y) = β1y
16
1 − β2y

12
1 y4

2 − β3y
10
1 y6

2 − β4y
6
1y

10
2 + β5y

16
2 ,

y para el conjunto {x ∈ R : x1x2 ≤ 0} obtenemos:

V2(y) = α1y
12
1 + α12y

2
1y

10
2 + α2y

12
2 ,

W2(y) = β1y
16
1 − β2y

12
1 y4

2 + β3y
10
1 y6

2 + β4y
6
1y

10
2 + β5y

16
2 .

Ahora definimos para i = 1, 2,

V̄i(y) = Vi(y)− ε(y12
1 + y12

2 ) ,

W̄i(y) = Wi(y)− ε(y16
1 + y16

2 ) .

Paso 6. Fijamos k1 = k2 = 1. Entregamos a SOSTOOLS
las formas V̄i(y), W̄i(y) con las restricciones sobre sus
coeficientes determinadas en los pasos anteriores. Con
ε = 0.1, SOSTOOLS determina que V̄i, W̄i son SOS con
α = [1.3, 0.5, 1.2]>. Por lo tanto V (x) = 1.3|x1|6 −
0.5x1dx2c

5
3 + 1.2|x2|2 es una FL para (3) con k1 = k2 = 1.

4. CONCLUSIONES

En este art́ıculo se puede ver la utilidad de extender la clase
de formas a la clase de FG y estudiar las propiedades de
estas últimas. El estudio de las FG ha permitido desarro-
llar el método propuesto en (Sanchez and Moreno, 2014)
para construir FL. Aqúı lo hemos descrito en forma más
detallada y lo hemos flexibilizado incluyendo el análisis
por SOS. A través de varios ejemplos realizados por los
autores (aunque no reportados aqúı por falta de espacio)
se observa que el método es útil para diseñar FL. La
caracteŕıstica algoŕıtmica del método nos ha permitido
implementar varios pasos en MATLABr, lo que facilita,
por ejemplo, el cálculo de las formas asociadas a una FG.
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