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Resumen: En este articulo se proporciona un método para disenar funciones de Lyapunov
para una clase de sistemas homogéneos tanto continuos como discontinuos. Estos sistemas estan
descritos por una clase particular de funciones llamadas formas generalizadas y engloban varios
tipos de sistemas de marcado interés como los Sistemas Lineales, los Sistemas Polinémicos
Homogéneos y algunos sistemas con Modos Deslizantes de Orden Superior. En el articulo
se definen la formas generalizadas, se describen sus principales propiedades y se muestra su
flexibilidad para ser usadas como candidatas a funciones de Lyapunov. El método para disenar
las funciones de Lyapunov se presenta de una forma algoritmica, lo que permite que gran parte

del procedimiento sea implementado en software.
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1. INTRODUCCION

El método directo de Lyapunov es la base de muchas
de las principales herramientas en el andlisis y diseno de
los sistemas de control moderno. Sin embargo el mayor
obstaculo en la aplicacién de dicho método es la falta
de procedimientos simples y constructivos para disenar
funciones de Lyapunov (FL, usaremos estas siglas tanto
en plural como en singular).

Aunque en la literatura se cuentan varios métodos para
la construcciéon de FL, muchos de ellos resultan ser
muy complicados al aplicarse. Por ejemplo, el método de
Zubov (Zubov, 1964) requiere que se resuelva una ecuacién
en derivadas parciales, lo mismo ocurre con sus variantes,
como en (Polyakov and Poznyak, 2012) donde se desarrolla
un método para construir FL para algoritmos por Mo-
dos Deslizantes de segundo orden. Otros métodos clasicos
como el de Krasovskii (Krasovskii, 1963) o el del Gradiente
Variable (Schultz and Gibson, 1962), que a pesar de ser
un tanto generales, no pueden aplicarse a ciertas clases de
sistemas de interés en el control, por ejemplo, los sistemas
discontinuos. Por otra parte se encuentran las aproxima-
ciones numeéricas para construir FL, vea por ejemplo (Baier
et al., 2012) y sus referencias. La mayor desventaja de
estos métodos es que las funciones obtenidas en general no
pueden ser usadas para desarrollos adicionales como, por
ejemplo, el andlisis de perturbaciones.

En (Sanchez and Moreno, 2014) se propuso un método
para construir FL para una clase particular de sistemas ho-
mogéneos continuos y discontinuos. Las funciones que des-
criben dichos sistemas pertenecen a una clase de funciones
llamadas formas generalizadas (FG, usaremos estas siglas
tanto en plural como en singular). En el método se escoge
de esta misma clase una candidata a FL, lo que permite
que su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema

sea también una FG. Asi, verificar que la candidata es FL
equivale a verificar la positividad definida de dos FG. Esto
ultimo se realiza utilizando una generalizacion del Teorema,
de Pélya (Hardy et al., 1988). Una de las caracteristicas
relevantes de este método es que permite obtener FL dife-
renciables de practicamente cualquier grado de homogenei-
dad. En el presente trabajo replanteamos el método pro-
puesto en (Sanchez and Moreno, 2014) con las diferencias
que enlistamos a continuacién y que pueden considerarse
como los resultados principales de este articulo.

e A través de un ejemplo se exhibe la importancia
de considerar a las FG como una extensién de los
polinomios homogéneos (formas) y la necesidad de
desarrollar técnicas para analizar sus propiedades.

e En este articulo, a diferencia de (Sanchez and Moreno,
2014), se explica detalladamente el proceso de repre-
sentar una FG con un conjunto de formas.

e El analisis de positividad definida de las FG se realiza
utilizando la representacién en suma de cuadrados
(SOS por sus siglas en Inglés) de sus formas asociadas.

e Suponiendo de la existencia de una FL en la clase de
FG para un sistema descrito por FG, se demuestra
la existencia de una FG que es FL y cuyas formas
asociadas son SOS.

e El método para disenar las FL se describe de manera
simple y algoritmica, lo que permite que varios pasos
del desarrollo puedan implementarse en software.

Organizacion del articulo: En la Seccién 2 se recuerdan
las definiciones de homogeneidad y de FG. Se explican las
principales propiedades de las FG y como determinar su
positividad usando la representacién SOS de sus formas
asociadas. En la Seccién 3 se describe y ejemplifica el
método para construir FL. usando FG. En la Seccién 4
se dan algunas conclusiones.



Memorias del Congreso Nacional de Control Automatico 2016, Querétaro, México, Septiembre 28-30, 2016

2. HOMOGENEIDAD Y FORMAS GENERALIZADAS

En esta seccién proporcionamos las definiciones y los
resultados necesarios para el desarrollo del articulo.
Empezamos recordando los conceptos de homogeneidad
clasica y homogeneidad ponderada. Posteriormente recor-
damos brevemente el concepto de forma, definimos las FG
y mencionamos algunas de sus principales caracteristicas.
Sin embargo, antes de comenzar, establecemos la notacion
utilizada a lo largo del articulo.

Denotamos a los numeros reales, racionales y enteros
con R, Q y Z, respectivamente. Definimos los conjuntos
Rig={x€eR : 2 >0} Rso={z R : z >0}
andlogamente para Q y Z. diag(as,...,a,) es la matriz
diagonal de tamano g x g cuyos elementos de su diagonal
son a;, 1 =1,...,q. Dadas f : R - RP y g : R™ — R",
la funcién f o g denota la composicién de f con g, i. e.,
parax € R™, (fog)(x) = f(g(x)) € RP. Definimos | - |# =
sign(-)| - |, donde sign es la funcién signo, por ejemplo,

(2|3 = sign(z)|z|3, [z]! = [z] =z y [2]° = sign(x).
2.1 Homogeneidad ponderada

Considere la funciéon g : R® — R. Clasicamente, g es
homogénea de grado m € R, si para cualquier x € R”
y cualquier € € Ry, g(ex) = €™g(x). Dos ejemplos de
funciones homogéneas son las funciones lineales y los poli-
nomios homogéneos. La homogeneidad es una propiedad
de escalamiento que se puede extender a una clase mas
amplia de funciones si se flexibiliza la manera en que se
realiza dicho escalamiento. Esta extension se conoce como
homogeneidad ponderada y ha sido ampliamente estudia-
da. A continuacién recordamos sus definiciones tomadas

de (Bacciotti and Rosier, 2005).

Definicion 2.1. Sea AL la matriz diagonal dada por AL =
diag(e™t,...,em), donde r = [ry,..., 7] ", 7 € Rug, y € €
R~ q. Los elementos de r se llaman pesos de homogeneidad
de las coordenadas. Asi:

a) Una funcién f : R™ — R es homogénea de grado
m € R (con los pesos r) si f(Afz) = €™ f(z), Vo €
R", Ve € Ryg.

b) El campo vectorial f : R® — R"™, con componentes
fi(x), es homogéneo de grado k € R (con los pesos
r) si f; (ATz) = ifi(x), i = 1,2,...,n, Vo € R",
Ve > 0.

c¢) Unsistema dindmico & = f(z), z € R™, es homogéneo
de grado k si f es homogéneo de grado k.

Las definiciones de homogeneidad ponderada han sido
extendidas a funciones discontinuas y funciones conjunto-
valuadas, vea por ejemplo (Levant, 2005), (Orlov, 2005),
o mas recientemente (Bernuau et al., 2014).

En el resto de este articulo nos referiremos a la homogenei-
dad ponderada solo como homogeneidad. Ahora tenemos
los elementos necesarios para definir las FG, sin embargo,
daremos antes un ejemplo en el cudl se motiva el estudio
de dichas funciones.

2.2 Ejemplo motivacional

Considere el siguiente sistema homogéneo polinémico de
grado k = 2 con pesos r = [1,3] :

T, = —$? 4+ o, Xo= —.27? . (1)
En (Bacciotti and Rosier, 2005, Ejemplo 5.4) la funcién
V(z) = %,’E? + %x? (2)

se da como una FL débil para (1). Note que esta funcién es
polinémica y homogénea de grado m = 6 con los mismos
pesos del sistema. La derivada de V' a lo largo de las
trayectorias de (1) es V = —z5. Asi, la debilidad de V'
es debida a la ausencia de un término negativo definido en
o en V. Ahora, considere el sistema

i’Q = —kgx? . (3)
Note que para k1 = ko = 1 obtenemos (1) como un caso
particular. Es importante mencionar que el problema de la
debilidad de (2), como FL para (1), se hereda a (3) no solo
con (2) sino con todos los polinomios homogéneos que son
FL para (2), esto lo establecemos en el siguiente teorema.

. 3
xr1 = —k1$1 + T2,

Teorema 2.1. Para (3) no existen FL estrictas en la clase
de polinomios homogéneos de ningin grado m con los
pesos r = [1,3]7, para cualesquiera ki, ko € R.

Demostracién. Considere la funcién polinomial
N
— P1 b2 q1i 424
V(z) = aral + agzy® + E Bixl g, (4)
i=1

donde p1,p2,q14,92; € Z~g, para alguna N € Z-,. Tenga
en cuenta que todos los polinomios homogéneos de grado
m con pesos r = [1,3]" estdn descritos por (4) si
p1=m, Qi +3¢2i =m. (5)
Con el fin de que (4) sea positiva definida es necesario que
a1,y > 0. Ademds p; y pa deben ser pares. Asi, de (5)
podemos concluir que m debe ser un entero par, multiplo
de tres y mayor que seis, i. e., m € {6n : n € Zs¢}. La
derivada de (4) a lo largo de las trayectorias de (3) es

3p2 =m,

r_ p1+2 p1—1 5 po—1
V=-—praikiz""" + proqzy’ T wa — paankoxizy® T+

N
q1i+2_.q2; q1i—1_q2;+1
+E Bi (—qukwl“ 3+ qurit xyt =
=1

_q2ik2$(1hi+5.’ljg2i71) ) (6)

El primer término de (6) es negativo definido en x
pero es necesario tener también un término negativo
definido en 5. Note que este se puede obtener del término
&qux‘f“*lx?iﬂ si B; < 0y qi; = 1 para alguna . Sin
embargo, g2; = (m — q1;)/3 y m = 6n, asi que

¢2i = (6n—1)/3=2n—-1/3,

asi go; no puede ser entero, lo que concluye la prueba.

Observe que, con q1; = 1 y m = 6, g;; = 5/3. Podemos
elegir, por ejemplo, la siguiente candidata a FL para (3)
V(z) = a2 — ooz [3:2J% + Qo3 (7)
Con el método desarrollado en este articulo, probamos que
esta es una FL estricta para (3) para algunas ki, ks, aq,

a12 ¥ as. De aqui es claro que vale la pena estudiar la clase
de funciones a la que pertenece (7).

2.8 Formas generalizadas

En la literatura, un polinomio homogéneo es llamado
comtunmente forma, vea por ejemplo (Lang, 2002, Capitulo
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IX). En esta seccién definimos y estudiamos las FG,
que extienden la clase de formas. Estas funciones y sus
propiedades conforman el ntcleo del presente articulo.

Definicion 2.2. La funcién f : R™ — R es llamada forma
generalizada de grado m si:

a) Es una funcién homogénea de grado m para algin
vector de pesos r

b) Consiste en sumas, productos y sumas de productos
de términos como

a[xkjp? b|xk‘q7 a,bGR, p7q6R20~
Ejemplo 2.1. e La funcién V : R? — R dada por §r7)

es una FG de grado m = 6 con los pesos r = [1,3] .
o Considere la funcién f; : R2 = R dada por

5

fi(zr, w2) = w1[a1) F (2] holar|E[22) F | ki € R.
Esta funcién es una FG de grado m = 57 con los pesos
r = [2,3]T. Sin embargo es también FG de grado
m =5 con los pesos r = [2/7,3/7|T.

Es importante que subrayemos que las formas clasicas
estdn contenidas en el conjunto de FG. Ademads las FG
pueden ser funciones discontinuas en los hiperplanos coor-
denados de R™, como f; en el ejemplo anterior que es
discontinua en el conjunto {xo = 0}. El siguiente resultado
proporciona algunas caracteristicas importantes de las FG.

Teorema 2.2. Sean f,g : R™ — R dos FG de grado m,
me respectivamente, ambas con el vector de pesos r.

(1) Si my = mq, entonces f + g es una FG de grado m;
con los pesos r.
(2) El producto fg es una FG de grado m; + mgy con los

pesos T.

(3) Si f es diferenciable sus derivadas parciales 0f/0x;,
i1 =1,2,...,n son FG de grado m; — r; respectiva-
mente.

La prueba de este teorema se obtiene facilmente de la
definicién de FG y de las propiedades de las funciones
homogéneas.

Corolario 2.1. Sea & = f(x), x € R™ un sistema ho-
mogéneo grado k con los pesos r € R”, tal que cada f; en
f=1fi,---,fa]"T esuna FG. Si V : R® — R es una FG
diferenciable de grado m con los mismos pesos r, entonces
W(z) = —(0V/0x) - f(x) es una FG de grado m + k con
los pesos r.

Note que si f es un campo discontinuo, entonces en general
W sera una FG discontinua. Del Corolario 2.1 podemos ver
que si un sistema estd descrito por FG y se propone una
FG V como candidata a FL, entonces su derivada —W sera
también una FG. Por lo tanto, el problema de verificar que
V es una FL estricta se reduce a determinar que las FG V
y W son positivas definidas.

Observacion 2.1. Mas adelante en el texto propor-
cionamos un método para verificar la positividad definida
de FG con exponentes conmensurables por pares. Recor-
damos que p,q € R, p,q # 0, son conmensurables si
p/q € Q. Por esta razén la mayoria de los resultados en el
resto del articulo solo son validos para FG con exponentes
conmensurables por pares. Sin embargo, para hacer mas
sencilla la explicacién, restringimos la atencién a FG con
exponentes racionales. Abajo damos el argumento por el
cual no se pierde generalidad con esta restriccién.

Lema 2.1. Sea ¢ : R® — R™ una funcién con compo-
nentes ¢;(y:) = [y;]*, i =1,...,n, t # 0. Para toda FG
f:R®™ = R de grado m con pesos r y cuyos exponentes
son conmensurables a pares, existe una ¢ € R+ tal que ¢
es un isomorfismo y f o ¢ es una FG cuyos exponentes son
racionales.

La prueba de este lema se omite por falta de espacio.
Observe que el isomorfismo ¢, solo expande o contrae a
R™. De manera que para cada zgy, ¢ determina un unico
yo tal que (f o @)(yo) = f(xo). Asi, por ejemplo, si f es
positiva definida, entonces f o ¢ también lo sera.

Para continuar definimos lo siguiente. Se entiende por
hiperoctante a la generalizacién a R™ del concepto de
cuadrante en R2. Por ejemplo, en R* uno de los dieciséis
hiperoctantes es Dy = {x1 > 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0}.
Decimos que un hiperoctante abierto es aquel que no
contiene los conjuntos {z; = 0} para toda ¢ € {1,...,n},
por ejemplo, D1 = {z; > 0,22 > 0,23 > 0} es un
hiperoctante abierto de R3. Denotaremos al hiperoctante
positivo abierto (cerrado) de R™ como P = {z; >
0,...,2, >0} (P={21>0,...,2, >0}).

Sea {D;} el conjunto de los 2" hiperoctantes de R", dada
una funcién f : R" — R, denotamos a la restriccién de f al
hiperoctante D; como fp. : D; — R. Asi, de la definicién
de funcién positiva definida se obtiene directamente el
siguiente lema.

Lema 2.2. Una FG f : R™ — R es positiva definida si y
solo si para todai € {1,2,...,2"}, fp. es positiva definida.

El siguiente lema establece que una FG es equivalente a un
conjunto de formas cldsicas definidas por hiperoctantes.

Lema 2.3. Para cada hiperoctante D; C R", i €
{1,...,2"}, defina la funcién d* : P — D; como

d'(y) = ooyl €Q, j=1,0m, (8)
donde o; es el signo de la variable z; en D;. Si f : R® = R
es una FG de grado m, pesos r y exponentes racionales,
entonces existen p; € Q> tales que cada fp, od' : P — R
es una forma clasica restringida a P.

La prueba de este lema se omite por falta de espacio, sin
embargo, de dicha prueba se obtiene la forma de elegir
cada p;. Denote con C'D; al minimo comun denominador
de todos los exponentes de la variable x; en f. Defina

Hi = CZCDl y c; € Z>0 . (9)
Las ¢; deben elegirse tales que para cualesquiera i, 7,

Wifri = pj/r; = cte. € Lo .

El lema anterior nos proporciona un procedimiento para
representar una FG f : R™ — R a través de un conjunto
de 2" formas clasicas f; : P — R. Sin embargo, note que si
f es una funcién simétrica respecto al origen, entonces el
nimero de formas clasicas se puede reducir a la mitad, esto
es, a 2"~ ! formas. En adelante nos referiremos al conjunto
de las f; como las formas asociadas de la FG f. El siguiente
ejemplo clarifica el el Lema 2.3.

Ejemplo 2.2. Considere la funcién (7) que es homogénea
de grado m = 3 con pesos de homogeneidad r = [1,3]".
Para esta funcion CDy =1y CDy = 3. Eligiendo py =1
y e = 3 se tiene que

d':P — Dy, di(z) = o1y}, o0y3] . (10)
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Aplicando (10) a (7) obtenemos que las formas asociadas
Vi=Vod;:P— R son

e para Dy = {z; > 0,25 > 0}

Vi(y) = a1y — arayiys + asys, (11)
e para Dy = {z; < 0,25 > 0}

Va(y) = enyf + anagnys + azys (12)
e para D3 = {z; < 0,29 < 0}

Va(y) = ony — cayiys + syl (13)
e para Dy = {21 > 0,22 < 0}

Vi(y) = oayf + arayiys + ooys - (14)

Note que (11-14) son formas de grado m = 6 restringidas
a P. Como V es simétrica, puede ser completamente
caracterizada por solo dos formas, es decir, Vi para Dj,
D3, y Vo para Dy, Dy.

Observacion 2.2. De los lemas 2.1-2.3 podemos concluir
que es posible verificar la positividad definida de una FG
(con exponentes conmensurables) a través de la positivi-
dad definida de sus formas asociadas.

2.4 Formas generalizadas positivas

Considere una forma F R® — R de grado m €
Z~g. Una manera de determinar su no-negatividad es
reescribiéndola tal que en la nueva representaciéon la no-
negatividad sea obvia. A continuacién mencionamos dos
maneras (equivalentes) de reescribir F'(z) cuando m es par.

e Suponga que F' puede ser reescrita como la forma
cuadrética F(z) = X PX, donde X = X(z) es un
vector de monomios de grado m/2 en las variables x.
Asi, la no-negatividad de F es evidente si la matriz
P es positiva semidefinida.

e Una forma F es llamada suma de cuadrados(SOS)
(vea por ejemplo (Reznick, 2000) y sus referen-
cias) si existe un numero finito de polinomios f;,
i = 1,2,...,N de grado m/2 tales que F(z) =
SN [fi(2)]%. Note que la no-negatividad de un poli-
nomio es evidente si este es SOS.

En (Choi et al., 1995) se demuestra que una forma es SOS
si y solo si existen P positiva semidefinida y X tales que
F(z) = X T PX. De manera que esta relacién ha permitido
reducir el problema de andlisis de formas no-negativas a
resolver la desigualdad matricial lineal P > 0. Para esto se
han aprovechado todas la herramientas de la optimizacién
convexa, vea (Parrilo, 2000) y (Blekherman et al., 2012).
A continuacién discutimos algunas caracteristicas de la
representacién en SOS.

e Siuna forma es SOS, entonces es no-negativa. Sin em-
bargo si una forma es no-negativa no necesariamente
es SOS, vea por ejemplo (Marshall, 2008).

e El hecho de que una forma F' : R® — R de grado m
sea SOS solo garantiza que es positiva semidefinida.
Sin embargo, si se verifica que la forma F'(z) = F(x)—
ey i x™ es SOS, para alguna € € Ry suficiente-
mente pequefia, entonces F' es positiva definida, vea
por ejemplo (Blekherman et al., 2012, Seccién 3.6.2).

e Note que para verificar que una forma F es SOS,
la representacion explicita no es necesaria. De he-
cho, solo es necesario encontrar una matriz posi-

tiva definida P para la representacién en forma
cuadratica.

e Lo dicho en el punto anterior es lo que permite
involucrar a la optimizacién convexa para determinar
si una forma es SOS. Esto ha posibilitado el desarrollo
de software para certificar si una forma es SOS, por
ejemplo SOSTOOLS (Prajna et al., 2002-2005).

Suponga que se tiene una forma F = F(z,«) donde = es
el vector de variables y o es un vector que contiene los
coeficientes (no necesariamente todos) de los términos de
F. Si el vector a no esta fijo, la representacién SOS pude
ser usada como herramienta de diseno de los valores de
a que permitan a F ser positiva definida. Esta idea es
aclarada en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.3. Sea la forma V : R? — R dada por

V(y) = a1y’ — arayfys + a2y’ (15)
el grado de esta forma es m = 10. Sea Y = [y}, yiy2, viy3,
yiys, nys, y3]| y defina a = [a1, a1z, ag]". Para
verificar que (15) es positiva definida, es suficiente ver
que la forma V(y) = V(y) — e(y3 + 33°) es SOS. Esto
es equivalente a buscar una matriz positiva semidefinida
P = P(a) tal que V(y) = YT PY. El software SOSTOOLS
estd disefiado para tratar de resolver este problema. Si
a no estd fija, SOSTOOLS la considera como variable
de decisién y entonces busca valores para o tales que
V' sea SOS. Para nuestro ejemplo, considerando « libre
y € = 0.1, SOSTOOLS determina una matriz P que
satisface V(y) = Y TPY y cuyos valores propios son
{1.7, 0.4, 1.1, 1.6, 0.4, 1.2}. Para tal matriz SOSTOOLS
devuelve a = [1.32, 0.56, 1.25]". Asi, con estos valores
de «, (15) es positiva definida.

Observacion 2.3. Con la finalidad de que las formas F;
asociadas a una FG F sean de grado par y definidas en
todo R™ se puede elegir el isomorfismo (8) tal que todos
los exponentes de F; sean pares. Esto siempre es posible ya
que de acuerdo a la prueba del Lema 2.3, los exponentes y;
en (8) se deben elegir como p; = ¢;CD;, por lo tanto basta
elegir los parametros ¢; como nimeros pares. Ahora, note
que si v es un ntimero par positivo, el conjunto de valores
que toma y; con y; € R>o no se altera si y; € R. Esto
nos permite extender libremente el dominio P a todo R™
para cada F;. En adelante diremos que una FG F' es SOS
si todas sus formas asociadas F; son SOS.

Con las herramientas desarrolladas hasta este punto es-
tamos listos para describir el método para construir FL
usando las FG.

3. DISENO DE FUNCIONES DE LYAPUNOV

Dado un sistema homogéneo descrito por FG, el método
consiste en proponer como candidatas a FL a una familia
de FG parametrizadas en sus coeficientes. La derivada de
la familia de FG (a lo largo de las trayectorias del sistema)
también es una familia de FG parametrizadas en sus
coeficientes. Estas FG pueden ser asociadas a un conjunto
de formas cldsicas como se vio en la seccién anterior. Asi, el
problema de verificar la positividad definida de la funcién
candidata y la negatividad definida de su derivada, se
reduce a encontrar un conjunto de parametros tales que
el conjunto de formas asociadas sean SOS.

Considere el sistema homogéneo
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&= f(z,k), zeR", (16)
de grado s con pesos r = [r1,...,7,]", cuyo campo vec-
torial f = [f1,...,fn] estd descrito por FG (no nece-
sariamente continuo) con potencias conmensurables. Los
elementos del vector k£ € R" son las ganancias del sistema,
i.e., algunos de los coeficientes de las FG f;. Suponga que
xz = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable
del sistema para algin k. Considere también la FG

n q n
V(m,a) = Zai‘l‘i i +ZdeUij($i»pi,j)> (17)
i=1 j=1 =1

donde wv;;(z;,p;) denota a cualquiera de los términos
|zi|?# o [x;]P"3 con p;; € Qo y algin ¢ € Z> 0 finito.
Los elementos del vector o € R™"? son los coeficientes
oy, @;. Las a; se restringen a ser estrictamente positivas.
Para garantizar que (17) sea homogénea de grado m con

los pesos del sistema se debe satisfacer para toda j,
n

ZTZ’[)LJ' =m. (18)
i=1
Para que (17) sea diferenciable se requiere que
m > max;{r;}
{ pi; > 1, para vi(x;, pi ;) = [z )77 | Vi,5.  (19)
pij > 1, para vi(zi, pi,;) = |z

La derivada de (17) a lo largo de las trayectorias de (16)
s (OV (z)/0x) - f(z) = =W (z, B) donde

W(z,pB) = Z Bilz
i=1

m

q n
K +ZﬁjH@z‘,j($mﬁi,j)a (20)
j=1 =1

para alguna ¢ € Zso y algin vector 3 que contiene los
coeficientes §; y §;. Note que (20) es homogénea de grado
m =m+sy que 3 es una funcién lineal de los coeficientes
de V y una funcién afin de las ganancias del sistema.

Con esto, el diseno de una FL para (16) se puede realizar
usando el algoritmo que se propone a continuacion.

3.1 Algoritmo de construccion

Paso 1 Para g = 1, elegir los términos v;;(x;, p;) en (17).

Paso 2 Tomar la derivada de (17) a lo largo de las
trayectorias de (16) y obtener W dada por (20).

Paso 3 Considerando (18) y (19), verificar las condiciones
sobre p; ; y los signos de &; tales que en W las 8; puedan
ser positivas. Si no, regresar al Paso 1 y aumentar q o
cambiar v;;(x;, p;).

Paso 4 Teniendo éxito en el paso anterior y considerando
las restricciones encontradas, fijar el grado de homo-
geneidad m y los exponentes p; ;. Con esto quedan
determinadas las potencias de los términos en V' y W.

Paso 5 Fije los exponentes p; en el isomorfismo (8) de
acuerdo con (9) y eligiendo las ¢; pares. Calcule el con-
junto de formas asociadas a V'y W, i. e, {Vi,...,Van}
y {W1,...,Wan}. Defina las formas

Vi(y) = V;(y) - ezyfa W;(y) = Wi(y) — EZyﬂ

donde 6 y ¢ son los grados de V; y W, respectivamente.

Paso 6 Determinar los valores de « tales que todas las V;
y todas las W; sean SOS.

En este punto el procedimiento se puede hacer iterativo
para encontrar mas valores de k como sigue.

Paso 7 Con los valores obtenidos para «, dejar a k como
variable de decisién y determinar los valores de k tales
que todas las V; y todas las W; sean SOS.

Debido a que (16) es homogéneo, se sabe que existe una
FL homogénea suave para este sistema (Rosier, 1992),
(Bernuau et al., 2014). De aqui, parece natural buscar
tal funcién entre las FG, desafortunadamente no tenemos
garantia de que exista una FL que sea FG. Sin embargo, a
continuacion daremos un teorema que asegura la existencia
de una FL que es una FG SOS, esto bajo la suposicién
de que existe una FG que es FL. El teorema es una
extensién a FG de (Ahmadi and Parrilo, 2011, Teorema
4.3). La demostracién estd basada en el siguiente resultado
de (Scheiderer, 2012): Dadas dos formas positivas definidas
f,g : R* — R, para cualquier ¢ € Z>( suficientemente
grande, la forma fg? es SOS.

Teorema 3.1. Considere (16). Si existe una FG V : R” —
R que es una FL estricta para el sistema, entonces existe
una FG V : R" — R tal que es una FL estricta para el
sistema y es SOS. Ademds, la FG W dada por W(z) = -V
es también SOS.

Demostracién. Denote W(z) = —V. Como V es una
FG y es FL estricta para el sistema, tenemos que V' 'y W
tienen un conjunto de formas asociadas {V;, W;} positivas
definidas. Defina V (z) = V29+2(z), q € Z>. Note que las

formas asociadas de V estdn dadas por V;(z) = V2972 (2).

Ya que 2g + 2 es par, cada V; es SOS y por lo tanto la FG
V es SOS. Ahora, V = (2¢+2)V?24+1(2)V, de manera que
W(z) = (2 +2)V**(2)V (2)W (2),

por lo tanto las formas asociadas de W estan dadas por
Wi(z) = (24 + 2)[VZ(2)]7[(V;Wi)(2)].

Ahora, para cada i (del teorema de Scheiderer) existe una

¢ € Zso tal que [V?2(2)]%[(ViW;)(2)] es SOS. Eligiendo

g = max;{¢;} podemos afirmar que toda W; es SOS para

cualquier g > @, y por lo tanto la FG W es SOS.

3.2 Ejemplo de disenio de una funcion de Lyapunov
Considere (3) que es un sistema homogéneo de grado s = 2
con los pesos r = [1,3] " y estd descrito por FG.
Paso 1. De (17) tenemos la funcién candidata

V(z,a) = arlz,|™ + aslze| + ay [z ] 2] .

Paso 2. De la derivada de V' a lo largo de las trayectorias
del sistema obtenemos

W (z) = magki |z — moy [1‘1Jm71$2 +
+ 2 aokoal [wa] 3 T + pranks [21]7 P2 [ag) 2 —
—praa|zy [P a2+ o kala [0 |z
Paso 3. Para la positividad definida de W, de su quinto
término es necesario que p; =1y que &; < 0.

Paso 4. Considerando (18) com m = 6 y definiendo
a2 = —a@yq, se obtiene la funcién candidata

V(@) = ool —anoza[22)F +aslmaf?, - (21)
que es equivalente a la funcién dada en (7). Su derivada a
lo largo de las trayectorias de (3) es
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W(z) =Bz [® — /32|$1|6|332|§ — Bs[z1]°x2
—Balz1)[2)3 + Bslwal 5 .

Br=6aiky, f2=35010ky, B3=060a;—2azks,
Ba = auzkr, Ps =z,
Paso 5. Con el isomorfismo d*(z) = [01y?,02y5]" cal-

culamos las formas asociadas de V' y W, note que estas
son simétricas respecto al origen por lo tanto el niimero
de formas necesarias se reduce a la mitad. Asi, para el
conjunto {x € R : 122 > 0} obtenemos

Vi(y) = aayi® — anoyiy,’ + aays”

Wi(y) = B1yi° — Boyi®vs — Bayi"vs — Baviws’ + Bsys°
y para el conjunto {z € R : 2125 < 0} obtenemos:

Va(y) = a1yi® + anyiy’ + ays®,

Wa(y) = By — Boyi®ys + Bayi’ys + Bayiys” + Boys’ -
Ahora definimos para i = 1,2,

Vily) = Vily) — e(yi® + v3°) ,
Wily) = Wily) — e(y1® +15°) .

Paso 6. Fijamos k; = k2 = 1. Entregamos a SOSTOOLS
las formas V;(y), W;(y) con las restricciones sobre sus
coeficientes determinadas en los pasos anteriores. Con
e = 0.1, SOSTOOLS determina que V;, W; son SOS con
a = [1.3, 0.5, 1.2]T. Por lo tanto V(z) = 1.3|z|® —
0.521 [22]% 4+ 1.2|z5|? es una FL para (3) con ky = ky = 1.

4. CONCLUSIONES

En este articulo se puede ver la utilidad de extender la clase
de formas a la clase de FG y estudiar las propiedades de
estas ultimas. El estudio de las FG ha permitido desarro-
llar el método propuesto en (Sanchez and Moreno, 2014)
para construir FL. Aqui lo hemos descrito en forma maés
detallada y lo hemos flexibilizado incluyendo el analisis
por SOS. A través de varios ejemplos realizados por los
autores (aunque no reportados aqui por falta de espacio)
se observa que el método es ttil para disenar FL. La
caracteristica algoritmica del método nos ha permitido
implementar varios pasos en MATLAB®, lo que facilita,
por ejemplo, el célculo de las formas asociadas a una FG.
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