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Resumen: Bajo la condición de deslizamiento mediante un control discontinuo para estabilizar
rápidamente una familia de sistemas positivos, presentamos un control continuo en una vecindad
de la superficie de cambio con el objetivo de eliminar el efecto chattering; de tal manera que
preservamos la rapidez en la convergencia con un control continuo acotado y positivo. También
preservamos la estabilidad asintótica global mediante la invariancia de la superficie de cambio
y la estabilidad del modo deslizante correspondiente. Como ilustración presentamos un par
de simulaciones de la estabilización con control continuo; primero un ejemplo numérico del
problema de mezcla en dos tanques, posteriormente la estabilización de la insulina en un modelo
de metabolismo de glucosa.
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1. INTRODUCCIÓN

Estudiamos la estabilización una familia de sistemas lin-
eales positivos, de manera que en el marco de la teoŕıa
de control de estructura variable presentamos una fa-
milia de controles continuos con el objetivo de eliminar
el efecto chattering (una inestabilidad que consiste en
una oscilación de alta frecuencia de la variable de salida),
para mejorar la estabilización de una familia de sistemas
positivos. Es conocido que la discontinuidad del control
en la superficie de cambio causa el chattering, ver Utkin
(1992). Para eliminar esta inestabilidad, definimos un con-
trol continuo en una vecindad de la superficie de cambio; y
al mismo tiempo lograr mantener caracteŕısticas deseables
como la rapidez de estabilización, control acotado y pos-
itivo, preservación de la invariancia de la superficie de
cambio y el modo deslizante correspondiente.
En la sección 2, mencionamos definiciones y resultados de
sistemas positivos, aśı como los antecedentes de modos
deslizantes que corresponden a la estabilización con con-
trol discontiunuo en Leyva et al. (2016). En la sección 3,
mostramos que los sistemas lineales positivos descritos en
Leyva et al. (2016) satisfacen las condiciones de desliza-
miento descritas de manera que es viable buscar la con-
tinuidad de un control deslizante. Finalmente, en la sección
4 se muestran estos resultados en un par de ejemplos de
sistemas positivos. Cabe mencionar que en la literatura
no hay diseños de controles estabilizantes positivos para
sistemas positivos.

2. ANTECEDENTES DE DESLIZAMIENTO DE
SISTEMAS POSITIVOS LINEALES

En esta propuesta, la existencia de la dinámica de desliza-
miento del sistema de control positivo surge de algunas
propiedades interesantes del sistema lineal homogéneo:

ẋ = Ax. (1)

Definición 1. El sistema (1) se dice que es positivo si
x(t, x0) ≥ 0 para todo t ≥ 0 y x0 ≥ 0. En otras palabras, si
Rn

+ es un conjunto invariante para el sistema (5), entonces
el sistema es positivo.

Definición 2. Una matriz A = [aij ] ∈ Rn×n es llamada
matriz Metzler, si aij ≥ 0 para i 6= j.

Teorema 3. El sistema (1) es positivo si y sólo si A is
Metzler.

Observación 4. Un sistema de control lineal dado por la
ecuación (2) es positivo si y sólo si la matriz A es matriz
Metzler, con B, C, y D matrices no negativas.

Definición 5. Una matriz A = [aij ] ∈ Rn×n es llamada
matriz Hurwitz, si sus valores propios tienen parte real
negativa.

Teorema 6. Frobenius–Perron para matrices Met-
zler
Sea A matriz Metzler. Entonces, existe un número real µ0

y un vector ω0 ≥ 0 tal que,

(i) Aω0 = µ0ω0.
(ii) If µ 6= µ0 es un valor propio de A, entonces Re(µ) <

µ0.
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Teorema 7. Sea A ∈ Rn×n una matriz Metzler. Existe una
matriz positiva −A−1 si y sólo si A es matriz Hurwitz,
donde A−1 es la matriz inversa de A.

En esta propuesta, la existencia de la dinámica de desliza-
miento de un sistema de control positivo surge de algunas
propiedades del sistema lineal homogéneo ẋ = Ax. Prin-
cipalmente, la definición de la matriz A como una matriz
Metzler y Hurwitz y que se encuentran resumidas en el
trabajo Leyva et al. (2016). En general, el sistema lineal
en tiempo continuio:

ẋ = Ax+Bu
y = Cx+Du,

(2)

es considerado como un sistema lineal positivo si para cada
estado inicial no negativo y para cada entrada no negativa,
el estado del sistema y la salida siguen siendo no negativo
Farina and Rinaldi (2000), Kaczorek (2002).

Consideremos ahora el sistema lineal con entrada escalar

ẋ = Ax+ bu, (3)

donde x ∈ Rn, el control u ∈ U := [r1, r2] ⊂ R. Suponemos
que existe un hiperplano dado por el conjunto S =
{x ∈ Rn| Lx− k = 0} es una superficie de codimensión 1
en el espacio de estado, la cual es llamada superficie de
cambio.

u =

{
r1 si Lx− k ≥ 0,
r2 si Lx− k < 0.

(4)

La superficie S es atractora bajo el sistema (3)-(4) si
suponemos la condición de encuentro expresada en el par
de desigualdades:

lim
Lx→k+

(LAx+ r1Lb) < 0

y lim
Lx→k−

(LAx+ r2Lb) > 0
(5)

donde L es el vector que define el hiperplano S y LAx
es el producto escalar entre los vectores L y Ax. En el
espacio de estados, el chattering consiste en una oscilación
de las trayectorias x(t) sobre la superficie de cambio Lx−
k = 0. Una alternativa equivalente a las desigualdades (5)
propuesta en Leyva et al. (2013), consiste en considerar la
función V = 1

2 (Lx− k)2 y definir el control discontinuo ω
tal que

min
u∈U

dV

dt
= (Lx− k)L (Ax+ bω) < 0 para Lx− k 6= 0.

Las desigualdades (5) implican que las trayectorias alcan-
zan a la superficie de cambio con rapidez no nula. En
este trabajo consideramos el sistema (3)-(4) y la condición
(5) en un conjunto abierto Ω de el espacio de estado, de
manera que en el subconjunto Ω ∩ S estableceremos el
modo deslizante.

Las condiciones (5) implican la invariancia de la superficie

de cambio S; de forma que la ecuación
d

dt
(Lx(t)− k) = 0

implica la existencia de un control equivalente definido por

ueq = −LAx
Lb

(6)

de manera que la dinámica (3)-(6) representa el llamado
modo deslizante ideal.

Para tener (6), debemos suponer la condición de transver-
salidad: Lb 6= 0 para x ∈ S. Sin perder generalidad,
podemos suponer que Lb > 0. Esta hipótesis nos permite
sustituir el control (4) por el siguiente control discontinuo:

u =

{
r1 si Lx− k > 0
ueq si Lx− k = 0
r2 si Lx− k < 0

(7)

La principal propiedad del sistema realimentado (3)-(7)
es el alcance en tiempo finito y la robustez. Es decir,
una solución que inicia en x0 /∈ S alcanza a S en
tiempo finito, alĺı se mantiene a pesar de la influencia
de perturbaciones pequeñas en el lado derecho de (3)-(7).
Una hipótesis esencial de la teoŕıa de control de estructura
variable, presente en el sistema (3)-(7), consiste en que el
control puede cambiar de un valor a otro infinitamente
rápido, cruzando la superficie de cambio. De acuerdo a
esta caracteŕıstica, un buen control para el sistema (3) es
uno que ayude a eliminar el efecto chattering y a la vez
mantenga la convergencia en tiempo finito. Además de ser
acotado, el control debe preservar la dinámica deslizante
sobre S, aśı como la persistencia de ésta dinámica en
presencia de perturbaciones. El control (7) origina una
dinámica discontinua representada por el sistema lineal
por partes

ẋ =

{
Ax+ br1 si L (x− x̄) > 0
Aeqx si L (x− x̄) = 0

Ax+ br2 si L (x− x̄) < 0
, (8)

donde Aeq es matriz Metzler y detAeq = 0.

El sistema lineal ẋ = Aeqx representa el deslizamiento
sobre el hiperplano L (x− x̄) = 0. En muchas aplicaciones,
la discontinuidad de la parte derecha de un sistema no
es conveniente, de manera que nos planteamos diseñar
una función continua uc (x) de forma que la dinámica
de retroalimentación resulte una aproximación continua
al sistema lineal por partes representado por (8).

3. CONTROL CONTINUO DE INTERPOLACIÓN.

Una opción aceptada para anular el efecto chattering y
sostener la invariancia tanto de S como de la dinámica
sobre S, consiste en considerar una vecindad Oε =
{x ∈ Rn/ |s (x)| < ε} de la superficie de cambio S, ver
Slotine and Sastry (1983). En esta vecindad es posible
reemplazar el control discontinuo (7) por uno continuo,
o de clase C1, sin destruir la invariancia de S y de la
dinámica deslizante sobre S. Bajo la consideración de la
vecindad Oε de S, proponemos el siguiente control con-
tinuo:

uc(x) =


r1 si Lx− k ≥ ε

ueq +

∣∣∣Lx− k

ε

∣∣∣p (r1 − ueq) si 0 ≤ Lx− k ≤ ε

ueq +

∣∣∣Lx− k

ε

∣∣∣p (r2 − ueq) si −ε ≤ Lx− k ≤ 0

r2 si Lx− k ≤ −ε

(9)

o bien

uc(x) =


ueq +

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣p (r − ueq) si

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣ < 1

r si

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣ ≥ 1
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donde r es un parámetro positivo dado por

r =

{
r1 si Lx− k ≥ 0

r2 si Lx− k < 0.

En (5), para p ≥ 1, es posible probar que la función uc(x)
es C1–suave. Para el caso 0 < p < 1, puede probarse que
las soluciones x(t) de (3)-(7) alcanzan a S en tiempo finito,
la prueba es directa a partir de los resultados de Haimo
(1986).

De acuerdo con (9), el control de valores extremos ur (x) =
r actúa fuera de la vecindad Oε, mientras que en el interior
funciona una interpolación continua entre ueq y los valores
extremos r1 y r2. El control (9) es continuo y acotado; tal
que para tener deslizamiento es necesario y suficiente que
r1 ≤ ueq ≤ r2. Además es posible probar el siguiente lema.

Lema 8. Dados los elementos anteriores, se satisface lo
siguiente:

ueq ≤ uc(x) ≤ r2 para Lx− k ≤ 0

r1 ≤ uc(x) ≤ ueq para Lx− k ≥ 0

Demostración. Se prueba la segunda desigualdad, que
corresponde al caso 0 ≤ Lx − k ≤ ε. La prueba para la
primera desigualdad es similar.

Ya que r1 ≤ ueq, consideramos la suma convexa λr1 +

(1− λ)ueq con 0 ≤ λ :=

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣p ≤ 1. De forma que

r1 ≤ λr1 + (1− λ)ueq ≤ ueq. Con lo que hemos probado
que r1 ≤ uc(x) ≤ ueq. 2

Proposición 9. La superficie S es atractora e invariante
bajo el sistema (3)-(9).

Demostración. Para el caso 0 < |Lx− k| < ε. Tenemos
que

d

dt

[
1

2
(Lx− k)2

]
= (Lx− k)

d

dt
(Lx− k) = (Lx− k)Lẋ

= (Lx− k)L (Ax+ bu (Lx− k))

= (Lx− k)L

(
Ax+ b

(
ueq +

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣p ·
(r − ueq)))

tal que

(Lx− k)
d

dt
(Lx− k) = (Lx− k)Lb(

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣p (r − ueq))

para el caso 0 < Lx− k < ε, tenemos que

(Lx−k)
d

dt
(Lx−k) = (Lx−k)Lb(

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣p (r1−ueq)) < 0

ya que r1 < ueq. Similarmente, para el caso −ε < Lx −
k < 0, tenemos que

(Lx−k)
d

dt
(Lx−k) = (Lx−k)L(

∣∣∣∣Lx− kε

∣∣∣∣p (r2−ueq)) < 0

ya que r1 ≤ ueq ≤ r2.

Resumimos los dos casos anteriores en la desigualdad

(Lx− k)
d

dt
(Lx− k) < 0 para 0 < |Lx− k| < ε,

tal que se preserva la invariancia de S, y el modo
deslizante, bajo el sistema (3)-(9). 2

Para los sistemas positivos descritos en Leyva et al. (2016),
tenemos que la superficie de cambio es definida por Lx−
k = L(x− x̄), y el control equivalente es ueq(x) = −LAx

Lb
.

De forma que la desigualdad (Lx−k d
dt

(Lx−k) < 0 implica

que el hiperplano es atractor e invariante bajo el sistema
retroalimentado, y sobre él las soluciones convergen al
punto de equilibrio x̄. Es decir, toda solución x (t, x0) de
(3)-(7), con condición inicial x0 ∈ Rn

+, converge al punto
de equilibrio positivo x̄ = −A−1bū.

4. EJEMPLOS DE APLICACIÓN

4.1 Un sistema en el plano

Se considera el caso de un sistema de dimensión 2 previ-
amente descrito en en Leyva et al. (2016). El sistema es
corresponde a un par de tanques de nivel interconectados,
el tanque 1 contiene una cantidad de un primer soluto
llamado x1 y el tanque 2 contiene una cantidad de un
segundo soluto x2, los cuales definen el estado del sistema
definido por el siguiente modelo matemático presentado en
forma matricial:(

ẋ1
ẋ2

)
=

− f2V1 f3
V2

f2
V1
− f2
V2

( x1x2
)

+

(
f1
0

)
u (10)

con condiciones inciales x1(0) = a y x2(0) = b, de manera
que el objetivo es estabilizar rápidamente las concentra-
ciones xi

Vi
de cada uno de los tanques. Si queremos que Vi

sea constante para i = 1, 2, entonces

f2 = f3 + f4 y f1 = f4. (11)

donde la matriz de coeficientes A es Metzler. Asignando al
sistema (10) los valores V1 = V2 = 10, f1 = f4 = 1, f2 = 3,
f3 = 2 y u ∈ [0, 4], tenemos que(

ẋ1
ẋ2

)
=

(
−0.3 0.2

0.3 −0.3

)(
x1
x2

)
+

(
u
0

)
. (12)

De manera que

x1 =

(
0
0

)
y x2 =

(
40
40

)
.

Como u = 2, se tiene que x = (20, 20)T , con l1 = l2 = 1 y
k = V1l1(r1 +r2) = 40, la recta de cambio es x1 +x2 = 40.

Ya que ueq = r2 −
x1
V1

= 4− 0.1x1, tenemos que

Aeq =

− f2l2V1l1

f2l2
V2l1

f2
V1

− f2
V2

 =

(
−0.3 0.3

0.3 −0.3

)
.

donde el control discontinuo nos queda

ud(x) =

{
0 si x1 + x2 > 40
4− 0.1x1 si x1 + x2 = 40
4 si x1 + x2 < 40.

(13)

tal que 0 < 4− 0.1x1 < 4, equivalentemente 0 < x1 < 40,
que representa el intervalo de dominio del deslizamiento.
El control continuo nos queda
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uc(x) =



0 si x1 + x2 − 40 ≥ ε

ueq −
∣∣∣∣x1 + x2 − 40

ε

∣∣∣∣p ueq
si 0 ≤ x1 + x2 − 40 ≤ ε

ueq +

∣∣∣∣x1 + x2 − 40

ε

∣∣∣∣p (4− ueq)

si − ε ≤ x1 + x2 − 40 ≤ 0

4 si x1 + x2 − 40 ≤ −ε.

La gráfica de figura 1 fue elaborada con Simnon 3.0 y
valores ε = 0.2 y p = 2.

Considerando el sistema (12) con u = u = 2, el com-
portamiento de los controles en este ejemplo numérico se
pueden ver en la siguiente figura elaborada con Simnon 3.0
y valores ε = 0.2 y p = 2:

4.2 Dinámica de la insulina

De la dinámica de la insulina descrita en la sección 4.2 de
la referencia Leyva et al. (2016), consideramos el sistema
lineal positivo (1), con u ∈ [r1, r2] y matrices

A =



−
173

100

173

100
0 0 0 0 0

227

500
−
3151

1000
0

909

1000

727

1000

53

50
0

0
153

200
−
153

200
0 0 0 0

0
47

500

189

500
−

789

1000
0 0 0

0
1411

1000
0 0 −

367

200
0 0

0
709

500
0 0 0 −

937

500

91

200

0 0 0 0 0
1

20
−

111

1000


b = (0, 0, 0, 0, 0, b6, 0)T ,

(14)

donde b6 > 0 y A es Matriz Metzler y Hurwitz. De
acuerdo a la proposición 1 de Leyva et al. (2016), existe
un deslizamiento sobre el hiperplano S = {x ∈ Rn :
L (x− x̄) = 0} mediante un control de la forma

0 ≤ ueq(x) = −LAx
Lb

.

Para determinar el vector L ∈ Rn
+ debemos resolver el

sistema de desigualdades

LAx ≤ 0.

De acuerdo a la Proposición 1 de Leyva et al. (2016), en
un conjunto de soluciones dada por

L= ( l1 l2 bl4 l4 l5 l6 cl6 )

= l2

(
1

3
1

6

5
b

6

5

2

5

7

10

7

10
c

)
(15)

se tiene deslizamiento, donde l2 > 0 y los párametros b y
c deben satisfacer las desigualdades

42

85
< b <

6784

6885
y

455

111
< c <

1259

175
.

Considerando las restricciones anteriores, calculamos el
control equivalente ueq correspondiente al hiperplano
L (x− x̄) = 0, donde tomamos el punto de equilibrio
x̄ = −A−1bū:

x =
1

15504307351274



444471314408250
444471314408250
444471314408250
265894119646000
341770585629450
668466192875685
301110897691750

 ,

con

ū b6 =
3131

100
⇒ ū =

3131

100 b6
y parámetro k > 0. Con L dado por (15), calculamos el

parámetro k = Lū y la función ueq = −LAx
Lb

de manera
que

k = Lx̄=
3032671864 101919

31008614702548
l2 +

266682788644950

7752153675637
bl2

+
30111089769175

2214901050182
cl2.

Calculando ueq

ueq (x) = −LAx
Lb

tal que

ueq (x) =
10

7b6

(
46

375
x1 +

(
1696

1875
− 459

500
b

)
x2

+

(
459

500
b− 567

1250

)
x3 +

189

5000
x4 +

7

1000
x5

)
+

10

7b6

((
1259

5000
− 7

200
c

)
x6

+

(
777

10 000
c− 637

2000

)
x7

)
de forma que satisface la relación ueq (x̄) = ū:

ueq (x̄) = −LaAx̄

Lab
= −

(
− 21 917

1000 l2
)

7
10b6l2

=
3131

100b6
= ū.

El modo deslizante es representado por el sistema lineal
ẋ = Aeqx, donde la matriz Aeq = Aeq (b, c) tiene rango
6; es decir el valor propio λ = 0 tiene multiplicidad 1.
Tomando en cuenta éstas caracteŕısticas de Aeq, buscamos
asignar valores admisibles para los parámetros b y c de
manera que la matriz Aeq tenga el valor propio dominante
(real y diferente de cero) los más a la izquierda posible
en el plano complejo. En el entendido que, al fijar valores
para los parámetros b y c, también estamos eligiendo el
plano deslizante que origina a la matriz Aeq.

Tenemos que

Aeq = A− bLA

Lb
=
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

−
173

100

173

100
0 0 0 0 0

227

500
−

3151

1000
0

909

1000

727

1000

53

50
0

0
153

200
−

153

200
0 0 0 0

0
47

500

189

500
−

789

1000
0 0 0

0
1411

1000
0 0 −

367

200
0 0

92

525

28 457

10 500
−

459

350
b

459

350
b −

81

125

27

500

1

100
−

1

20
c −

53

35

111

1000
c

0 0 0 0 0
1

20
−

111

1000


para

42

85
< b <

6784

6885
y

455

111
< c <

1259

175
(16)

Con el objetivo de elegir un plano deslizante para mejorar
la rapidez de estabilización del sistema ẋ = Aeqx, bus-
camos valores admisibles de b y c, tal que la matriz Aeq

correspondiente tenga el valor propio dominante (diferente
de cero) más a la izquierda posible. Con el objetivo de
comparar, tomamos en cuenta que la matriz A tiene valor
propio dominante λD = − 15 581

200 000 = −0.077905.

Denotando λD (b, c) el valor propio dominante (excepto el
cero) de Aeq en función de (b, c), para valores admisibles
de b y c representados por la desigualdades (16), tenemos
que para b = 9

10 y c = 7, le corresponde el valor propio
(diferente de cero) λD dominante de Aeq:

λD

(
9

10
, 7

)
= − 8043

50 000
= −0.160 86

que podemos comparar con

λD

(
1

2
,

9

2

)
= −0.14948,

λD

(
2

3
, 5

)
= −0.15111,

λD

(
4

5
, 6

)
= −0.15608.

De acuerdo a los cálculos anteriores y con el criterio de
valor propio dominante de una matriz Metzler, concluimos
que la matriz Aeq tiene convergencia más rapida al punto
de equilibrio x̄ que la dada por la matriz A. Además, entre
los cuatro valores diferentes de b y c, el deslizamiento más
rápido se logra con los valores b = 9

10 y c = 7, ver figura 3.

Al sustituir las funciones y parámetros anteriores en la
fórmula (9), obtenemos el estabilizador global positivo y
continuo uc(x), tal que r1 ≤ uc(x) ≤ r2.

5. CONCLUSIONES

Bajo las hipótesis clásicas de la teoŕıa de control de estruc-
tura variable, hemos propuesto una familia de controles
continuos (9) para una clase de sistemas lineales positivos,
con el objetivo de anular el efecto chattering, preservar
la invariancia de la superficie de cambio y la dinámica
deslizante.

Una caracteŕıstica de ésta técnica es ganar la suavidad del
lado derecho del sistema retroalimentado con (9), a costa
de perder la robustez de un sistema discontinuo obtenido
al aplicar el control (7).

Fig. 1. Respuesta en el tiempo de las diferentes señales de
control.

Fig. 2. Respuesta en el tiempo de las señales de control
con y sin chattering.
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