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Abstract:
En esta contribución se presenta la generación de una trayectoria con forma de arco de
circunferencia para un robot b́ıpedo de 12 gdl internos. Para la planeación se utilizó un método
que en la literatura sólo se ha utilizado para trayectorias rectas, el cual se basa en el criterio de
estabilidad ZMP y simplifica la dinámica del robot al modelo parametrizado carro-mesa.
Esta trayectoria se puso a prueba por medio de simulaciones con la cinemática completa de un
robot de 12 gdl y finalmente fue implementada en el robot b́ıpedo Scout.
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1. INTRODUCCIÓN

En los últimos años, la investigación en el campo de la
robótica ha mostrado un especial interés hacia los robots
b́ıpedos debido a los desaf́ıos que estos implican y que,
dada su morfoloǵıa, son particularmente adecuados para
desarrollar tareas en ambientes diseñados por y para
humanos.

Entre los desaf́ıos que la robótica b́ıpeda presenta se en-
cuentra la generación de ciclos de marcha dinámicamente
estables. Algunas investigaciones se han enfocado en mar-
cha en ĺınea recta, S. Kajita (2003); M. Williams (2013);
I. W. Park (2010); M. Morisawa (2005), y aunque éstas
son aportaciones relevantes, el generar sólo ese tipo de
caminatas no es suficiente para que un robot humanoide
se adapte a ambientes de “la vida cotidiana”; por ejemplo,
las capacidades de cambiar de dirección y evadir obstáculos
son deseables en este tipo de robots.

Actualmente hay diversas contribuciones en la literatura
acerca de la generación de trayectorias de referencia para
realizar un giro y cambiar de dirección, aśı como para
realizar una marcha a lo largo de una curva. Por ejemplo,
en M. Yilmaz (2012) se propone un método en el cual
se genera una trayectoria recta basada en el criterio de
estabilidad “Zero Moment Point” (ZMP) y el cálculo del
centro de masa (CoM, por sus siglas en inglés) se lleva a
cabo por medio de aproximación por series de Fourier; ha-
biendo obtenido el movimiento del CoM, esta trayectoria
se proyecta por medio de matrices de rotación en un arco
de circunferencia. En S. Kajita (2001), se propone un
modelo de péndulo invertido (Linear Inverted Pendulum
Model, LIPM) y la generación de una marcha a lo largo
de un ćırculo, sin embargo, no muestra resultados de
validación experimental. Por otra parte, en Jau-Ching Lu

(2013), se estudia el giro de un robot b́ıpedo con dos
posibilidades, el giro en un solo lugar o girar mientras
avanza. Este estudio se basa en el criterio de ZMP y utiliza
el modelo LIPM.

En M. Morisawa (2005), se generan trayectorias rectas
con base en el criterio de estabilidad ZMP utilizando el
modelo parametrizado carro-mesa, en el que a diferencia
del modelo LIMP, la altura del CoM no es constante. Estas
trayectorias se verifican con los resultados de un modelo
cinemático del robot HRP-2.

En la presente contribución se toma como base esta última
referencia, pero para generar una trayectoria diferente,
un arco de circunferencia. Además de ponerse a prueba
con el modelo cinemático multicuerpo de un robot b́ıpedo
de 12 grados de libertad (gdl), esta planeación se valida
experimentalmente en el robot b́ıpedo ScoutTM.

En la sección 2 la arquitectura del Robot ScoutTMes pre-
sentada. En la sección 3 es presentado el planteamiento de
la generación de trayectorias por el modelo parametrizado
carro-mesa. La sección 4 la metodoloǵıa para la imple-
mentación es presentada. Los resultados de la planeación
de una trayectoria circular son presentados en la sección
5. Finalmente en la sección 6 se presentan las conclusiones
y trabajo a futuro.

2. ARQUITECTURA DEL ROBOT BÍPEDO SCOUT

Scout es un robot b́ıpedo de 12 gdl internos desarrollado
por LynxmotionTM; su altura es de 23[cm] y su peso, de
0.9[kg]. Su arquitectura le permite caminar con patrones
de marcha similares a los de la locomoción humana. Está
constituido por dos cadenas de seis eslabones unidas entre
śı mediante un eslabón central al que, equiparando la
arquitectura del robot con la anatomı́a del ser humano,
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se le denomina cadera. Sus trece eslabones se conectan
en serie a través de juntas rotacionales actuadas por
servomotores.

Para identificar a cada eslabón de manera ineqúıvoca se
establece la siguiente nomenclatura: La cadera se identifica
con la letra B y los eslabones de las piernas con las etique-
tas Lni; donde 1 ≤ n ≤ 6 se encuentra determinada por su
distribución en relación a la cadera, correspondiendo n = 1
a los eslabones unidos a ésta y n = 6 a los que cumplen el
papel de pies. Se asigna i = 1 a los eslabones de la pierna
izquierda e i = 2 a los eslabones de la pierna derecha.
La rotación de los ejes de los servomotores se describe
por medio de los ángulos θni, siendo ni el sub́ındice del
eslabón sujeto a su eje y la de su barra correspondiente en
el modelo simplificado que se muestra en la Figura 1.

Fig. 1. Modelo simplificado del robot b́ıpedo Scout.

De este robot se han desarrollado ya los modelos de la
cinemática O. Narváez-Aroche (2010) y dinámica espacial
O. Narváez-Aroche (2011b).

3. ANTECEDENTES

La generación de trayectorias de marcha para un robot
b́ıpedo requiere que algunas condiciones cinemáticas sean
cumplidas para asegurar que ésta sea estable. Uno de los
criterios más utilizados para lograr este objetivo es el ZMP
que es el punto sobre la superficie de desplazamiento del
b́ıpedo donde la suma de todos los momentos ocasionados
por la gravedad y las fuerzas inerciales, es igual a cero,
M. Vukobratovic (2004).

Para simplificar la dinámica de un robot b́ıpedo, S. Kajita
(2003) ha propuesto el modelo carro-mesa el cual repre-
senta al b́ıpedo por medio de un carro o esfera que se
desplaza sobre la superficie horizontal de una mesa, véase
la Figura 2. La masa del carro y su posición representan
la masa y posición del CoM (considerado en la cadera del
robot), respectivamente, del robot. La altura del CoM del
robot permanece constante en este modelo, sin embargo,
si la cadera pudiera moverse hacia arriba y hacia abajo,
produciŕıa un movimiento de caminata más natural, por lo
que M. Morisawa (2005) propone el modelo parametrizado

Fig. 2. Modelo carro-mesa B. Siciliano (2008)

Fig. 3. Modelo carro-mesa parametrizado M. Morisawa
(2005)

carro-mesa en el cual el carro se desplaza sobre una mesa
con una superficie paramétrica como la que se muestra en
la Figura 3.

Las ecuaciones para el ZMP en los ejes coordenados X
y Y (px y py) obtenidas por medio de este modelo son,
M. Morisawa (2005):

px = xG −
zGẍG
z̈G + g

py = yG −
zGÿG
z̈G + g

(1)

3.1 Planteamiento de la generación de trayectorias

Esta sección está tomada del desarrollo llevado a cabo en
M. Morisawa (2005) para la generación de trayectorias.

Del sistema de ecuaciones (1) se observa que se tienen tres
variables traslacionales. Ya que el movimiento del CoM no
puede ser especificado arbitrariamente, se expresará este
movimiento como la superficie paramétrica:

xG = fx(u(t), v(t))
yG = fy(u(t), v(t))
zG = fz(u(t), v(t))

(2)

donde fx,fy y fz son funciones que caracterizan la forma
de la superficie. u(t) y v(t) son parámetros que dependen
del tiempo. Si se sustituye xG y yG de la ecuación (2) en
el sistema de ecuaciones (1), se tiene que:

px = fx −
fz(fxuü+ fxv v̈ + fxuuu̇

2 + 2fxuvu̇v̇ + fxvv v̇
2)

fzuü+ fzv v̈ + fzuuu̇2 + 2fzuvu̇v̇ + fzvv v̇2 + g

py = fy −
fz(fyuü+ fyv v̈ + fyuuu̇

2 + 2fyuvu̇v̇ + fyvv v̇
2)

fzuü+ fzv v̈ + fzuuu̇2 + 2fzuvu̇v̇ + fzvv v̇2 + g
(3)
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donde
(.)u = ∂(.)

∂u , (.)v = ∂(.)
∂v , (.)uu = ∂(.)2

∂2u , (.)vv = ∂(.)2

∂2v ,

(.)uv = ∂(.)2

∂u∂v

De esta forma, se tienen las dos ecuaciones para calcu-
lar el ZMP representadas en términos de dos variables
paramétricas. Aún queda el problema de cómo calcular la
trayectoria que sigue el CoM, a continuación, se presenta
el planteamiento del cálculo del movimiento del mismo.
Discretizando u(t) y v(t) con un tiempo de muestreo ∆t
y definiendo que el error del ZMP k-ésimo con respecto a
un ZMP de referencia está dado por:

ex(k) = prefx (k)− px(k)
ey(k) = prefy (k)− py(k)

(4)

donde k = 1 . . . N .

Para generar un movimiento del CoM que satisfaga el ZMP
de referencia, el error debe ser cero, por lo que:

ex(k) = fx(u(k + 1), u(k), u(k − 1), v(k + 1), v(k), v(k − 1))
ey(k) = fx(u(k + 1), u(k), u(k − 1), v(k + 1), v(k), v(k − 1))

(5)

fx(u(k + 1), u(k), u(k − 1), v(k + 1), v(k), v(k − 1)) = 0
fx(u(k + 1), u(k), u(k − 1), v(k + 1), v(k), v(k − 1)) = 0

(6)

El vector de error es definido como:

F = [fTx , f
T
y ] ∈ R2N

El problema de la generación del movimiento del CoM
puede ser formulado como:

F (λ) = 0 (7)

donde λ = [uT , vT ] ∈ R2N .

La función objetivo para cumplir (7) contiene términos no
lineales que no pueden resolverse anaĺıticamente, por lo
que se la solución numérica de λ por medio del método
de Newton el cual puede ser descrito con el siguiente
algoritmo:

Inicio
i = 1; λ0 = [prefx , prefy ]T ; ε = 0.001
Mientras ||λi − λi−1|| ≥ ε hacer

Calcular ∂F (λi)
∂λi

y evaluarlo en λi−1

Evaluar F (λ) en λi−1

Calcular:

λi = λi−1 −
(
∂F (λi−1)

∂λi−1

)−1

F (λi−1) (8)

i = i+ 1
Fin
Si ||λi − λi−1|| ≤ ε, λ = λi

Fin

donde:

∂F (λi)
∂λi

=


∂Fx
∂u

∂Fx
∂v

∂Fy
∂u

∂Fy
∂v



Fig. 4. Posición deseada de los pies y del ZMP de referencia
durante la marcha

4. DESARROLLO

La trayectoria que se propone para que el robot b́ıpedo
desempeñe es un arco de circunferencia y por medio de
la posición que deben tener los pies en cada instante de
tiempo para lograr que el robot la siga, se determinó
la posición del ZMP objetivo o de referencia que se
observa en la figura 4. Con base en el modelo de la
dinámica simplificada del robot (en este caso, el modelo
parametrizado carro-mesa) y en la posición del ZMP, se
determina la trayectoria del centro de masa del robot.

La evolución en la posición de los pies se propuso tomando
como base M. Yilmaz (2012), donde la trayectoria que
se desea seguir está dada por un arco de circunferencia
principal de radio rc con un ángulo central φ y los pies
siguen arcos de circunferencia concéntricos a la trayectoria
principal pero de radios rc+σ para el pie izquierdo y rc−σ
para el pie derecho.

Para la generación de la trayectoria del CoM se propone
la siguiente superficie paramétrica, M. Morisawa (2005):

fx(u(t), v(t)) = u(t)
fy(u(t), v(t)) = v(t)

fz(u(t), v(t)) = a cos(
2πv(t)

dy
) + b sin(

2πv(t)

dx
)

(9)

donde a=0.006, b=0.0006, dy = 0.09 y dx = 0.055 que son
dados de acuerdo a la longitud (la mayor distancia recor-
rida por el pie en Y) y ancho del paso respectivamente. El
periodo de soporte doble elegido es del 12.5% del periodo
total de un solo pie (periodo de soporte doble + periodo
de soporte simple).
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Fig. 5. Movimiento del centro de masa obtenido a partir
del ZMP de referencia

Fig. 6. ZMP en el eje X

La discretización de u(t) y v(t) se llevó a cabo con un
tiempo de muestreo de 5 ms, N=1080, g=9.8

[
m
s2

]
. El radio

de la circunferencia a seguir es de rc = 0.30[m], σ = 0.055
y el ángulo central φ = 30◦.

Definidas las trayectorias del centro de masa y de los pies,
que son los efectores finales, se calculan por medio de
la cinemática inversa, Narváez-Aroche (2010), los ángulos
que deben adoptar las articulaciones del robot para que
los efectores finales sigan las trayectorias deseadas.

5. RESULTADOS

La trayectoria del CoM generada se muestra en la Figura
5. El ZMP obtenido bajo el modelo simplificado, siguiendo
la trayectoria de la Figura 5, se observa en las Figuras 6 y
7 después de dos iteraciones del método de Newton (en i).
En ambos casos, la linea magenta punteada es el resultado
del ZMP con el modelo simplificado, el cual muestra un
buen seguimiento del ZMP de referencia (linea azul).

En cuanto a las trayectorias del avance de cada pie se
puede observar en la Figura 9 la posición de estos en
cada instante de tiempo en X (a), Y (b), Z (c), que son
generadas mediante interpolación segmentaria cuadrática.
Y en la figura (d) se muestra la composición de las
trayectorias en las tres dimensiones. De la Figura 9 (c)
se nota que la altura de cada paso es de 5 [cm].

Fig. 7. ZMP en el eje Y

Fig. 8. Proyección del movimiento del centro de masa
obtenido a partir del ZMP de referencia en el plano

Fig. 9. Trayectorias del avance de cada pie en el eje X
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Fig. 10. ZMP y vs x obtenido con la simulación del modelo
multicuerpo

Fig. 11. ZMP y vs x obtenido con la simulación del modelo
multicuerpo con la compensación del error

5.1 Simulaciones con el Modelo Multicuerpo

Los parámetros considerados para el modelo multicuerpo
del robot b́ıpedo Scout pueden verse con más detalle en
O. Narváez-Aroche (2011a).

El propósito de esta simulación es verificar la posición que
seguiŕıa el ZMP considerando un modelo más completo
del robot. El resultado de esta simulación se presenta en
la Figura 10, el la que se aprecia el ZMP de referencia
en azul y el ZMP obtenido en magenta. Sin embargo, la
amplitud del ZMP obtenido no es la deseada y sufre un
atraso.

Una estrategia para reducir el error entre el ZMP calculado
a partir del modelo completo del robot y el ZMP corres-
pondiente al modelo parametrizado carro-mesa, como
es mencionado en E. Rocha-Cózatl (2015) es, hacer la
retroalimentación de este error sumándolo al ZMP de
referencia y este nuevo ZMP compensado, será utilizado
para generar la trayectoria del CoM con el método antes
descrito.

El resultado del ZMP con el modelo multicuerpo aplicándole
la compensación del error, reflejado en la Figura 11, mues-
tra que el seguimiento del ZMP mejora.

Se realizó el promedio del porcentaje de error relativo
con el fin de cuantificar la mejora. Sin compensación, el
porcentaje de error en el eje X fue de 50.97 % y en el eje Y
del 14.44%; mientras que con la compensación del error se
tiene que el error en los ejes X y Y es de 30.84% y 6.25%,
respectivamente.

Con el fin de apreciar mejor los resultados, se presenta una
secuencia de fotogramas de la simulación de la caminata
del robot en las Figuras 12 y 13.

5.2 Prueba con el Prototipo F́ısico

Para la implementación del patrón de marcha pro-
puesto, como se mencionó anteriormente, se solucionó
la cinemática inversa para la obtención de los ángulos
que deben adoptar las articulaciones del robot para que
éste siga la trayectoria deseada. Una vez obtenidas las
secuencias de ángulos a realizar, éstas son enviadas a los
servomotores correspondientes.

La implementación fue exitosa en el robot b́ıpedo Scout.
Sin embargo existen algunos problemas de vibraciones
en la operación de los servomotores. En la Figura 14
se muestra una secuencia de imágenes de esta prueba,
pero, para más detalle de la misma se puede consultar
en http://youtu.be/Uy3giYmxB2w .

6. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

En la presente contribución se comprobó que el algoritmo
propuesto en M. Morisawa (2005) también es válido para
generar marchas dinámicamente estables a lo largo de una
trayectoria curva. La trayectoria obtenida se puso a prueba
en simulaciones con la dinámica multicuerpo de un robot
de 12 gdl y, finalmente, se implementó en el robot b́ıpedo
ScoutTMcon resultados exitosos. Sin embargo, como se
mencionó, existe el problema de vibraciones en los actua-
dores durante la marcha. Al ser sólo un patrón de marcha
sin control retroalimentado el b́ıpedo es muy sensible
a perturbaciones, aśı que queda abierto el diseño de
controladores para mejorar este desempeño, como trabajo
a futuro.

La retroalimentación del error es una estrategia con la
cual se mejora el seguimiento del ZMP de referencia,
sin embargo, el cálculo de la dinámica multicuerpo del
robot para determinar la compensación del error, consume
demasiados recursos computacionales.

Visualmente, con las gráficas, se aprecia una mayor aproxi-
mación en el seguimiento del ZMP con la compensación
del error, lo cual se confirma al verificar que el promedio
del % del error relativo con ésta técnica es menor que sin
realizarla. A pesar de ello, se está trabajando en mejorar
este seguimiento, ya que se aprecia de todas formas un
defasamiento, que no se presenta en las caminatas rectas
y que, además, hace necesaria una métrica para evaluarlo.
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Fig. 12. Animación del funcionamiento del robot

Fig. 13. Animación del funcionamiento del robot, vista superior

Fig. 14. Funcionamiento del Prototipo F́ısico
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