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Resumen: En el control por modos deslizantes las oscilaciones de alta frecuencia resultan ser
vibraciones no deseadas conocidas como chattering. Este fenémeno puede ser tratado como un
ciclo limite. El método de funcién descriptiva (FD) representa una herramienta 1til para verificar
su existencia. En este trabajo, un control por modos deslizantes basado en la logica difusa se
propone como una alternativa para reducir chattering y mediante la técnica de FD se demuestra
la atenuacién del mismo. Los resultados se muestran mediante simulaciones numéricas sobre el
modelo matemético de un motor de corriente directa.
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1. INTRODUCCION

Los algoritmos de control por modos deslizantes (CMD)
tienen la capacidad de ser una herramienta eficiente para
el control complejo de alto orden de plantas dindmicas no
lineales que operan bajo condiciones inciertas, un proble-
ma comin para muchos procesos de tecnologia moderna.
Esto explica el alto nivel de la actividad de investigacion
en el control por modos deslizantes durante las ultimas dos
décadas (Shtessel et al., 2014).

En sistemas discontinuos, la solucién de la ecuacién de
movimiento depende de pequenas constantes de tiempo
que se presentan en la dindmica del sistema. Pero a dife-
rencia de los sistemas de control continuo, un controlador
discontinuo excita la dindmica no prevista en el modelo,
obteniendo por resultado oscilaciones en el vector de es-
tado. Este fendmeno se conoce como chattering en la lite-
ratura de control. Estas oscilaciones dan por resultado una
baja precisién en el control, alta disipacién de potencia en
los circuitos conmutadores y desgaste en los componentes
mecénicos (Utkin et al., 2009).

En la mayoria de los trabajos experimentales que involu-
cran el control por modos deslizantes, el esfuerzo con-
sumido en comprender las bases tedricas de control ha
sido generalmente minimizado, mientras un gran coste de
energia se destina a técnicas empiricas para atenuar el
chattering (Slotine and Li, 1991). En los trabajos de Boiko
(2011) y Shtessel et al. (2014) se presenta la funcién de-
scriptiva como una alternativa para demostrar la existen-
cia de chattering y brindar ideas de cémo atenuarla. Para
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algunos sistemas no lineales, una versién ampliada de la
respuesta en frecuencia lo constituye este mismo método.
En este caso se puede utilizar para analizar de manera
aproximada y predecir el comportamiento de un sistema
no lineal.

Por otro lado, la légica difusa se combina con el control
por modos deslizantes para reducir el chattering y mejorar
la precisién sin perder la robustez del sistema de lazo
cerrado Yu and Kaynak (2009). Una de las ventajas
de los sistemas difusos es no estar ligado al modelo
matematico del sistema dindmico a controlar. La mayoria
de los algoritmos se enfocan en la sustitucién del término
discontinuo por un sistema de inferencia difusa que toma
como entrada la funcién de superficie deslizante Yu and
Kaynak (2009); Amer et al. (2011). Otros se basan en
anadir, como variable de entrada al bloque difuso, la
derivada de la funciéon de superficie deslizante; con ello
se persigue aumentar la precision en el seguimiento de la
trayectoria y se acelera la velocidad de respuesta. Otros
proponen sintonizar dindmicamente los parametros como
la ganancia de robustez y los coeficientes de la funcién de
superficie deslizante. Esto trae el inconveniente de que el
numero de reglas crece con el niimero de variables, y por
otro lado aumenta el nimero de procesos de inferencia que
deben ser calculados simultaneamente.

La propuesta llevada a cabo no requiere de un control
equivalente, siempre presente en los trabajos previos. Este
trabajo propone un sistema de inferencia difusa que susti-
tuye no solo al término discontinuo de la ley de control sino
también al control equivalente de forma tal que la unica
variable difusa a la entrada es la funcién de superficie y la
salida la accién de control. Entre las ventajas que presenta
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es que el ajuste del sistema difuso puede permitir hacer que
el chattering sea removido Prieto et al. (2015).

Retomando el tema de las FD, Kickert and Mamdani
(1978) y Kim et al. (2000) realizaron la prediccién de los
ciclos limite en controladores difusos de forma analitica.
Su estudio ha sido atractivo en la préctica de la ingenieria
porque da una mejor percepcién de los efectos que el ajuste
de control difuso puede tener con respecto a la estabilidad
del sistema de lazo cerrado.

Este trabajo se centra en la aplicacién de un controlador
difuso tipo Mamdani por modos deslizantes sintonizados
para la eliminar el chattering. La superficie deslizante sera
la tnica entrada del sistema de inferencia difusa y la salida
es la accién de control aplicado al actuador. Mediante el
uso del método de FD propuesto en Kim et al. (2000) se
muestra como el ajuste de inferencia difusa, a través de
algunos paramétros de la funcién de pertenencia, puede
impedir la aparicion de chattering para el sistema de
estructura variable. El caso de estudio se implementa sobre
un motor corriente directa.

El documento se estructura de la siguiente manera: la
segunda seccién presenta una visién general sobre la ex-
istencia de vibraciones en el controlador ideal y real por
modos deslizantes a través de FD para verificar su existen-
cia. El tercero aborda la propuesta de control por modos
deslizantes basado en légica difusa donde FD se utiliza
para verificar la atenuacién de ciclos limites. El cuarto
expone los resultados a través de simulaciones donde se
verifica la existencia y eliminacién de chattering a través
del CMD-D. Por tltimo, se arriban a conclusiones.

2. ASPECTOS IMPORTANTES DEL CONTROL POR
MODOS DESLIZANTES

Considérese un sistema no lineal auténomo de la forma

&= f(x) + g(x)u(t) (1)

donde z(t) € R™ es el vector de estado, u(t) € R es la
entrada de control, o(t) € R es la salida, f(z) y g(z)
son funciones continuamente diferenciables de dimensiones
apropiadas. Para el control por modos deslizantes de
primer orden se define la siguiente funcién de conmutacién

o=Czx (2)

donde C € R™*™ es la matriz de salida.

El propésito de la ley de control por modos deslizantes
radica en conducir las trayectorias del sistema no lineal
(1) a un conjunto definido como § = {x € R" : Cx = 0}
conocido como superficie deslizante y mantenerlo alli para
todo el tiempo subsiguiente. Entonces bajo una seleccién
apropiada de C, z tiende al origen de manera asintética.

2.1 Control por Modos Deslizantes

La ley de control a disenar tiene como propdsito lograr
que el punto de equilibrio del sistema (1)—(2) sea estable
en forma asintética lo que se consigue forzando o(t) a cero.
Para lograr este objetivo considérese la siguiente funcién
candidata de Lyapunov

V(o) =z0o (3)
que es positiva definida y su derivada es

V=06
=oC% (4)
=0oC(f(x)+ g(z)u).

La ley de control u(t) que garantiza que V sea negativa
definida es

ult) = (Co(a)) ™ ( Cf(a) - psign(cf)), (5)

donde p >0y
-1, sioc <0
sign(o) =49 0 sioc=0 (6)
1 sioc>0.

Sustituyendo (5) en (4) se llega a que V = —p|a|.

En (5), —psign(o) es la parte discontinua que garantiza la
convergencia hacia la superficie a pesar de la existencia de
incertidumbres y disturbios sobre la planta mientras que
el resto de los términos son de compensacion.

2.2 Funcion Descriptiva en el Control por Modos Deslizantes

Por simplicidad, considérese el sistema lineal
& = Ayz + Byu, (7)

donde z(t) € R™ representa el vector de estados, 4, €
R™*™ es la matriz del sistema que se asume Hurwitz,
B, € R™! es la matriz de entrada y u(t) es la entrada
de control escalar dada por

u(t) = —psign(o). (8)

La funcién de transferencia de (2), (7), obtenida a partir
de G(s) = C(sI — Ap)~1B,, se representa como

o) = 22 )

cuya ecuacion caracteristica es:

1+ N(A)G(jw) =0, (10)

donde A es la amplitud de la oscilacion, w es la frecuencia
Yy

4

/2
N(A) = ﬁ/o u(t) sin(wt)d(wt)

(11)

es la funcién descriptiva de la no linealidad (8).

Usando (11), la FD de (8) resulta ser

4p
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En un diagrama de Nyquist, pueden representarse G(jw)
y —1/N(A). Si las dos curvas se intersectan (es decir,
G(jw.) = —1/N(A.)) entonces existe un ciclo limite donde
la amplitud de la oscilacion A, se calcula a partir de la
FD —1/N(A) mientras que la frecuencia de oscilacién w,
se obtiene de G(jw) (Shtessel et al., 2014). Si

lim /G(jw) = —g, (13)

w—r 00

entonces G(jw) norodea —1/N(A) y la tinica solucién para
(10) es w. = 00 y A, = 0. Esto significa que en un control
por modos deslizantes ideal no existe chattering debido a
que las commutaciones ocurren a una frecuencia infinita y
amplitud cero.

2.8 Control por Modos Deslizantes con Dindmicas no
Modeladas

En los sistemas de estructura variable reales el atraso de
fase introducido por el tiempo de muestreo y las dindmicas
no estimadas producen un comportamiento oscilatorio en
la vecindad de la superficie conocido como chattering de
frecuencia w, y amplitud A, finitos (Boiko, 2011; Shtessel
et al., 2014). Por otro lado, al introducir dindmicas no
modeladas como

do
CosF et dp_1sF T+ 4 dys + d

D(s) (14)

siendo k el grado relativo de planta, los ciclos limites son
inevitables. Es decir, para k > 2 se puede producir retardo
de fase por parte de D(jw) para el sistema DG(jw), por lo
tanto, habrd una interseccién con el eje real negativo (Sht-
essel et al., 2014). El esquema se muestra en la Fig. 1.

0 P Us) D) B Gis) ofs)

Fig. 1. Diagrama de bloque con la dindmica no modelada.

3. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES BASADO
EN LOGICA DIFUSA

Se proponen sistemas difusos para reducir el chattering
en el CMD. Esta combinacién representa una alternativa
de algoritmo de control en relacién con las incertidumbres
y la no linealidad. Ademds, los sistemas de de control por
modos deslizantes permiten reducir el nimero de variables
y reglas difusas (Chang, 2010).

Con el fin de acelerar la convergencia hacia la superficie
deslizante y eliminar el problema del chattering, el sistema
de inferencia difusa, que se propone, esta disenado para
reemplazar el control discontinuo del CMD. En este caso
u(t) € [U min ; Umax] €std directamente relacionado con o
por medio de reglas difusas, siendo iy ¥ Umax los valores

méaximo y minimo de wu(t), respectivamente. La ley de
control
u(t) = Utusny(0) (15)
muestra la relacién entre ambas variables en sustitucion
de la ley de control (8) donde upy..y(0) es la salida del
sistema de inferencia difusa. La reglas relacionales en la
logica difusa sigue la estructura if-then donde para el caso
estatico
R; : If o is M; then u(t) is U; (16)
siendo M; el grado de pertenencia de la variable difusa en

funcién de la inferencia difusa en la entrada. La variable
U; refiere la funcién de pertenencia activada en la salida.

Para este sistema de inferencia difusa todo el universo
de discurso de o se separa en varios subconjuntos con el
objetivo de establecer los valores que podrian tomar wu(t)
de acuerdo con el estado de la entrada o. Las funciones de
pertenencia de las variable de entrada y salida lingiiistica
se escribe como negativo grande (NG), negativo medio
(NM), cero (Z), positivo medio (PM) y positivo grande
(PG

Las reglas difusas pueden estar representadas a la entrada
como Superficie o y la salida del sistema difuso como
Salida w(t). Las reglas se presentan en la Tabla 1. La
Fig. 2 muestra la estructura de las funciones de pertenencia

para o(t) y u(t).
Tabla 1. Base de las reglas difusas.

Superficie o Salida u(t)

NG NG
NM NM
Z Z
PM PM
PG PG

NG NM Z PM PG

@2 @1 Po P1 @2
o
NG NM V4 PM PG
U= Ui Uo U U2
u(®

Fig. 2. Funciones de pertenencia para las variables de
entrada y salida.
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3.1 Funcion Descriptiva para Sistemas Difusos

Para el andlisis basado en funcién descriptiva se supone
que las funciones de pertenencia en el antecedente de cada
regla (if-then) son triangulares y se definen como

—d,_
ﬁ S1 @171 S o< (bz
M, —J o—D,4 . 17
(U) (I),L—iq);:l S1 (I)i S o< (I)i_;,_l ( )
0
donde ®; < 0 < ®,41. Se considera que para la parte
negativa ®_; = —®,. La accién de control u(t) se formula
tal que
MZ(O')
u(ty =34 M) Ay (18)
i > M.(o)
r=—p

con

> My(0) = Mn(0) + My y1(0).

r=—p

(19)
Para ¢; < 0 < ®;41 la accién de control se calcula como
(Kim et al., 2000)

(t)_AUZ- L
YW= R, T As,

(Pi1Ui — ®U;41) (20)

donde AUl = Ui+1 — Ui y A‘I)l = (I)i-i-l — (I)l

De acuerdo a Kim et al. (2000) la funcién descriptiva para
el sistema difuso viene dado por

4 N[ AUA
N(A)_ﬁ;{mgx

(6Z-+1 —sin(d;41) cos(6i+1)) — (5i — sin(d;) cos(&i))

1

+ E((I)iUH-l - ‘I)i+1Ui)(COS(6i+1) — COS(éi)) 5
(1)
donde n satisface ®,, < A < ®,,11, las variables {J;} estédn
definidas como dngulos cuya senal de entrada o = A sin(9)
intercepta al centro de cada funcién de pertenencia ®;
como 0y = 0, 6; = sin" ' (®;/A), 6,41 = 7/2 con i =
0,...,mny0<d; <n/2. La Fig. 3 muestra estos detalles.

4. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta Seccién se analizara la prediccién del chattering
como ciclo limite para un motor de corriente directa
gobernado por la siguiente ecuacion diferencial

(22)

Fig. 3. Definicion de n y 4.

donde 6(t) es la posicién angular, 8(t) representa la veloci-
dad angular del rotor, 6(t) es la aceleracién angular del
rotor, f, > 0 es el coeficiente de friccién viscosa, J > 0 es
la inercia del motor y K > 0 es la ganancia de entrada.

La representaciéon en variables de estado del sistema ante-
rior es

€Tl = X2,

x.g = —%.IQ + Ku(t),

o =x1+ 229

(23)

donde z = (z1,22)" = (8,07 es el vector de estados, u(t)
es la accién de control y o es la salida.

Tres casos se estudiardn en las simulaciones: (a) CMD
ideal, (b) CMD teniendo en cuenta las incertidumbres del
modelo aniadiendo dindmicas no modeladas y (¢) el control
por modos deslizantes basado en légica difusa descrito en
la Seccién 3.

Las simulaciones se llevan a cabo en MATLAB/SIMULINK®
con un tiempo de muestreo t; = 0.001 s. Se selecciond
p = 10 para el control discontinuo (8). Las condiciones
iniciales son x1(0) = 3 rad y 22(0) = 0 rad/s. La funcién
de transferencia del sistema (23) es

_ K(s+2)
s(s+a)’

(24)

donde K = 1672y o = f,,/J = 0.6786.

4.1 CMD Ideal

El diagrama de Nyquist para (12) y (24) se muestra en la
Fig. 4(a) donde se ilustra que

lim /G (jw) = —g,

w—r 00

lim |G(jw)| = 0.

2
El tnico punto de intercepciéon se encuentra en el origen
donde A, = 0 y w. — oo. Por tanto el chattering puede
ser interpretado como un ciclo limite con amplitud nula.

La dindmica no modelada no se considera para esta simula-
cién. La Fig. 4(b) muestra la convergencia de ¢ hacia
el origen, donde se aprecia chattering en la vecindad de
o = 0. Esto se debe al retardo de fase introducido por el
tiempo de muestreo (Xu et al., 2003).
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Diagrama de Nyquist
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Fig. 4. (a) Diagrama de Nyquist de G(jw) y —1/N(A)
y (b) respuesta en el tiempo de la funcién de con-
mutacién o para el CMD ideal.

4.2 CMD Real con Dindmica No Modelada

Ahora se considerard la dindmica no modelada D(s).
Asumiendo k = 2 para (14) la funcién de transferencia
del sistema total es

K(s+2)
s(s + @)(0.001s2 4+ 0.01s + 1)

D(s)G(s) = (26)

La funcién descriptiva para (26) y —1/N(A) = —wA/4p se
muestra en la Fig. 5(a). El diagrama de Nyquist muestra
que

lim /G(jw) = —%T,

w—r 00

lim |G (jw)| =0, (27)
w—00

por tanto, la dindmica no modelada anade una fase adi-
cional en el sentido horario. Para k = 2 se introduce una
fase con ZD(s) = —m. Por tanto, existe una intercepcién
para A, > 0, finita y con una frecuencia de w, en el eje
real negativo.

La intercepcién con el eje real negativo Re{DG(jw.)} =
—166 y Im{DG(jw.)} = 0. Para el control discontinuo, el
calculo de la amplitud de las oscilaciones y la frecuencia
de las mismas se obtiene a partir de

1+ j—i Re{G(jw)} =0, Im{G(jw)} =0.  (28)

De la ecuacion anterior, la amplitud y frecuencia de os-
cilacién fueron A, ~ 1.5 y w, ~ 18.8 rad/s. La Fig. 5(b)
muestra las oscilaciones para la superficie o donde la am-
plitud y frecuencia del chattering pueden ser corroboradas.

Diagrama de Nyquist
T T

200 1

100 i

AUN(A)
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o
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-300 ; L
-300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100
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2 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6
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Fig. 5. (a) Diagrama de Nyquist para un CMD con
dindmica pardsita o no modelada y (b) la respuesta
en el tiempo de la funcién de conmutacion o.

4.8 CMD Basado en Ldgica Difusa con Dindmica Sin
Modelar

En esta Subseccion se presentan simulaciones con el sis-
tema dindmico real basado en la Seccién 3. E1 CMD basado
en légica difusa serd expuesto con dos ajustes: con existen-
cia de ciclo limite y libre oscilaciones con el propdsito de
demostrar que se puede generar y eliminar chattering. De
acuerdo a (21) para A. = 0:

(29)

entonces la existencia de ciclos limites depende del ajuste
de U; y ®;. La Tabla 2 muestra los parametros para el
sistema difuso con vistas a generar chattering.

Tabla 2. Pardmetros del sistema difuso con

chattering.

led) U;

d_o —200 U_»2 —1

d_; —-20 U_1 -0.2
(0N 0 Uo 0

Pq 20 Uy 0.2
[0 200 U» 1

En este caso —N(0)~! = —150, por ende, se cumple

que —N(0)~! > DG(jw,). El diagrama de Nyquist en la
Fig. 6(a) muestra la interseccién de ambas funciones.

Para este ajuste, DG(jw) rodea a la funcién descriptiva
del sistema difuso; hay un punto de intercepcién en el eje
real negativo, por tanto, existen ciclos limites para este
ajuste. La Fig. 6(b) muestra las oscilaciones predecidas.

4.4 Ajuste del CMD-D Sin Chattering

La Tabla 3 muestra un nuevo ajuste para este sistema
difuso.
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Diagrama de Nyquist
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Fig. 6. (a) Diagrama de Nyquist para el CMD-D con
dindmica no modelada donde existe interseccion de
la traza de Nyquist con la funcién descriptiva (eje
real) y (b) respuesta en el tiempo de la funcién de
conmutacién o.

Tabla 3. Parametros del CMD-D sin chattering

T U;

d_o —200 U_» -1
d_ —50 U_1 —0.2
[oF) 0 Uy 0
[oF] 50 Up.2 0.2
(o2 200 Up 1

Con este ajuste DG(jw) no rodea a —1/N(A) debido a
que —N(0)"! = =250 y —N(0)~! < DG(jw.), como se
muestra en la Fig. 7(a). En este caso, se puede predecir
la no existencia de ciclos limites debido a que la condiciéon
—~N(0)"! < DG(jw,) se cumple en w = w,. Sin embargo,
®; no debe ser muy grande o U; pequeno debido al
compromiso existente entre la precisién de respuesta y al
comportamiento del sistema. La Fig. 7(b)—(c) muestra los
resultados de simulacién sin chattering.

5. CONCLUSIONES

Basado en el procedimiento de FD se ajustan los parametros
de las funciones de pertenencia con el fin de suprimir el
chattering en el control deslizante basado en l6gica difusa.
Esto puede demostrarse mediante el establecimiento de dos
ajustes para el sistema de inferencia difusa tipo Mamdani:
uno donde genere ciclo limite y el otro donde logre su total
atenuacion. Los resultados, a nivel de simulacién, prueban
la efectividad del uso de la FD para predecir chattering y
asi corregir los pardmetros del control para su eliminacién.
De esto se desprende que un cambio en los parametros de
funciones de pertenencia en la variable de entrada o del
sistema difuso puede evitar o generar ciclos limites.
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