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Resumen: En este trabajo mostramos familias de sistemas lineales discontinuos por pedazos,
las cuales presentan conexiones heteroclinicas y homoclinicas. Estas familias se obtienen
aprovechando una forma normal para el caso en que los sistemas presenten un punto de

doble-tangencia.
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1. INTRODUCCION

La ocurrencia de oOrbitas heteroclinicas y homoclinicas
ha sido un tema ampliamente abordado en el estudio de
sistemas dindmicos en las dltimas décadas, ver (Gucken-
heimer et al. (1993)). Sin embargo, existen pocos métodos
analiticos para demostrar la existencia de tales conexiones
globales. Ahora bien, se sabe que la linealidad por pedazos
parece ser suficiente para crear comportamientos propios
de los sistemas continuos no lineales, tal es el caso de las
conexiones globales. De hecho, en (Carmona et al. (2008) y
Carmona et al. (2010)) se dan demostraciones analiticas
sobre la existencia de conexiones globales en un sistema
lineal por pedazos continuo (SLPPC), sin embargo, la
gran mayoria de la literatura existente sobre conexiones
globales es mediante métodos numéricos y casi siempre
considerando sistemas por pedazos continuos (SPPC’s).
En este trabajo mostramos familias de sistemas lineales
por pedazos discontinuos (SLPPD’s), los cuales presentan
conexiones globales. Estas familas se encuentran de forma
puramente geométrica, aprovechando una forma normal
para SLPPD’s que se caracterizan por presentar un punto
de doble-tangencia. La existencia de puntos de doble-
tangencia estd estrechamente ligada a la ocurrencia de
movimiento deslizante en la superficie de conmutacion,
ver (Colombo et al. (2010), Colombo et al. (2012), di
Bernardo et al. (2008), Filippov (1988), Jeffrey et al.
(2009), y Kuznetsov et al. (2003)).

El resto del trabajo se organiza como sigue. En la sec-
cién 2 definimos los conceptos matemaéticos a utilizar. En
la seccién 3 establecemos el problema a resolver. En la
seccién 4, obtenemos una forma normal para SLPPD’s
con un unico punto de doble-tangencia. En la seccién 6,
mostramos familias de sistemas SLPPD’s con conexiones
heteroclinicas y homoclinicas. Finalmente, en la secciéon 6
se dan las conclusiones del trabajo.
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2. PRELIMINARES

Considere el sistema suave por pedazos

= {5

si x € Dy,
si ¢ € Do, 1)

donde x € R,

Dy ={xz eR": H(xz) <0},

Dy={z €R": H(x) > 0},
con H:R" - Ry F; : R" — R" funciones suaves.
Sea ¥ = {xr €R"™: H(x) =0} la superficie de conmu-
tacién. El sistema suave por pedazos (1) es continuo si
Fy = F, para todo punto de X, por el contrario, el sistema
es discontinuo (Filippov) si dos vectores diferentes Fy y Fy
se pueden asociar a un punto de X. Para el caso en que
el sistema sea discontinuo, es posible definir una regién de
deslizamiento en 3.
Definicion 1. La regién de deslizamiento de X esta dada
por la porcién de H(x) para la cual

(VH(z)Fi(2)) (VH (z) Fz(x)) < 0. (2)

Esto es, VH(x)F;(x) (la componente de Fj(x) normal a
H(x)) tiene el signo opuesto a VH (x)Fs(z).

Podemos distinguir dos tipos de regiones que satisfacen
(2),

La regién de deslizamiento:

Ys={zeX:VH(x)Fi(zx) >0y VH(z)F(z) < 0},

y la region de escape:

Ye={ze€X:VH(@)Fi(z) <0y VH(z)F(z) > 0}.
Observacion 1. Observe que en la regiéon de escape no se
pueden seguir las soluciones, es decir, en esta region hay
movimiento deslizante repulsivo.

Definimos la regién de cruce ¥, como el complemento de
s U, en X, es decir,

Y. = {z €% (VH(2)F,(2)) (VH(z)Fy(z)) > 0}.
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Las soluciones en ¥ ,UY, se pueden construir con el método
de Filippov, el cual toma la combinacién convexa Fy(z) de
los dos campos F;(z) para cada punto x € ¥4 U X.:

Fo(z) = (1 —v(2)) () + y(2) P (), 3)
donde la funcién v(x) estd definida como
(&) = VH(x)F(x)
VH(z)(Fi () = Fy(x))

€0,1] VzeX;UX..

Si y(z) = 0, entonces el flujo estard determinado sélo por
Fy, el cual deberd ser tangente a 3 en tales puntos. De
manera similar, y(z) = 1 representa una tangencia del
flujo de F5 con X. De aqui, podemos definir las regiones
de deslizamiento (escape) como

Es(e) :{I'E EOS’Y(:E) < 1}7

y las fronteras de la regién de deslizamiento (escape) son

azs(e)+ = {JJ € Zs(e) : 7(37) = 1}7

az:s(e)— = {x € Es(e) ’7(1') = 0}7
con tangencia de cualquiera de los dos campos, ocurriendo
en los dos tipos de frontera.

Definicion 2. Decimos que un punto & es un pseudo-
equilibrio de (1) si éste es un equilibrio del campo vectorial
deslizante, es decir, si F5(Z) = 0. El pseudo-equilibrio es
admisible si 0 <y < 1, 6 virtual si vy < 06 v > 1.

Definicion 8. Un punto & se denomina un equilibrio fron-
tera de (1) si

Fi(2)F»(2) =0, y Fs(&)=0.
Note que un equilibrio frontera siempre se encuentra en la

frontera de la regién de deslizamiento, donde uno de los
campos vectoriales se anula.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente SLPPD

5= F1(1‘>=A1$+bl,
Fy(z) = Asz + b,

si nfa < ano,
. T T (4)
S1 n-x >N qo,

donde z,b1,b2,q0,n € R3, v A, Ay € R3*3. La superficie
de conmutacién es el plano definido como

Y={zeR®:n"(z—q)=0}.

Sean las superficies
II, = {x eR?:nT(Ajx+0b))=0, y nTz < ano},
Il = {x eR?: nT(AQ:I: +b)=0, y nlx > anO} .

La caracteristica de las superficies II; y Il; es que estan
conformadas por puntos en los cuales los flujos de los
campos Fi(z) y Fa(x) son paralelos al plano ¥. De esta
manera, la existencia de la region de deslizamiento en %
dependerd de la orientacién de los vectores normales de 1Ty
y Il con respecto a X, y si es el caso de que exista dicha
region, ésta tendra como fronteras a las rectas

Liy={zeX:n"(A4z+b)=0}=XNm
Lg:{mEZ:nT(A2J:+b2)=O}=Eﬂ7T2

Estas rectas pueden a su vez intersectarse en un punto
Zo, el cual serd aquel punto donde ambos campos F () y
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Fy(x) son tangentes a ¥. Esto es, el punto z( es un punto

de doble tangencia (PDT); ver (Colombo et al. (2010),
Colombo et al. (2012) y Jeffrey et al. (2009)).
Asi, si consideramos el sistema,
Tx=1b (5)
n” nTCIO
donde T = | nT A ybo= | —nTb, ,
TLTAQ 7TlTb2

3x3 3x1
de acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para n = 3,

el sistema (5) puede presentar las siguientes situaciones

a) Ran(T) = Ran(T*) = 3 <= Unico PDT
b) Ran(T) = Ran(T*) < 3 <= Infinidad de PDT’s
¢) Ran(T) # Ran(T™) <= Ningin PDT

donde T* es la matriz ampliada de T'.

Consideremos el primer caso. En esta situacién el plano
Y. siempre quedard dividido en los tres tipos de regiones
alrededor del PDT (ver Figura 1),

Region de deslizamiento:

Y = {I‘ SN nT(A11‘+b1) >0y TLT(AQIL' + bz) < 0},
Regién de escape:

3. = {x ey :nT(Aiz+b) <0y n?(Agx +by) > 0},
Region de cruce:

Yo = {x e X :nT(Ajz +by)nT (Agz + bo) > 0}.

Nuestro objetivo es, primero encontrar una forma normal
para el sistema (4) satisfaciendo la condicién |T'| # 0
y después encontrar familias que presenten conexiones
globales alrededor del PDT .

e
2c

2c

s

Figura 1. Regiones alrededor del PDT zy.

4. FORMA NORMAL

En esta seccién presentamos el cambio de coordenadas
reportado en (Castillo et al. (2014)), para transformar al
sistema (4) en una forma normal y asi realizar un anélisis
mas sencillo. De hecho, se utiliza la matriz T, ya que es
invertible en este caso.

Lema 1. El cambio de coordenadas

Y= T(Z‘ - .2?0),

Octubre 14-16, 2015.
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donde T = | nTA,; , transforma el sistema (4) en
T
n A ) 5s
y:{ﬁ(y):flly—kél, si y1 <0, (6)
fa(y) = Aoy + ba,  si yg >0,
010 00 1\ _
donde A; = (cl Co c3> LAy = <d1 ds d3>’ by =
C4 C5 Cp dy ds dg

0 ) 0
<b12>,yb2:<b22>.
b13 ba3

Observe que al aplicar el cambio de coordenadas a las
superficies II;, obtenemos las nuevas superficies

m={yeR’:y=0, y y1 <0},
m={yeR®:ys =0, y y1 >0}

Asi, en el sistema normalizado se identifican facilmente las
regiones de deslizamiento, escape y cruce.

Ys={yeX:y2>0y y3 <0}, (7)
Ye={y€eX:y2 <0y ys >0},
Ye={y € X:yys > 0}.
Las fronteras de la regién de deslizamiento son las rectas
lh=YNm y ls =X Nmy,
y el PDT es el origen. En la figura 2 podemos ver como

el flujo de cada lado golpea(X;), jala(X.) 6 cruza(X.) el
plano de conmutacién X.

Vi

a

Figura 2. Regiones y flujos en forma normal. 1, es el flujo
en la mitad del espacio {y1 < 0}, y ¢ es el flujo en la
mitad del espacio {y; > 0}.

5. CONEXIONES GLOBALES

La orbita heteroclinica es la érbita que une dos puntos
de equilibrio en el espacio fase, es decir, una variedad que
forma un lazo cerrado conectando dos puntos de equilibrio.
En este tipo de conexidn, la variedad inestable de un punto
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de equilibrio p; se une a la variedad estable de otro punto
de equilibrio ps. Si también sucede que la variedad estable
de p; se une a la variedad inestable de p», entonces se tiene
un ciclo heteroclinico.

Por otro lado, una 6rbita homoclinica ocurre cuando las
variedades estable e inestable de un punto de equilibrio
se unen. Esas variedades tienen las siguientes propiedades:
las trayectorias que parten de condiciones iniciales sobre
la variedad estable se aproximan al punto de equilibrio
cuando t — oo; las trayectorias que parten de condiciones
iniciales sobre la variedad inestable se aproximan al punto
de equilibrio cuando t — —oo. El procedimiento para
obtener familias de drbitas heteroclinicas y homoclinicas
que presentamos en este trabajo es puramente geométrico,
aprovechando la forma normal (6) para lograrlo.

Para el caso de las orbitas heteroclinicas, consideramos
por simplicidad puntos silla tales que sus espectros sean
dos valores propios reales negativos y uno real positivo.
De esta manera, el espacio propio estable serda un plano y
el espacio propio inestable serd una recta y el mecanismo
para construir una érbita heteroclinica es colocar el espacio
propio inestable de un equilibrio y el espacio propio estable
del otro equilibrio de tal manera que se intersecten en
un punto de X.. La manera de proceder para obtener
orbitas homoclinicas es similar al caso de las orbitas
heteroclinicas, s6lo que aqui buscamos un flujo en la mitad
del espacio {z; > 0} tal que conecte directamente los
puntos de interseccién de los espacios propios asociados
al punto de equilibrio en la mitad del espacio {z; <
0}. Enseguida, para simplificar los cdlculos haremos otro
cambio de coordenadas, esta vez uno por pedazos.

Lema 2. El cambio de coordenadas

x:Pfly, si y1 <0, (8)
x:P{ly, si yl>07
100 100
donde P;,'=( 010 ), yPyt=(0210
0101 001

transforma el sistema (6) en

0= 41I+§1, si x1 <0,
A2$+b27 si xr, > O,

donde

010
<51 Co 53>7 si 01 = —cs,
s 0 Cg

~ 010 ‘

A = <0 Egég), si 51:—1, con c3 # 0,
C4 Cs Cg €3
<0 1 0) cs
€G] €2 €3 |, s =—, con cg#D0.
0 ¢5 ¢g €6
0 0 1
d1 d2 0 y si 52=—d3,
dy ds dg
0 01 d

Ay = 0 dyds |, si (52:d—1, con ds # 0,
dy ds dg 2
0 0 1
T . dy
dl d2 d3 y S1 52—* con d5#0

~ ~ d5

0 ds ds

Octubre 14-16, 2015.
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Asi, tenemos nueve posibles combinaciones para el sistema,
en forma normal (9).
5.1 Conexiones heteroclinicas

Considere la siguiente familia de SLPPD’s con dos pardme-
tros

. A1£E+b1, sixy < 0,
r= { Asx + by, si x>0, (10)
donde
01 0 0 0 1
A = a1 0 —az |, Ay = b2, 0 0|, by =
b%g 0 O a1 —Q3 0
0 0
“ _ | b2
biz |’ b2 = o
bi3 b

22
con byz > 0, bog < 0, b13 + bag > 0, y

a1 = b%g‘ —+ b13b22 —+ b%2 > 0

b
Qg = 2(513 +b22) <0
13
b
oz = Tw(blg + bgg) < 0.
22

Esta familia tiene un ciclo heteroclinico alrededor del
origen, el cual es una singularidad Teixeira ya que by3bs <
0; ver (Colombo et al. (2010), Jeffrey et al. (2009)).

Los espectros de las matrices Ay y Ay son

0(A1) = {b13,b22, —(b13 + ba2) } = 0(As2)

Los puntos de equilibrio de los campos vectoriales en los

semiespacios {z1 < 0} y {1 > 0} son respectivamente
1 1

bi3
0

p1= 822

Y b2 =
0 0
El espacio propio inestable de p; intersecta al espacio

propio estable de py en el punto

0
q1 = <1> EZC,
1

y el espacio propio inestable de p, intersecta al espacio
propio estable de p; en el punto

bao
q2 = bi3
b13

ba2
Observacion 2. Es importante notar que el campo desli-
zante en esta familia siempre tiene un tnico equilibrio,
aunque esto no es fundamental para la creacién del ciclo
heteroclinico.

€ Y., ver Figura 3.

5.2 Conexiones homoclinicas

Considere la siguiente familia de SLPPD’s con dos pardme-
tros

si x1 <0,
si x1 > 0,

i = {A1x+b1, (11)

AZI + b2a
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k P
il
I
T

X, . \

X2

Figura 3. Esquema del ciclo heteroclinico para la familia
(10).

01 0 001 0
donde A1: 10 C3 ,A2: —-100 ,b1: b12 s
00 -1 -100 1

0
by = (O),COH b1a +c3 > 0.
0

Los espectros de las matrices A; y Ay son respectivamente
J(Al) = {_17 _17 1} y U(A2) = {07i7 _i}

En la mitad del espacio {1 < 0} ya que A; es invertible,

el sistema tiene un tnico punto de equilibrio el cual es un
< —(b12 +c3)

punto silla, esto es p; = 0

1

espacio {1 > 0} el sistema tiene el continuo de puntos de

equilibrio A = {z € ¥ : 3 = 0}. De hecho, el conjunto A

es un conjunto de equilibrios frontera de (11).

El espacio propio inestable de p; intersecta a ¥ en ¢ =

> , y en la mitad del

0
<1> € ¥, y una solucién sobre el espacio propio estable
1

0
de p; intersecta a X en ¢y = (—1) € Y.
-1

El flujo en la mitad del espacio {1 > 0} estd determinado
por

cost 0 sint
by(z) =2z = | —sint 1 —1+cost |z
—sint 0 cost
Asi, ¢1(q1) = g2 en t = m. De esta manera, hemos

completado la o6rbita homoclinica, es decir, si tomamos
una condicién inicial py & p; sobre el espacio propio
inestable de p;, entonces ¥, (po) = q1, d=(1) = @2 ¥
¥i(p2) — p1, cuando t — oo. Para observar la drbita
homoclinica, hacemos b12 =1 y c3 = 0. Ver Figura 4.

6. CONCLUSIONES

Se mostré mediante una forma normal, que es posible
obtener familias de SLPPD’s con conexiones globales para
el caso en que éstos sistemas presenten un tinico PDT. De
la misma forma, se pueden obtener familias de SLPPD’s

Octubre 14-16, 2015.
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25 1 41

Figura 4. Orbita homoclinica para bis =1y c3 =0.

con conexiones globales para el caso en que los sistemas
no posean un unico PDT. Méds atin, es posible encontrar
familias de SLPPD’s con conexiones globales deslizantes
(6 pseudo-conexiones globales (Kuznetsov et al. (2003))),
ya que mediante las formas normales se obtienen expre-
siones candnicas para los campos de deslizamiento. Asi, se
puede conectar de alguna manera la dindmica deslizante
con la dindmica de cruce y obtener dindmicas més com-
plejas.
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