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México. (correo-e: rfemat@ipicyt.edu.mx.)

Resumen: En este trabajo mostramos familias de sistemas lineales discontinuos por pedazos,
las cuales presentan conexiones heterocĺınicas y homocĺınicas. Estas familias se obtienen
aprovechando una forma normal para el caso en que los sistemas presenten un punto de
doble-tangencia.
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1. INTRODUCCIÓN

La ocurrencia de órbitas heterocĺınicas y homocĺınicas
ha sido un tema ampliamente abordado en el estudio de
sistemas dinámicos en las últimas décadas, ver (Gucken-
heimer et al. (1993)). Sin embargo, existen pocos métodos
anaĺıticos para demostrar la existencia de tales conexiones
globales. Ahora bien, se sabe que la linealidad por pedazos
parece ser suficiente para crear comportamientos propios
de los sistemas continuos no lineales, tal es el caso de las
conexiones globales. De hecho, en (Carmona et al. (2008) y
Carmona et al. (2010)) se dan demostraciones anaĺıticas
sobre la existencia de conexiones globales en un sistema
lineal por pedazos continuo (SLPPC), sin embargo, la
gran mayoŕıa de la literatura existente sobre conexiones
globales es mediante métodos numéricos y casi siempre
considerando sistemas por pedazos continuos (SPPC’s).
En este trabajo mostramos familias de sistemas lineales
por pedazos discontinuos (SLPPD’s), los cuales presentan
conexiones globales. Estas familas se encuentran de forma
púramente geométrica, aprovechando una forma normal
para SLPPD’s que se caracterizan por presentar un punto
de doble-tangencia. La existencia de puntos de doble-
tangencia está estrechamente ligada a la ocurrencia de
movimiento deslizante en la superficie de conmutación,
ver (Colombo et al. (2010), Colombo et al. (2012), di
Bernardo et al. (2008), Filippov (1988), Jeffrey et al.
(2009), y Kuznetsov et al. (2003)).
El resto del trabajo se organiza como sigue. En la sec-
ción 2 definimos los conceptos matemáticos a utilizar. En
la sección 3 establecemos el problema a resolver. En la
sección 4, obtenemos una forma normal para SLPPD’s
con un único punto de doble-tangencia. En la sección 6,
mostramos familias de sistemas SLPPD’s con conexiones
heterocĺınicas y homocĺınicas. Finalmente, en la sección 6
se dan las conclusiones del trabajo.

2. PRELIMINARES

Considere el sistema suave por pedazos

ẋ =

{
F1(x), si x ∈ D1,
F2(x), si x ∈ D2,

(1)

donde x ∈ Rn,

D1 = {x ∈ Rn : H(x) < 0} ,
D2 = {x ∈ Rn : H(x) > 0} ,

con H : Rn → R y Fi : Rn → Rn funciones suaves.
Sea Σ = {x ∈ Rn : H(x) = 0} la superficie de conmu-
tación. El sistema suave por pedazos (1) es continuo si
F1 = F2 para todo punto de Σ, por el contrario, el sistema
es discontinuo (Filippov) si dos vectores diferentes F1 y F2

se pueden asociar a un punto de Σ. Para el caso en que
el sistema sea discontinuo, es posible definir una región de
deslizamiento en Σ.

Definición 1. La región de deslizamiento de Σ está dada
por la porción de H(x) para la cual

(∇H(x)F1(x)) (∇H(x)F2(x)) ≤ 0. (2)

Esto es, ∇H(x)F1(x) (la componente de F1(x) normal a
H(x)) tiene el signo opuesto a ∇H(x)F2(x).

Podemos distinguir dos tipos de regiones que satisfacen
(2),
La región de deslizamiento:
Σs = {x ∈ Σ : ∇H(x)F1(x) > 0 y ∇H(x)F2(x) < 0},
y la región de escape:
Σe = {x ∈ Σ : ∇H(x)F1(x) < 0 y ∇H(x)F2(x) > 0}.
Observación 1. Observe que en la región de escape no se
pueden seguir las soluciones, es decir, en esta región hay
movimiento deslizante repulsivo.

Definimos la región de cruce Σc como el complemento de
Σs ∪ Σe en Σ, es decir,

Σc = {x ∈ Σ : (∇H(x)F1(x)) (∇H(x)F2(x)) > 0} .
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Las soluciones en Σs∪Σe se pueden construir con el método
de Filippov, el cual toma la combinación convexa Fs(x) de
los dos campos Fi(x) para cada punto x ∈ Σs ∪ Σe:

Fs(x) = (1− γ(x))F1(x) + γ(x)F2(x), (3)

donde la función γ(x) está definida como

γ(x) =
∇H(x)F1(x)

∇H(x)(F1(x)− F2(x))
∈ [0, 1] ∀ x ∈ Σs ∪ Σe.

Si γ(x) = 0, entonces el flujo estará determinado sólo por
F1, el cual deberá ser tangente a Σ en tales puntos. De
manera similar, γ(x) = 1 representa una tangencia del
flujo de F2 con Σ. De aqúı, podemos definir las regiones
de deslizamiento (escape) como

Σs(e) = {x ∈ Σ : 0 ≤ γ(x) ≤ 1},

y las fronteras de la región de deslizamiento (escape) son

∂Σs(e)+ = {x ∈ Σs(e) : γ(x) = 1},
∂Σs(e)− = {x ∈ Σs(e) : γ(x) = 0},

con tangencia de cualquiera de los dos campos, ocurriendo
en los dos tipos de frontera.

Definición 2. Decimos que un punto x̃ es un pseudo-
equilibrio de (1) si éste es un equilibrio del campo vectorial
deslizante, es decir, si Fs(x̃) = 0. El pseudo-equilibrio es
admisible si 0 < γ < 1, ó virtual si γ < 0 ó γ > 1.

Definición 3. Un punto x̂ se denomina un equilibrio fron-
tera de (1) si

F1(x̂)F2(x̂) = 0, y Fs(x̂) = 0.

Note que un equilibrio frontera siempre se encuentra en la
frontera de la región de deslizamiento, donde uno de los
campos vectoriales se anula.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente SLPPD

ẋ =

{
F1(x) = A1x+ b1, si nTx < nT q0,
F2(x) = A2x+ b2, si nTx > nT q0,

(4)

donde x, b1, b2, q0, n ∈ R3, y A1, A2 ∈ R3×3. La superficie
de conmutación es el plano definido como

Σ =
{
x ∈ R3 : nT (x− q0) = 0

}
.

Sean las superficies

Π1 =
{
x ∈ R3 : nT (A1x+ b1) = 0, y nTx ≤ nT q0

}
,

Π2 =
{
x ∈ R3 : nT (A2x+ b2) = 0, y nTx ≥ nT q0

}
.

La caracteŕıstica de las superficies Π1 y Π2 es que están
conformadas por puntos en los cuales los flujos de los
campos F1(x) y F2(x) son paralelos al plano Σ. De esta
manera, la existencia de la región de deslizamiento en Σ
dependerá de la orientación de los vectores normales de Π1

y Π2 con respecto a Σ, y si es el caso de que exista dicha
región, ésta tendrá como fronteras a las rectas

L1 =
{
x ∈ Σ : nT (A1x+ b1) = 0

}
= Σ ∩ π1

L2 =
{
x ∈ Σ : nT (A2x+ b2) = 0

}
= Σ ∩ π2

Estas rectas pueden a su vez intersectarse en un punto
x0, el cual será aquel punto donde ambos campos F1(x) y

F2(x) son tangentes a Σ. Esto es, el punto x0 es un punto
de doble tangencia (PDT); ver (Colombo et al. (2010),
Colombo et al. (2012) y Jeffrey et al. (2009)).
Aśı, si consideramos el sistema

Tx = b (5)

donde T =

 nT

nTA1

nTA2


3×3

y b =

 nT q0
−nT b1
−nT b2


3×1

,

de acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para n = 3,
el sistema (5) puede presentar las siguientes situaciones

a) Ran(T ) = Ran(T ∗) = 3 ⇐⇒ Único PDT
b) Ran(T ) = Ran(T ∗) < 3 ⇐⇒ Infinidad de PDT’s
c) Ran(T ) 6= Ran(T ∗) ⇐⇒ Ningún PDT

donde T ∗ es la matriz ampliada de T .
Consideremos el primer caso. En esta situación el plano
Σ siempre quedará dividido en los tres tipos de regiones
alrededor del PDT (ver Figura 1),
Región de deslizamiento:
Σs =

{
x ∈ Σ : nT (A1x+ b1) > 0 y nT (A2x+ b2) < 0

}
,

Región de escape:
Σe =

{
x ∈ Σ : nT (A1x+ b1) < 0 y nT (A2x+ b2) > 0

}
,

Región de cruce:
Σc =

{
x ∈ Σ : nT (A1x+ b1)nT (A2x+ b2) > 0

}
.

Nuestro objetivo es, primero encontrar una forma normal
para el sistema (4) satisfaciendo la condición |T | 6= 0
y después encontrar familias que presenten conexiones
globales alrededor del PDT x0.

e

s

c

c

Figura 1. Regiones alrededor del PDT x0.

4. FORMA NORMAL

En esta sección presentamos el cambio de coordenadas
reportado en (Castillo et al. (2014)), para transformar al
sistema (4) en una forma normal y aśı realizar un análisis
más sencillo. De hecho, se utiliza la matriz T , ya que es
invertible en este caso.

Lema 1. El cambio de coordenadas

y = T (x− x0),
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donde T =

 nT

nTA1

nTA2


3×3

, transforma el sistema (4) en

ẏ =

{
f1(y) = A1y + b̃1, si y1 < 0,

f2(y) = A2y + b̃2, si y1 > 0,
(6)

donde A1 =

(
0 1 0
c1 c2 c3
c4 c5 c6

)
,A2 =

(
0 0 1
d1 d2 d3
d4 d5 d6

)
, b̃1 =(

0
b12
b13

)
, y b̃2 =

(
0
b22
b23

)
.

Observe que al aplicar el cambio de coordenadas a las
superficies Πi, obtenemos las nuevas superficies

π1 = {y ∈ R3 : y2 = 0, y y1 ≤ 0},
π2 = {y ∈ R3 : y3 = 0, y y1 ≥ 0}.

Aśı, en el sistema normalizado se identifican fácilmente las
regiones de deslizamiento, escape y cruce.

Σs = {y ∈ Σ : y2 > 0 y y3 < 0} , (7)

Σe = {y ∈ Σ : y2 < 0 y y3 > 0} ,
Σc = {y ∈ Σ : y2y3 > 0} .

Las fronteras de la región de deslizamiento son las rectas

l1 = Σ ∩ π1 y l2 = Σ ∩ π2,

y el PDT es el origen. En la figura 2 podemos ver como
el flujo de cada lado golpea(Σs), jala(Σe) ó cruza(Σc) el
plano de conmutación Σ.

c

c

Figura 2. Regiones y flujos en forma normal. ψt es el flujo
en la mitad del espacio {y1 < 0}, y φt es el flujo en la
mitad del espacio {y1 > 0}.

5. CONEXIONES GLOBALES

La órbita heterocĺınica es la órbita que une dos puntos
de equilibrio en el espacio fase, es decir, una variedad que
forma un lazo cerrado conectando dos puntos de equilibrio.
En este tipo de conexión, la variedad inestable de un punto

de equilibrio p1 se une a la variedad estable de otro punto
de equilibrio p2. Si también sucede que la variedad estable
de p1 se une a la variedad inestable de p2, entonces se tiene
un ciclo heterocĺınico.
Por otro lado, una órbita homocĺınica ocurre cuando las
variedades estable e inestable de un punto de equilibrio
se unen. Esas variedades tienen las siguientes propiedades:
las trayectorias que parten de condiciones iniciales sobre
la variedad estable se aproximan al punto de equilibrio
cuando t→∞; las trayectorias que parten de condiciones
iniciales sobre la variedad inestable se aproximan al punto
de equilibrio cuando t → −∞. El procedimiento para
obtener familias de órbitas heterocĺınicas y homocĺınicas
que presentamos en este trabajo es puramente geométrico,
aprovechando la forma normal (6) para lograrlo.
Para el caso de las órbitas heterocĺınicas, consideramos
por simplicidad puntos silla tales que sus espectros sean
dos valores propios reales negativos y uno real positivo.
De esta manera, el espacio propio estable será un plano y
el espacio propio inestable será una recta y el mecanismo
para construir una órbita heterocĺınica es colocar el espacio
propio inestable de un equilibrio y el espacio propio estable
del otro equilibrio de tal manera que se intersecten en
un punto de Σc. La manera de proceder para obtener
órbitas homocĺınicas es similar al caso de las órbitas
heterocĺınicas, sólo que aqúı buscamos un flujo en la mitad
del espacio {x1 > 0} tal que conecte directamente los
puntos de intersección de los espacios propios asociados
al punto de equilibrio en la mitad del espacio {x1 <
0}. Enseguida, para simplificar los cálculos haremos otro
cambio de coordenadas, esta vez uno por pedazos.

Lema 2. El cambio de coordenadas{
x = P−1

1 y, si y1 < 0,
x = P−1

2 y, si y1 > 0,
(8)

donde P−1
1 =

(
1 0 0
0 1 0
δ1 0 1

)
, y P−1

2 =

(
1 0 0
δ2 1 0
0 0 1

)
transforma el sistema (6) en

ẋ =

{
Ã1x+ b̃1, si x1 < 0,

Ã2x+ b̃2, si x1 > 0,
(9)

donde

Ã1 =



(
0 1 0
c̃1 c̃2 c̃3
c̃4 0 c̃6

)
, si δ1 = −c5,(

0 1 0
0 c̃2 c̃3
c̃4 c̃5 c̃6

)
, si δ1 =

c1
c3
, con c3 6= 0,(

0 1 0
c̃1 c̃2 c̃3
0 c̃5 c̃6

)
, si δ1 =

c4
c6
, con c6 6= 0.

Ã2 =



 0 0 1

d̃1 d̃2 0

d̃4 d̃5 d̃6

 , si δ2 = −d3, 0 0 1

0 d̃2 d̃3
d̃4 d̃5 d̃6

 , si δ2 =
d1
d2
, con d2 6= 0, 0 0 1

d̃1 d̃2 d̃3
0 d̃5 d̃6

 , si δ2 =
d4
d5

con d5 6= 0.
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Aśı, tenemos nueve posibles combinaciones para el sistema
en forma normal (9).

5.1 Conexiones heterocĺınicas

Considere la siguiente familia de SLPPD’s con dos paráme-
tros

ẋ =

{
A1x+ b1, si x1 < 0,
A2x+ b2, si x1 > 0,

(10)

donde

A1 =

 0 1 0
α1 0 −α2

b213 0 0

, A2 =

 0 0 1
b222 0 0
α1 −α3 0

, b1 = 0
α1

b13
b13

, b2 =

 0
b22
α1

b22


con b13 > 0, b22 < 0, b13 + b22 > 0, y

α1 = b213 + b13b22 + b222 > 0

α2 =
b22
b13

(b13 + b22) < 0

α3 =
b13
b22

(b13 + b22) < 0.

Esta familia tiene un ciclo heterocĺınico alrededor del
origen, el cual es una singularidad Teixeira ya que b13b22 <
0; ver (Colombo et al. (2010), Jeffrey et al. (2009)).
Los espectros de las matrices A1 y A2 son

σ(A1) = {b13, b22,−(b13 + b22)} = σ(A2)

Los puntos de equilibrio de los campos vectoriales en los
semiespacios {x1 < 0} y {x1 > 0} son respectivamente

p1 =

−
1

b13
0
0

 y p2 =

−
1

b22
0
0


El espacio propio inestable de p1 intersecta al espacio
propio estable de p2 en el punto

q1 =

(
0
1
1

)
∈ Σc,

y el espacio propio inestable de p2 intersecta al espacio
propio estable de p1 en el punto

q2 =


0
b22
b13
b13
b22

 ∈ Σc, ver Figura 3.

Observación 2. Es importante notar que el campo desli-
zante en esta familia siempre tiene un único equilibrio,
aunque esto no es fundamental para la creación del ciclo
heterocĺınico.

5.2 Conexiones homocĺınicas

Considere la siguiente familia de SLPPD’s con dos paráme-
tros

ẋ =

{
A1x+ b1, si x1 < 0,
A2x+ b2, si x1 > 0,

(11)

1

2

3

q

q

1

2

p
1

p
2

x

x

x

Figura 3. Esquema del ciclo heterocĺınico para la familia
(10).

donde A1 =

(
0 1 0
1 0 c3
0 0 −1

)
, A2 =

(
0 0 1
−1 0 0
−1 0 0

)
, b1 =

(
0
b12
1

)
,

b2 =

(
0
0
0

)
, con b12 + c3 > 0.

Los espectros de las matrices A1 y A2 son respectivamente

σ(A1) = {−1,−1, 1} y σ(A2) = {0, i,−i}

En la mitad del espacio {x1 < 0} ya que A1 es invertible,
el sistema tiene un único punto de equilibrio el cual es un

punto silla, esto es p1 =

(−(b12 + c3)
0
1

)
, y en la mitad del

espacio {x1 > 0} el sistema tiene el continuo de puntos de
equilibrio ∆ = {x ∈ Σ : x3 = 0}. De hecho, el conjunto ∆
es un conjunto de equilibrios frontera de (11).
El espacio propio inestable de p1 intersecta a Σ en q1 =(

0
1
1

)
∈ Σc y una solución sobre el espacio propio estable

de p1 intersecta a Σ en q2 =

(
0
−1
−1

)
∈ Σc.

El flujo en la mitad del espacio {x1 > 0} está determinado
por

φt(x) = etA2x =

(
cos t 0 sin t
− sin t 1 −1 + cos t
− sin t 0 cos t

)
x

Aśı, φt(q1) = q2 en t = π. De esta manera, hemos
completado la órbita homocĺınica, es decir, si tomamos
una condición inicial p0 ≈ p1 sobre el espacio propio
inestable de p1, entonces ψt1(p0) = q1, φπ(q1) = q2 y
ψt(p2) → p1, cuando t → ∞. Para observar la órbita
homocĺınica, hacemos b12 = 1 y c3 = 0. Ver Figura 4.

6. CONCLUSIONES

Se mostró mediante una forma normal, que es posible
obtener familias de SLPPD’s con conexiones globales para
el caso en que éstos sistemas presenten un único PDT. De
la misma forma, se pueden obtener familias de SLPPD’s
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Figura 4. Órbita homocĺınica para b12 = 1 y c3 = 0.

con conexiones globales para el caso en que los sistemas
no posean un único PDT. Más aún, es posible encontrar
familias de SLPPD’s con conexiones globales deslizantes
(ó pseudo-conexiones globales (Kuznetsov et al. (2003))),
ya que mediante las formas normales se obtienen expre-
siones canónicas para los campos de deslizamiento. Aśı, se
puede conectar de alguna manera la dinámica deslizante
con la dinámica de cruce y obtener dinámicas más com-
plejas.
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