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Resumen: Se presenta la aplicacién experimental de Controladores Continuos por Modos
Deslizantes de Orden Superior de diferentes érdenes a un sistema carro-péndulo siguiendo
la metodologia de dos pasos de Modos Deslizantes: i) Disefio de variable de deslizamiento cuyo
grado relativo y dindmica cero estdn basadas en el criterio LQ Singular y ii) el diseno del
correspondiente Controlador Continuo por Modos Deslizantes de Orden Superior. Se presenta
un analisis de precisién de los resultados en funcién del orden del controlador y la méxima
precision posible en presencia de no-idealidades lo que permite establecer un compromiso entre
la precision obtenida en la implementacién y la complejidad del controlador.

Keywords: Modos Deslizantes, Control Robusto, Precision de controladores, Convergencia en
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1. INTRODUCCION

El carro-péndulo es un sistema sub-actuado disefiado
para la investigacion cuyas caracteristicas fisicas ilustran
diferentes problemas complejos de la teoria de control.
Consiste en un poste montado sobre un carro de tal forma
que el poste puede girar libremente en el plano vertical.
Para columpiar y balancear el poste, el carro es empujado
hacia atras y hacia adelante sobre un riel de longitud
limitada. El péndulo se mueve sélo a través de las fuerzas
aplicadas al carro mediante una banda actuada por un
motor de CD. Este sistema sub-actuado, con longitud
de riel, posicién del carro y control acotados, puede ser
descrito mediante un modelo no lineal de cuarto orden
con una entrada de control, que tiene multiples puntos
de equilibrio, tanto estables como inestables. Usualmente
se consideran los puntos de equilibrio inestables para los
experimentos de estabilidad de controladores (INTECO,
2008).

El diseno de control por Modos Deslizantes consta de una
metodologia de dos pasos, la elecciéon adecuada de una
variable de deslizamiento asociada a una dindmica cero
estable de orden reducido y el diseno de un controlador
que lleve a las trayectorias del sistema a la superficie
de deslizamiento. Una manera de elegir la variable de
deslizamiento, para un sistema de orden n, cuya dindmica
cero sea de dimensién menor o igual a (n — 1), y que
implica que su grado relativo sea mayor o igual a 1
(r > 1), es usando el indice de desempefio singular
Lineal Cuadratico (LQ) (Castillo and Fridman, 2013).
Para variables de deslizamiento de grado relativo mayor
a uno es posible utilizar los Controladores por Modos
Deslizantes de Orden Superior (Levant, 2003, 2005). Por
otro lado, si el orden del controlador coincide con el
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grado relativo del sistema se tienen ventajas: no hay
necesidad del diseno de una variable de deslizamiento, la
convergencia de los estados es en tiempo finito y se obtiene
la maxima precisién posible (Levant, 1993), (Levant and
Fridman, 2010).

Como herramienta para tener controladores de orden ar-
bitrario por modos deslizantes, existen algoritmos de ro-
bustecimiento de controladores continuos de convergencia
en tiempo finito (Castillo et al., 2014), los cuales permi-
ten heredar las propiedades de los Modos Deslizantes de
Orden Superior a un controlador nominal arbitrario.

En la teoria, al aumentar el orden del controlador, se
incrementa la precisién obtenida en la superficie de desli-
zamiento pero a su vez, se incrementa la complejidad de la
ley de control y el consumo de recursos computacionales.
Por otro lado, en la implementacion fisica de controlado-
res, la maxima precisiéon alcanzable esta restringida por
la presencia de no-idealidades (e.i. precisién y velocidad
limitadas en sensores y actuadores, y tiempo de muestreo,
etc.) que no permiten explotar al maximo las propiedades
de Modos Deslizantes como compensacion exacta de cierto
tipo de perturbaciones acopladas al canal de control, con-
vergencia en tiempo finito y el incremento de la precisién
respecto al incremento del orden del controlador. Para
controladores por modos deslizantes la precisién se define
como el supremo de la variable de deslizamiento cuando
el sistema se encuentra en estado estacionario. (Levant,
1993), (Levant and Fridman, 2010).

Contribucion. En este articulo se presenta un andlisis
de la precisiéon de controladores por Modos Deslizantes
con respecto al orden y tiempo de muestreo en su im-
plementacion fisica en el carro-péndulo. Debido a las no-
idealidades presentes en cualquier sistema de control, exis-
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te un compromiso entre la maxima precision alcanzable y
la complejidad del controlador.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA
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Figura 1. Diagrama del carro-péndulo en un sistema de
coordenadas (INTECO, 2008).

El modelo matematico no lineal del sistema carro-péndulo
(INTECO, 2008) considerando el sistema representado en
la figura 1, es:

1 = I3
fL:Q = X4
. aywy(x,u) + we(x)cos(xo
5. _ @aw(e,) £ ws(a)cos(as) "
d(x)
: wy (2, u)cos(xe) + agws(x)
Ty =
d(x)
donde el vector de estados X = [z1 x2 3 x4]T repre-
senta, 1 = Posicién del carro, zo = Posicién angular

del péndulo, x3 = Velocidad del carro, x4 = Velocidad
angular del péndulo. Ademas,

wy(z,u) =cy(u+ f) + 22sin(zy) — coxs,
wa(xz,u) = —gsin(re) — c3ry,
d(x) =b — cos*(z2),
Ip Ip
ap= 7,0y = 771):@1@2 =
_ D1 o Jfe—p2 o Ip
Cl = —,C = ,C3 = —,
ml ml ml

donde u es la entrada de control y f representa una
perturbacion acoplada al canal de control. A continuacion
se presenta la tabla con los parametros del sistema dados
por el fabricante (INTECO, 2008).
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Simbolo | Descripcién Valor
m Masa equivalente del carro y péndulo 0.872[Kg]
1 Distancia del eje de rotacién al centro de masa del sistema 0.011[m]
fe Coeficiente de friccién dindmica del carro 0.5[N-s/m)|
fs Friccion estatica del carro 1.203[N]
fp Coeficiente de friccién rotacional 6.5-107[N-m-s/rad]
Jp Momento de inercia del péndulo con respecto al eje de rotacion | 0.00292[kg:m?]
g Aceleracion de la gravedad 9.81[m/s7]
n Razon de la fuerza del control a la sefial PWM 94[N]
P2 Razon de la fuerza de control a la velocidad del carro -0.548|N-s/m]
Tabla 1. Tabla de parametros del sistema
original.
Linealizacion  El sistema linealizado, sin perturbacio-

nes, en torno al punto de equilibrio Xo; = [0 0 0 0],

Uy =0 es:

412

& = Ax + Bu, (2)
0 0 1 0 0
0 O 0 1 0
A= |o g aicy  C3 y B= a1cy1
1—-b 1—-b1-=0 b—1
0 asqg Co c3 C1
1-b1-b1-0 b—1

La salida del sistema esta dada por:

100%

y=Cg, 02[0100

debido a que los tnicos estados medibles son x1 y 3.
Los estados x3 y x4 se obtienen al derivar x; y 2
respectivamente, por medio de derivadores de Levant
(Levant, 2003).

Objetivo de control. El objetivo de control en las simula-
ciones y experimentos serd la estabilizacion en el origen,
que es un punto de equilibrio inestable, dadas condiciones
iniciales distintas de cero y en presencia de perturbaciones
Lipschitz y acopladas al canal de control.

3. METODOLOGIA DE MODOS DESLIZANTES

La metodologia de diseno de controladores por Modos
Deslizantes consta de dos pasos, el eleccién de una variable
de deslizamiento y el disefio de un controlador que force
las trayectorias del sistema a la superficie de deslizamien-
to.

3.1 Diseno de las variables de deslizamiento

El diseno de las variables de deslizamiento se puede hacer
por el método de disenno basado en LQ singular. Para el
disenio de las variables de deslizamiento se va a usar la
funcién SSLQ presentada en (Castillo and Fridman, 2013)

[T, 8S,QC, Uegn, Algorithm] = SSLQ(A, B, Qb, AlphaGain) (3)

donde las entradas estan dadas por: las matrices A y B

del modelo matemético lineal del carro-péndulo (2), y la
matriz de ponderacion Qb = @, la cual es elegida de forma
experimental.
Después de ejecutar la funcién (3) en MATLAB, se ob-
tienen las salidas [T, SS, QC,Ueqgn, Algorithm], sin em-
bargo en este caso, solo se considera la salida matricial
S5S € RO que da el vector de ganancias de la variable
de deslizamiento de la forma:

o
o)

. | =85z
o =1

donde T = Tz representa los estados del sistema (2) en
forma candnica controlable, con T una matriz dada por

(3)-

En la tabla 2 se muestran las variables de deslizamiento
disenadas con su respectiva matriz de costo.

Octubre 14-16, 2015.
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Grado relativo Q o
560000 0 138680 0
0 100 0 0 B .
! 138680 0 34609 0 o=[8518451]z  (a)

0 0 0 14

544000 0 131750 0
0 1 0 o0 _
2 131750 0 34000 0 o=[40510z  (b)
0 0 0 o0

6=[04051]z

c=12333100Z (o)
49

000
0900 . i}
0000 6 =1[02.33310]z
0000

5 =[002.333 1)z

Tabla 2. Superficies de deslizamieno disenadas
con la funciéon SSLQ.

3.2 Diseno de Controlador

En esta seccién se presentan los controladores por Modos
Deslizantes de Orden Superior implementados, tanto en
simulaciones como de forma experimental, en el siste-
ma carro-péndulo. Todos estos controladores generan una
senal continua y pueden compensar exactamente pertur-
baciones Lipchitz en el tiempo.

Super-Twisting (Levant, 1993)

Lo
u = —ky | o |2 sign(o) +w, (4)
w = —kosign(o),

donde kq y ko, son la ganacias del controlador y o es la
variable de deslizamiento.

Control Integral Discontinuo (Zamora et al., 2013)
u=—k|o |% sign(o) —ka | & |% sign(o) + z, (5)
2 = —kssign(o),

donde ky,ks y k3, son la ganacias del controlador y o es

la variable de deslizamiento.

Control de Hong (Hong et al., 2005) robustecido

ur = —ky || o °° sign(o) | sign(] o " sign())
ug=—kyll o |1'11 sign(o) — ug \1'25
sign(| & |M sign(o) — up)
uz = — ks || & |23 sign(5) — ug |17
sign(| & |*37 sign(5) — us)
gy = —ky || o |1 sign(o®) — ug |?

(3) |1.71

sign(| o sign(c®) — ug)

v=—ks|S|? sign(S)+w
w = — kgsign(S)
s =0""1 = [ (#(o(r) + gl (runlo(r))dr
0
U =Uyp + v (6)

donde k1,ko,k3,k4,k5 v kg, son la ganacias del controlador,
n es el orden del controlador y o es la variable de
deslizamiento.

Las ganancias de los controladores, disenadas de manera
experimental, para cumplir con la tarea de control y la
variable de deslizamiento asociada, disenada en 3.1, se
muestran en la tabla 3.

Controlador k1 ko ks ka ks ke o
Algoritmo
Super- 15 15 * * * * (a)
Twisting
Control
Integral 26 25 5 * * * (b)
Discontinnuo
Hong de
tercer orden 1 1.6 | 70 5 5 * (c)
robustecido
Hong de
cuarto orden 0.8 0.9 2 140 5 5
robustecido

Tabla 3. Tabla de las ganancias de los contro-
ladores implementados.

[1000]z

4. SIMULACIONES

El objetivo de control es estabilizar el sistema en el
origen en la presencia de una perturbacion Lipschitz en
el tiempo, acoplada al canal de control, descrita por la
ecuacion

f = sen(5t) + 2cos(3t) + 2. (7)
Para todos los casos las condiciones inciales de los estados
son cero, exepto para el angulo del péndulo que es 0.2
[rad], y el periodo de muestreo es de un milisegundo.

En la figura 2 se muestra el resultado de la simulacién del
algoritmo (4).
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Figura 2. Simulacién del carro-péndulo con Algoritmo
Super-Twisting y superficie de grado relativo 1,
(x1[m], x2[rad], z3[m/s], x4[rad/s]).

Se puede observar que el sistema converge a la superficie
de deslizamiento y, después de esto, los estados convergen
al origen. Se ve que la senal de control toma la misma
forma de la perturbacién (7) pero con signo contrario, lo
cual indica una compensacién exacta de esta.

Octubre 14-16, 2015.
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En la figura 3 se presentan los resultados de la simulacién
del sistema carro-péndulo con el controlador (5).
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Figura 3. Simulacién del carro-péndulo con Control In-
tegral Discontinuo y superficie de grado relativo 2,
(z1[m], zo[rad], x3[m/s], z4lrad/s)).

Se puede ver que la variable de deslizamiento llega a cero
en tiempo finito, entonces, los estados del sistema van a
cero de forma exponencial. La sefial de control es continua
y compensa de forma exacta a (7).

En la figura 4 se muestra la simulacién de (6), con n = 3,
estabilizando al sistema (1).
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Figura 4. Simulacién del carro-péndulo con Control de
Hong de tercer orden robustecido y superficie de
grado relativo 3, (z1[m], x2[rad], z3[m/s], x4[rad/s]).

Se puede apreciar que la variable de deslizamiento, y
su primera y segunda derivada con respecto al tiempo,
convergen a cero en tiempo finito y los estados del sistema
lo hacen de forma exponencial. Ademds, la senal de
control compensa exactamente a la perturbacién.

En la figura 5 se presentan los resultados obtenidos con
el algoritmo (6), con n = 4.
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Figura 5. Simulacién del carro-péndulo con

Control de Hong de cuarto orden robustecido,
(x1[m], x2[rad], z3[m/s], x4[rad/s]).

En esta simulacion el controlador lleva directamente los
estados a cero en tiempo finito, por la accién del contro-
lador de Hong, y se tiene una compensacién exacta de (7)
por medio del algoritmo de robustecimiento.

5. EXPERIMENTOS

En los experimentos, el carro-péndulo es llevado de su
posicién inicial hasta una vecindad del origen mediante
un swing up, cuando esto se logra, el controlador conmuta
a uno de los disenados en la seccién 3.2 que lo estabiliza
en el origen. La zona de estabilizacién estd acotada por
0.2 [rad] alrededor del origen y las condiciones iniciales del
sistema, cuando se conmuta el controlador, son diferentes
de cero en todos los estados.

Una vez que el sistema estd en estado estacionario se
le aplican dos perturbaciones, una acoplada al canal de
control, a los 15[s], que consiste en un golpe al carro, y
otra no acoplada al canal de control, en el segundo 22,
que es un golpe al péndulo.

En la figura 6 se muestran los resultados de la implemen-
tacién del algoritmo (4).
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Figura 6. Carro-péndulo con Algoritmo Super-
Twisting y superficie de grado relativo 1,

(x1[m], x5[rad], x3[m/s], za[rad/s]).
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En la figura 6 se puede observar que el sistema converge
a la superficie de deslizamiento en tiempo finito y los
estados van a cero de forma exponencial.

En la figura 7 se muestra la respuesta del sistema con el
algoritmo (5).
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Figura 7. Carro-péndulo con Control Integral
Discontinuo y superficie de grado relativo 2,

(w1[m], xa[rad], x3[m/s], xa[rad/s]).

Se observa que tanto la variable de deslizamiento como
los estados llegan a cero.

En la figura 8 se muestran lo resultados obtenidos con la
implementacién del controlador (6), con n = 3.
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Figura 8. Carro-péndulo con Control de Hong de tercer
orden robustecido y superficie de grado relativo 3,
(x1[m], x2[rad], z3[m/s], x4[rad/s]).

La variable de deslizamiento y sus dos primeras derivadas
temporales llegan a cero al igual que los estados.

En la figura 9 estdn los resultados obtenidos con la
implementacién del algoritmo (6), con n = 4.
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Figura 9. Carro-péndulo  con Control  de
Hong de cuarto orden robustecido,

(x1[m], x2[rad], z3[m/s], x4[rad/s]).

En la figura 9 se observa que los estados convergen al
origen.

6. ANALISIS DE RESULTADOS

El célculo de la precisién para controladores por modos
deslizantes se presenta en (Levant, 1993).

6.1 Simulaciones

En la tabla 4 se hace una comparaciéon de los diferen-
tes controladores, con base en su precisién, tanto en la
superficie como en los estados del sistema, esto con la
finalidad de ver cual controlador es el que conviene usar
para estabilizar el sistema carro-péndulo en simulaciones.

Controlador | o] |21 | | @2 | |23 | |24 |
Algoritmo
Super-
Twisting
Control
Integral
Discontinnuo

5

32.78-1076 | 4.10°6 1-107° 2.8-1074 9.1074

0.67-107% | 6-107¢ | 1.33-107® | 5.32.107% | 1.77-1073

Hong de
tercer orden
robustecido

Hong de
cuarto orden
robustecido

Tabla 4. Precisién de los controladores imple-

mentados en simulacién en el carro-péndulo.

80-10=% | 1.3-107% | 3.835-1076 | 4.85.10~* | 1.47-1073

360-1071% | 1.8-107% | 5.66-106 5.107% | 1.65-1073

En la tabla 4 se puede observar que mientras mayor fue
el orden del controlador mejor fue la precisiéon en las
superficies de deslizamiento y se comprueba que, en teoria
(de forma ideal), la precision crece conforme al orden del
controlador. En cuanto a la precisiéon que se tiene en la
estabilizacion de los estados del sistema, el controlador
que tuvo mejores resultados fue el de orden cuatro, el
controlador de Hong de cuarto orden robustecido, corro-
borando que cuando el orden del controlador coincide
con el grado relativo del sistema se obtiene la maxima
precisién posible (Levant and Fridman, 2010).

Octubre 14-16, 2015.
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0.2 Ezperimentos

En la tabla 5 se hace una comparacién de los diferentes
controladores implementados, en el sistema carro-péndu-
lo, con base en su precisién, tanto de la superficie como de
los estados del sistema. El tiempo de muestreo utilizado
en los experimentos es de un milisegundo.

Controlador lo] |z | |2 | |23 | E
Algoritmo
Super-
Twisting
Control
Integral
Discontinnuo

11.86-1073 | 17-1073 | 12.3-1073 | 104.1073 | 328.1073

150-1076 | 2.7-1073 | 6.1-1073 | 74.7-107% | 296-10~3

Hong de

tercer orden | 2.24-107% | 20.7-1073 | 16.9-1073 | 123.5-1073 | 3961073
robustecido
Hong de
cuarto orden

robustecido
Tabla 5. Precisién de los controladores imple-
mentados en el carro-péndulo.

6.16-1075 | 12-107% | 18.4-107% | 158-10~3 | 5031073

En la tabla 5 se puede observar que el controlador con
mejores resultados en los estados del sistema fue el de
segundo orden, el Control Integral Discontinuo.

6.3 Discusion

Este resultado se lo podemos atribuir a que, aunque se
aumente el orden del controlador, los sensores y actua-
dores del sistema ya no permiten mas precisién tanto en
las mediciones como en las senales de control y, por lo
tanto, esta por demds que se implemente un controlador
de mayor orden.

En la figura 10 se puede observar la diferencia que existe
entre la precisién obtenida, por un sistema ideal (simula-
ciones), y un sistema real (experimentos).

A)

= Experimertos

1.50E-04

2 24E-03

1.19€-02

3.20E-05

Figura 10. Precision de la superficie de deslizamiento en
A)Simulacién y B)Experimento.

Es posible observar que en las simulaciones, la precisién
incrementa conforme aumenta el orden del controlador,
mientras que, en los experimento la precision alcanzada
por el controlador de orden dos ya no es superada signifi-
cativamente por ningin otro controlador. En la teoria no
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existe una forma para determinar el orden de controlador
mas adecuado para un sistema en particular, por lo tanto,
una forma para determinar que controlador tendrd mejor
desempenio es probar todos los controladores de orden
menor o igual al grado relativo del sistema y analizar
los resultados para determinar el que mejor desempeno
tenga.

7. CONCLUSIONES

El trabajo principal de este articulo consistié en la im-
plementacién de los controladores por modos deslizantes
de orden superior de senal continua, en un sistema carro-
péndulo, en el cual la tarea de control consiste en estabi-
lizar el sistema en el punto de equilibrio inestable.

Una vez implementados todos los controladores se pudo
hacer un analisis de los resultados y de esta manera deter-
minar qué controlador es el méds adecuado para cumplir
con la tarea de control.

De los resultados obtenidos se puede concluir que en
simulaciones el controlador que mejor desempeno tuvo fue
de cuarto orden.

Finalmente, atin cuando la precision de los controladores
estd ligada al orden de estos, en la implementacién exis-
ten no idealidades que hacen que el funcionamiento de
los controladores sea mermado, por lo cual, la precision
alcanzada por un controlador de orden dos no puede ser
superada por uno de mayor orden o resulta poco practico
su implementacién.
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