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Resumen: En este trabajo se disena una funcién de Lyapunov suave para el diferenciador
de Levant de segundo orden. El método de construccién de la funcién de Lyapunov
aprovecha la estructura del campo vectorial del sistema para elegir una funcién candidata.
El campo vectorial, la funcién candidata y su derivada pertenecen a una clase especial de
funciones homogéneas que denominamos Formas Generalizadas. Lo anterior permite utilizar
la descomposicién en Suma de Cuadrados (SOS) para verificar positividad de la funcién y
la negatividad de su derivada. También se propone un nuevo juego de ganancias para el
diferenciador y se estima el tiempo de convergencia de las trayectorias del sistema.

Palabras Clave: Control por Modos Deslizantes, Estabilidad de Lyapunov.

1. INTRODUCCION

En el diseno de sistemas de control realimentados ge-
neralmente se requiere conocer plenamente las variables
de estado que describen al sistema, sin embargo, en
muchos casos no es posible medirlas todas. Es por ello
que se necesitan observadores y diferenciadores. Una
forma sencilla de estimar la derivada de una variable
de estado es utilizar filtros paso alto. Sin embargo, la
salida de estos filtros sélo puede ser una aproximacién
de la verdadera derivada de una senal en un ancho
de banda limitado. Para aminorar este problema se ha
propuesto el uso de observadores de alta ganancia (Khalil,
2002), aunque éstos presentan un fenémeno indeseable de
sobreimpulso denominado “peaking”. En teoria de Modos
Deslizantes, el Diferenciador Robusto Exacto de primer
orden (Levant, 1998), también conocido como algoritmo
“Super—Twisting”, proporciona tedéricamente de forma
exacta la primera derivada de una senal en tiempo finito.

Para obtener derivadas de orden superior, el uso de
multiples diferenciadores de primer orden en cascada
se ha reportado inconveniente debido a la pérdida con-
siderable de precisién (Levant, 2003). No obstante, en
(Levant, 2003) se propuso un diferenciador por modos
deslizantes para determinar derivadas de orden arbitrario
de una senal dada. Este diferenciador lleva el error de
diferenciacién a cero en tiempo finito y no presenta la
rapida pérdida de precisién que poseen los diferenciadores
de primer orden en cascada. Otra caracteristica de este
sistema es su grado de homogeneidad negativo, lo que im-
plica convergencia en tiempo finito si se verifica la estabili-
dad asintética. La convergencia de este diferenciador se ha
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demostrado mediante métodos geométricos y propiedades
de homogeneidad (Levant, 2003), (Levant, 2005). Las
pruebas de convergencia ofrecidas en estos tdltimos tra-
bajos son de poca utilidad para analizar propiedades del
diferenciador, tales como robustez y tiempo de convergen-
cia, debido a que no se emplean funciones de Lyapunov.

En el caso del diferenciador de segundo orden, se ha
disenado un funcién de Lyapunov en (Moreno, 2012). Sin
embargo, esta funcién posee dos desventajas principales.
La primera es que, aunque continua, no es diferenciable.
La segunda es que para obtener ganancias del sistema
se necesita resolver complicadas desigualdades no lineales
en funcién de los coeficientes de la funcién y de los
pardmetros del sistema (las desigualdades se obtuvieron
mediante una generalizacién de la desigualdad de Young).
En este aspecto, es deseable contar con una funcién de
Lyapunov diferenciable para aplicar el método directo de
Lyapunov, y con ella evitar dificultades adicionales al usar
funciones no diferenciables.

En (Nakamura et al., 2002) se ha probado la existencia
de funciones de Lyapunov diferenciables y homogéneas
para sistemas homogéneos con lado derecho discontinuo.
M4s ain, en (Sédnchez y Moreno, 2014) se ha presentado
una metodologia para construir funciones de Lyapunov
diferenciables para ciertos sistemas homogéneos. Como
ejemplo, el procedimiento fue aplicado a los sistemas de
segundo orden Super-Twisting y a un integrador doble con
realimentacion homogénea. Dicha metodologia se sirve de
la estructura del campo vectorial del sistema para elegir
una funcién de Lyapunov candidata. Asi, tanto el sistema
como la funcién y su derivada pertenecen a una clase
especial de funciones homogéneas. Esto permite que el
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problema de probar la positividad de la funcién y la
negatividad de su derivada a lo largo del campo se reduzca
al problema algebraico de verificar la positividad de un
conjunto de polinomios.

En este articulo, basandose en el moldeo de la funcién can-
didata propuesto en (Sdnchez y Moreno, 2014), se disenia
una funcién de Lyapunov diferenciable para el diferencia-
dor de Levant de segundo orden. Es importante senalar
que a diferencia de (Moreno, 2012), la positividad de la
funcién y la negatividad de su derivada se determinan
a través de su descomposiciéon en polinomios expresables
como Suma de Cuadrados (SOS). Esto facilita el disefio
de los coeficientes de la funcién de Lyapunov y de las
ganancias del diferenciador. La descomposicién en SOS se
resuelve mediante una herramienta informatica denomi-
nada SOSTOOLS (Papachristodoulou et al., 2013). Con
la funcién de Lyapunov obtenida, se estima una cota del
tiempo de convergencia para el error de diferenciacién.

Este articulo esta organizado como sigue: La Seccién II
provee dos teoremas como contribuciones principales, el
primero se refiere a la funcién de Lyapunov resultante
de la descomposicién en SOS realizada. El segundo trata
sobre el tiempo finito de convergencia y la robustez del
error de diferenciaciéon. La prueba del primer teorema
es constructiva y se desarrolla de la Seccién III a la
Seccién IV. Las Secciones V y VI contienen la prueba
del segundo teorema. Finalmente, en la Seccién VII se
muestran algunas simulaciones.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y
RESULTADO PRINCIPAL

Considere una sefial o(t) € R con tercera derivada
temporal acotada, es decir, |[c®)(t)] < A, ¥Vt > 0 con
0 < A € R. Para estimar en tiempo finito y de manera
exacta la primera y segunda derivada de la sefial o(t), en
(Levant, 2003) se propone el sistema de tercer orden

51 = —]{11 LS1 - O'(tﬂ% + S92,
. 1
So = 7](52L51 7U(tﬂ3 + 83, (1)
53 = 7](53 le — Cf(t)-‘07
donde s1, s2 y s3 corresponden a los estimados de
las sefiales o(t), oM (t) y o®(t). Con ganancias k =
[k1, ko, k3]T € R? disefiadas apropiadamente, los estima-
dos 51, 52y s3, convergen a o (t), oV (t) y e (t), Vvt > T,
donde T es el tiempo de convergencia. Tanto en (1) como
en el resto del articulo se emplea la siguiente notacion:
para una variable real x € R y un nimero racional p € Q,
|z]? £ |z|? - sign(x). Por tanto, |z]' = |z] = z y
|2]° = sign(x).
Tal como en (Moreno, 2012), definiendo los errores de
diferenciacién z; £ s; — c@=1(t), i = 1,2, 3 se obtiene a
partir de (1) la siguiente dindmica
1=~ ki|21]% + 2,
. 1
T2 :—kng1]3 + x3, (2)
T3 = — ]{33|_$1-|0 + W(t),
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donde la funcién 7(t) estd dada por el negativo de la ter-
cera derivada de la senal o, es decir 7(t) = —a(®) (t), note
que |7(t)| < A. Debido a que 7 (t) es una funcién incierta,
en adelante se considerard como una perturbacion. Asi,
(2) puede asociarse a la inclusién diferencial & € F(z)
debido a su campo vectorial discontinuo e incierto. Las
soluciones de esta inclusion diferencial se entienden en el
sentido de Filipov (Fillipov, 1988). Dado que el conjunto
de campos vectoriales F'(z) es homogéneo, se enuncian las
definiciones de homogeneidad ponderada para funciones
y sistemas con lado derecho discontinuo (Levant, 2005)
(véase (Baccioti y Rosier, 2005) para sistemas continuos).
Se dice que una funcion V : R™ — R es homogénea de
grado q si V(K™ xy,...,k™x,) = k1V (), Ve € R,k > 0
con el vector de pesos de homogeneidad r = [rq,...,7r,] €
R™. Una inclusién @ € F(z) = [fi(z),..., fa(x)]T con el
conjunto de campos vectoriales F(z) C R",z € R" se
dice que es homogénea de grado q si cada componente
fi, Vi = 1,...,n, es homogénea de grado q + r;, esto es
fi(kM @y, KT ay,) = kI fi (1), Ve > 0.

Note que (2) es homogéneo de grado —1 con pesos de
homogeneidad r = [3,2,1]. Como (2) es homogéneo,
es posible proponer una funcién de Lyapunov candi-
data homogénea, ya que en (Nakamura et al., 2002)
se ha probado la existencia de funciones de Lyapunov
homogéneas para inclusiones diferenciales. Las funciones
homogéneas poseen caracteristicas tutiles, una de ellas
es la posibilidad de reescalar la funcién evaluada en un
punto de su dominio para determinar todos los valores de
su imagen. Otra propiedad es su no acotamiento radial,
que implica la extension global de cualquier resultado de
estabilidad local. Con objeto de aplicar el método directo
de Lyapunov, se pretende encontrar una funcién de Lya-
punov homogénea diferenciable, la cual permita probar
la estabilidad asintética del origen de (2). Como (2) es
homogéneo de grado negativo, la estabilidad asintética de
su origen equivale a estabilidad en tiempo finito (Levant,
2005). Ademds, una funcién de Lyapunov homogénea
puede permitir estimar el tiempo de convergencia. Re-
sumiendo, si se encuentra una funcién de Lyapunov ho-
mogénea diferenciable para (2), se puede garantizar con-
vergencia global en tiempo finito del origen del sistema.

Basado en el moldeo de una funcién de Lyapunov can-
didata dado en (Sdnchez y Moreno, 2014), se pretende
disenar una funcién de Lyapunov suave mediante descom-
posicién en SOS, para con ella asegurar que las trayecto-
rias de (2) convergen en tiempo finito a cero con un juego
de ganancias propuesto. Adicionalmente, se busca ofrecer
un estimado de la cota del tiempo de convergencia. El
resultado principal de este articulo son los dos teoremas
siguientes.

Teorema 2.1. Considere ©(t) = 0, Vt > 0. La funcidn
homogénea diferenciable V : R3 — R dada por

5 5
V(z) =ay |[21]3 — @z |21] [22] + ag |z2]® +

—Ging | 2] (23] + o |ws|”, (3)

con coeficientes o = [a, Gz, az, Gz, 3] T
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a1 = 2.5838, a2 = 1.725, agy = 0.695,
a3 = 1.3898, a3 = 8.0329, (4)
es funcién de Lyapunov para (2) con pardmetros k =
k1, ko, ks]™
k1 =5, ke =3, ks =0.02. (5)

Dado que el grado homogéneo de (2) es negativo y (3)
garantiza estabilidad asintética, se puede asegurar la esta-
bilidad en tiempo finito. Aunque el Teorema 2.1 es valido
s6lo para 7(t) = 0, la estabilidad en tiempo finito al origen
de (2) se mantiene para ciertas m(tf) # 0 tal como se
enuncia en el siguiente lema.

Lema 2.1. Sean o y k como en el Teorema 2.1. Las
trayectorias de (2) convergen al origen en tiempo finito
para toda 7(t) tal que |w(t)] < Ag = 0.009.

En los casos en que 7(t) es acotada pero no satisface la
restriccion |w(t)| < Ag se puede aplicar el teorema abajo
enunciado. En dicho teorema se da un procedimiento para
determinar las ganancias del diferenciador que garantizan
la convergencia de las trayectorias al origen en tiempo
finito.

Teorema 2.2. Considere |m(t)] < A, ¥Vt > 0. Dado el par
(o, k) del Teorema 2.1 y Ag del Lema 2.1, las trayectorias
de (2) convergen al origen en tiempo finito con

k= [Ela];271%3]T = diag(Ll/SaLQ/gaL)k7 (6)
donde L = A/Ay. Mas ain, la funcién

5 5
V(z) =aus |21]3 — angs |21] |22] + qos |22]2 +

—Goss [@2] [23]° + s 23] (7)
es una funcion de Lyapunov para (2) con los coeficientes
escalados & = [ans, Qn2s, (2, A23s, 3s]T dados por

a = diag(L™°?, 172, L7°/2 L% L™%)a.

El tiempo de convergencia al origen de (2) se puede
estimar como

V1*5(x0)
T(xg) < ———=, d=4/5, v>0. (8)

v(1-9)

En particular para el par (a,k) dado por (4) y (5),
0 < v < 7.3 x 1073. Las pruebas de estos teoremas se
dan en las secciones siguientes.

3. FUNCION CANDIDATA DE LYAPUNOV

De acuerdo a (Sdnchez y Moreno, 2014), si un sistema
# = f(x) pertenece a una clase particular de funciones
denominadas Formas Generalizadas (FG), entonces la
funcién de Lyapunov candidata se elige de modo que
también sea de este tipo. Esta clase de funciones se define
a continuacion: Sea F': R” — R una funcién homogénea
de grado m con vector de pesos de homogeneidad r =
(r1,...,rn) € Q™. F es una FG si sélo contiene sumas y
productos de términos de los siguientes tipos:

alzgl?, alzp]?, a€eR, peQ.

Como funcién de Lyapunov candidata, se comienza con
la FG
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V(@) =a|z1 ]t — aa 1] [22]7 + aalws| 2 +
— Gz |@2]7? 2317 + aslas|"s . (9)
El sistema (2) es homogéneo de grado —1 con pesos
de homogeneidad r = [ri,73,73] = [3,2,1]. El cumpli-
miento de las condiciones para diferenciabilidad y ho-

mogeneidad para (9), y las condiciones necesarias para
los términos univariable de signo definido de W(z) =
—(dV (x)/dx)i = —V reportados en (Sénchez y Moreno,
2014), se satisfacen con m = 5, po,p1,p2 = 1y p3 = 3.
Entonces, W(x) queda

W(x) = (gallﬁ — @12k2)|$1‘% — (%oq + 5412k1)|_l‘1-|%$2
+%a2k2 |_$(:1-| 3 |_.’)32—|% + d12|x2|2 + Q1ex1x3 — gag |_;U2~| %163

—3a93(ks — m(t)[£1]°) |21 ]za|23]? — Gosks|21]5 23]
+(Ar23 + 5ag|211%|w5]%(ks — w(t) [211°))|zs|* . (10)

Primero se considera el caso w(t) = 0. Entonces, (9) y
(10) pueden reescribirse

V(z) =onfer|¥ — drzlan][@2] + aslwa|? — ans|w2] [2a]®
+as|zs|®, (11)
W () =Bi|a1|¥ — Balw1]5wa + B w115 227 + Bulwa*+
+Bs5x123 — Bo| 2] S1s— By |211%22 |23+
—Bslz11% 231 + Bolas|*, (12)
donde los coeficientes (1, B2, B3, B4, 85, Bs, B7, Bs, Bo son
pr = (&%]ﬁ — aigks), P2 = (&% + auzk1),

By = 222k, Ba = a2,
Bs = au2, Be = %, (13)
Br = 3aazks, Pg = aazks,

By = (@a3 + Hasks|z123]Y).

Observando (11) y (12), es necesario que oy, @12, g, Aoz,
a3 > 0 para que V y W sean positivas definidas. De igual
forma, de (13) se observa que es necesario que 31, 39 > 0.
Ahora se requiere probar la positividad definida de (11) y
(12).

4. VALIDACION DE CANDIDATA MEDIANTE
SUMA DE CUADRADOS

Las FG son, como su nombre sugiere, generalizaciones
de funciones homogéneas llamadas Formas Algebraicas,
o simplemente Formas, cuya definicién es: Una funcién
F : R™ — R se denomina forma si F(z) es un polinomio
homogéneo de grado ¢ € N, esto es F(kz1,...,Kk2,) =
KIF(z1,...,2,),0 <k €R.

Si una forma F (de grado ¢ par) se puede expresar
como una Suma de Cuadrados (SOS), es decir, F =
>, f? para un conjunto finito de formas f;, entonces
evidentemente F' es positiva semidefinida. El problema
de la representaciéon en SOS es muy antiguo y existe una
amplia literatura en su tratado. Sin embargo, en (Parrilo,
2000) se expone que encontrar una representacién en SOS

Octubre 14-16, 2015.
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para una forma F puede tratarse mediante la resolucién
de una desigualdad lineal matricial (LMI). La idea es
expresar F' como una representacién cuadratica matricial
(SMR) F = £(2)TQ&(2). Las entradas del vector £(z)
contienen monomios de grado ¢/2. Si la matriz @ es
positiva semidefinida, entonces F' puede expresarse como
una SOS.

Dado que (11) y (12) son FG pero no formas, para revisar
su positividad definida mediante una descomposicién en
SOS, se les aphca el cambio de Varlables |zi| = 22", con
lo cual lz1| = 28, |za| = 23, |xs3] = 22. El cambio de
variable estd dado por los pesos de homogeneidad de (2)
y se emplea para asegurar que las formas resultantes sean
de grado par, lo cual es una condicién necesaria para su
descomposicién SOS.

Tras el cambio, (11) y (12) quedan expresadas como
conjuntos de formas Vi(z) y Wj(z); 4,5 = 1,...,2",
cuyos dominios estdn en R™. Observe que habrd méximo
2" formas distintas asociadas a (11), dependiendo del
octante del estado z € R™ considerado. En este caso (11)
es simétrico respecto al origen, asi que habrd méximo
27~ formas asociadas. Asi, (11) equivale a V;(z) para
z1,x9,x3 > 0y x1,20,23 < 0; a Vao(z) para 1 <
0,290,253 > 0y 21 > 0,29,23 < 0; a V3(z) para
z1,x2 > 0,23 < 0y x1,22 < 0,23 > 0; a Vy(z) para
z1,23 > 0,29 < 0y z1,23 < 0,292 > 0, donde

10_ ~ 6.4 10~ 4.6 10
Vi(z) = alzl - a122122 + gz, —a232223 + azzs”,

10 10

Va(z) = alzl + a1221z2 + a222 — a23z223 +asz;z

10

Va(z) = alzl a1221z2 + 04222 + 0423,2223 + asz;z

10

Va(2) = a121% + 122825 + 9230 + anzza 28 + az23”.
(14)

Las formas W;(z) son también simétricas respecto al ori-
gen, asf que también hay 2"~ formas asociadas. Por tanto
(12) equivale a Wy (z) para x1,z2, 23 > 0y x1, 22,23 < 0;
a Wy(z) para z1 < 0,z9,23 > 0y 1 > 0,209,253 < 0; a
W3(x) para z1,23 > 0,20 < 0y x1,23 < 0,22 > 0; a
Wy(z) para z1,29 > 0,23 <0y x1,22 < 0,25 > 0, donde

Wi (2) = B127—Bazi2s + Baziz + Bazs + Bs20 23+

—Boz373 — Brzazy — Bszi 2 + Bozs,

Wa(z) = Br2i+B2z1 25 — Bazi 25 + Pazhy — Bs20 23+
—Bo2373 + Brzazs + Pszi 25 + Bozs,

Wa(z) = Br2i+B22125 — Ba2i 25 + Bazh + Bs25 23+

+B62523 + Brzazs — Bszi 25 + Po2s,

= By —Parizy + Bazi s + Pazl — PBozizi+

+B62522 — Bragzs + PBez22S + Bozs. (15)

Wa(z)

Las restricciones o, o, i, @iaz, a3 > 0 dadas son sufi-
cientes para cumplir que V4(z) > 0. Se requiere determi-
nar valores para « y 8 que aseguren que el resto de las
formas de (14) y (15) sean positivas definidas. La descom-
posicién en SOS solo garantiza positividad semidefinida.
Para probar positividad definida, se introducen las restric-
ciones

o Ti(2) = Vi(2) — ell2]113 > 0,

o Va(2) = Va(z) — 6HZH18 >0,
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o Va(2) = V3(2) —€llz[li§ > 0,
o Wi(2) = Wi(2) —€|lz[l§ > 0,
o Wa(z) = Wa(2) —€|z]§ >0
o Wi(z) = Ws(z) —e|l2§ >0,
o Wi(z) = Wi(2) —€|z[§ >0
e Qya,012 > 0,

al programa semidefinido ejecutado por el paquete SOS-
TOOLS. Dicho paquete no obtiene (en general) matrices
definidas para alguna SMR factible, por lo que se asigna
un sesgo 0 < € € R para asegurar la positividad definida
de las SMR calculadas para las formas (14) y (15). Se
pueden proponer los pardmetros k para que SOSTOOLS
compute los coeficientes o que hacen factible el conjunto
de LMI. El problema también puede resolverse de manera
inversa, es decir, proponer « y calcular k. Con € = 0.01 y
fijando k1 = 5, ks = 3, y ks = 0.02, la solucién entregada
por SOSTOOLS para a = [a1, a1z, g, Az, az]l es

a = [2.5838, 1.725, 0.695, 1.3898, 8.0329]7.  (16)
Con los coeficientes (16) y el sesgo de ¢, la matrices Q;
de las representaciones V;(z) = £7Q;¢ de las formas (14),
y las matrices @; de las representaciones W;(z) = §TQJ§
de las formas (15) son positivas deﬁnldas Por tanto,
las formas (14) y (15) pueden escribirse como SOS. El
Apéndice muestra la representacién en SOS de Va(z2).

Los resultados de esta seccién son vélidos sélo en el caso
m(t) = 0 y prueban el Teorema 2.1. Las siguientes dos
secciones prueban el Lema 2.1 y el Teorema 2.2, los cuales
tratan el caso perturbado general 7 (t) # 0.

5. CONSIDERACION DE CASO PERTURBADO

Ahora se busca una cota maxima Ay para |7(t)] < Ay
tal que (10) sea todavia positiva definida. Esto se logra
considerando los factores (ks = Ag) en los términos de
(10) donde 7 (t) esta involucrada, para asi identificar cudl
de los dos factores implica el caso en que (10) es menos
positiva. Con esto, se evalia (10) en la superficie de una
esfera de radio r = 1 centrada en = 0 aplicando el
cambio de coordenadas
x1 = rsin(¢) cos(6), x2 = rsin(¢) sin(6), x3 = r cos(¢p).

El dngulo acimutal varia 0 < 6 < 27 y el angulo cenital
se extiende 0 < ¢ < . Del dltimo término de (10), una
condicién necesaria para su positividad definida es (ag3 —
5as(ks+Ag) > 0). Con esto y el par (o, k) determinado, la
cota nominal se restringe Ay < 0.014. Entonces se busca
un valor para la cota nominal Ag en 0 < Ay < 0.014. Se
recurre a una prueba grafico-numérica sobre la esfera ya
mencionada. Probando Ay = 0.009, se evaliia (10) cada
0.5 grados en ambos intervalos de 6 y ¢, para ambos casos
(ks £ Ag), obteniendo 720 x 360 valores para cada caso.
El caso menos positivo para (10) es cuando sus términos
perturbados contienen el factor (ks — Ag). Con la cota
elegida Ay = 0.009, la positividad de (10) se mantiene,
siendo su valor minimo de 0.0196. El valor minimo para
(11) es de 0.3866.

Asi, se prueba el Lema 2.1, pues se ha establecido una cota
A para la perturbacién 7 (t), de modo que si |7 ()| < Ay,
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el sistema (2) sigue teniendo como funcién de Lyapunov
a (11). Esta prueba gréfica es vdlida debido a que (11) y
(10) son homogéneas, con lo cual, su positividad definida
localmente es valida de manera global en el estado z € R™.

El difeomorfismo y = Lz,0 < L € R se aplica al sistema
(2) con objeto de robustecerlo contra perturbaciones (t)
acotadas como |w(t)] < A, de modo que A > A,. Este
difeomorfismo se emplea también en (Levant, 2003) para
obtener el escalamiento de ganancias del diferenciador.
Con esto, la versién escalada de (2) es

==Lk |35 + e

. 2/3 1

Y2 =— L ka|y1]5 + y3

3 = — Lks|y11° + Lx(t).
Los cscalamigntos del Teorema 2.2 resultan kq = L%kl,
ky = L3ky, ks = Lks; donde L = A/A,. La diferencia
respecto a los escalamientos hechos por (Levant, 2003) es
que ahi se asigna L = A, esto es, se considera Ay =
1. El difeomorfismo y = Lx aplicado a la funcién de

Lyapunov (11), permite obtener los coeficientes escalados
a = [ays, Q1s, Qas, A23s, a35)T dados en el Teorema 2.2.

(17)

6. ESTIMACION DEL TIEMPO DE
CONVERGENCIA

Para estimar la cota del tiempo de convergencia, se re-
suelve la desigualdad diferencial V' < —V?%(z), donde
0<~v,6€eRyd<1 Como W(zx)= —V, la desigualdad
se expresa W (x) > vV (z). De acuerdo al Lema de Com-
paracién (véase (Khalil, 2002)[p. 102]), la cota superior
del tiempo de convergencia es

V10 ()
(1 —=19)’

donde zy = x(ty). La constante § = 4/5 porque V? y
W deben ser homogéneas de grado 4. Para calcular la
constante -, se establece la funcién F(z) = W (z)/V*/5(z)
y se encuentra su minimo como cota superior para y. F(z)
es homogénea de grado 0, entonces sus puntos criticos
permanecen inalterados ante cualquier escalamiento de
su argumento. Esto también es verdad considerando el
difeomorfismo y = Lz en F(z). La constante 7 se ha
calculado hallando numéricamente el minimo valor de
F(z) en el mallado de la grafica sobre la misma esfera de
radio 1 usada antes. Se ha encontrado que v < 7.3 x 1073,
Con esto, se obtiene el tiempo de convergencia enunciado
en el Teorema 2.2.

T(xo) < (18)

7. SIMULACIONES

Toémese por ejemplo (2) con w(t) = 8sin(2t), con lo
cual A = 8. De acuerdo al Teorema 2.2, los pardmetros
escalados que logran estabilizacién en tiempo finito de
(2) son ki = 48.075, ko = 277.3445, ks = 17.7778. Las
simulaciones para este caso se presentan en la Fig. 1 con
condiciones iniciales x1,zo,x3 = 5. Los pardmetros k de
(1) y (2) escritos en términos de los coeficientes Ag = 1.1,
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| |
<70 0.5 15
tiempo [s] 1

Fig. 1. Error de diferenciacién con pardmetros propuestos

A1 = 1.5y Ay = 3 propuestos en (Levant, 2003) son
ki = Ao, ko = MAy/% ks = Ao

La simulacién fue hecha utilizando el resolvedor Runge—
Kuta (ode4) de Simulink con periodo fijo de integracién
Ts = 2ps. Un acercamiento de la simulacién hecha con las
ganancias propuestas (Fig. 1) cuando el error converge a
cero se presenta en la Fig. 2. En la Fig. 3 se realiza el
mismo acercamiento para una simulacién con Ts = 20us.
De la Fig. 2 y la Fig. 3 puede observarse que la precisién
del diferenciador con las ganancias propuestas, coincide
con la dependencia del periodo de integracién Ty, de
acuerdo al Teorema 7 reportado en (Levant, 2003).

-14
ox10

-5 | L L
1.5 2 25 tiempo [s] 3 3.5 4

Fig. 2. Errores tras convergencia con Ts = 2us

10

0.05,

-0.05' L I I I
1.5 2 25 tiempo [s] 3 35 4

Fig. 3. Errores tras convergencia con Ts = 20us
8. CONCLUSIONES

Empleando la fase de moldeo del método de (Sanchez
y Moreno, 2014) a la funcién de Lyapunov candidata y
encontrandole una representacion en SOS, se ha diseniado
una funcién de Lyapunov homogénea y diferenciable para
el diferenciador de Levant de segundo orden. El proceso
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de diseno es relativamente simple y permite, ademéas de
obtener funciones de Lyapunov, proponer distintos juegos
de parametros para el diferenciador con la ayuda del
paquete SOSTOOLS. Mediante la funcién de Lyapunov
obtenida se ha estimado una cota del tiempo de conver-
gencia. En las simulaciones se he verificado la dependencia
de la precision respecto al periodo de integracién repor-
tada en (Levant, 2003).
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APENDICE

Las formas f; entregadas por SOSTOOLS (tras omitir
monomios con coeﬁcientes infimamente pequenos) que

SO F2(2) son:
f1 = 15352927 — 0.276422z§’z§ —0.035365521 25+
—0.29866227 22 — 0.091551321 2322 — 0.20356521 23

fo = 1.22187212, — 0.1457832223 — 0.080441925+
— 0.1541522 2522 — 0.015814823 22 — 0.0531412 2

conforman Vs =
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f3 = —0.27642227 4 1.4336723 22 — 0.3116372, 25+
—0.058772525 22 — 0.10695221 2523 — 0.04205642 23

fa = —0.1457832} 25 4+ 1.210422223 — 0.25406125+
—0.1320242% 2922 — 0.026571625 22 — 0.009904492, 25

fs=—0. 035365521 —0.31163723 23 + 0.8800352, 25+
—0.053260425 23 — 0.21342121 2522 — 0.08057982; 23

fo = —0.0804419z7 2, —
—0.02585932% 2525 —

fr=1.2342521 23 — 0. 138351z%z§Z3 — 0.00896988 2 23+
—0.20188922 23 — 0.0363962223 — 0.25092323

fs = 1.3022521 2923 — 0.22447721z223 — 0.177863212223?,’

0.2540612 22 +0.71140625+
0.29888723 22 — 0.133662224

fo=—0. 138351z1 23 4 1.329212 z§Z3 — 0.166641 24 23+
—0.1141952723 — 0.08943942223 — 0.15589725

fio = 70.22447721 2923 + 1.081922122 Z3 — 0.238226212225’

fi1 = —0.00896988%1 23 — 0.16664127 22 23+
4 0.89873125 23 — 0.029033527 25+
—0.3198012325 — 0.38176725

fi2 = —0. 29866221 0.05877252% z2
4 1.3749625 25 — 0.09474252, 23 23

fis = —0. 15415,2122 — 0.1320242223 — 0.025859325 +
+ 13869222022 — 01002272322 — 0.0959015 25 24

0.05326042; 24+
— 0.0911732z; 22

fia = —0. 091551321 — 0.10695223 22 — 0.2134212, 25+
—0.094742523 22 4 1.3411821 2222 — 0.1120712, 23

fis = —0. 0158148z1z2 — 0.026571627 25 — 0.29888725+
—0.1002272% 2922 + 1.2219125 22 — 0.1871412525

fi6 = —0.20188921 23 — 0. 114195z2z§z3 —0.029033525 23+
+1.43322723 — 003205492225 — 0.26510823

fir = —0.177863,21 2923 — 0.23822621,22 z3 + 1.3582z1z2z§

fis = —0. 036396,2‘1‘23 —0.08943942722 23 — 0.31980125 23+
— 0.032054927 25 + 1.357112325 — 0.28007925

fi9 = —0.20356527 —
—0.09117322322 —

fao = —0.05314127 25 — 0.0099044927 23 — 0.13366225+
— 0.095901527 2523 — 0.1871412322 + 1.39152025

Ja1 = —0. 250923z‘fz3 —0. 155897zfz§,23 —0.38176725 23+
—0.2651082225 — 0.2800792223 + 2.7642623

0.04205642; 25 — 0.080579821 25+
0.1120712, 2323 + 1.40639z; 23

Octubre 14-16, 2015.



