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Resumen: En el presente articulo se propone una ley de control no lineal dindmica de
retroalimentacién de estados, con el objetivo de estabilizar la posicién de una esfera metélica
dada en un sistema de levitacién magnética en un solo eje. La concepcién de dicha estrategia
se basa en una nueva teoria generalizada para estabilizar el equilibrio de una clase de
sistemas triangulares que no son globalmente linealizables por técnicas como linealizacién
por retroalimentacion o backstepping. El comportamiento del sistema de suspensién es
representado por un modelo de tercer orden que captura la dindmica no lineal de la corriente
que circula por el inductor del electroiman y que ademds, contempla que el valor de dicha
inductancia varia en funcién de la distancia relativa entre el electroiman y la esfera. Resultados
de simulacién son mostrados para validar la efectividad de la técnica propuesta.

Keywords: Control no lineal dindmico, estabilidad de Lyapunov, suspensién magnética.

1. INTRODUCCION

La investigacién sobre los sistemas de levitacién magnética
ha aumentado en los tultimos anos en sector industrial.
Esta tendencia se debe a que este tipo de sistemas son
usados en aplicaciones donde se requiere reducir la vi-
bracién o friccién mecénica, como por ejemplo, rodamien-
tos magnéticos usados en maquinaria de alta veloci-
dad, trenes de levitacién magnética, sistemas de posi-
cionamiento en escalas nanométricas y volantes de inercia
para el almacenamiento de energfa, Bachle et al. (2013).

El control de los sistemas de levitacién magnética ofrece
un reto tecnoldgico, primordialmente por los fenémenos
electromagnéticos de cardcter no lineal y variaciones
paramétricas presentes en la operacion de dichos sistemas.
En particular, los sistemas de suspensién en un solo eje
(vertical) son ampliamente usados como casos de estudio
para efectos de andlisis, modelado y control. Existen en la
literatura diversos esquemas de estabilizacién para estos
sistemas de suspensién. Por ejemplo, en Bachle et al.
(2013) se disena un esquema de control no lineal pre-
dictivo basado en modelo aplicado a la regulacién de la
posicién de la esfera de un levitador de doble electroiméan.
En Beltran-Carbajal et al. (2015), se disena un contro-
lador de retroalimentacion de salida para el seguimiento
de trayectoria de la posicién de sistema mecdnico (masa-
resorte-amortiguador) acoplado a un levitador magnético.
Esta investigacién hace uso de conceptos de platitud
diferencial para sintetizar el controlador. Rodriguez et al.
(2000a,b); Fujimoto et al. (2003), proveen esquemas de
estabilizacion desde el punto de vista de control basado en
pasividad para sistemas Hamiltonianos controlados por
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puerto. Otras referencias relacionadas al tema son Qin
et al. (2014); Kumar and Jerome (2013); Ollervides et al.
(2007); Gentili and Marconi (2003); Yang and Tateishi
(2001).

Por otro lado, el controlador propuesto es esta investi-
gacién estd inspirado en el trabajo de Casagrande et al.
(2011), donde se presenta una metodologia general para
estabilizar el equilibrio de una clase de sistemas tri-
angulares que no pueden ser globalmente linealizables
por técnicas estandares como linealizacién por retroali-
mentacién o backstepping®. La principal caracteristica
de esta nueva metodologia es el uso de una ley de control
no lineal dindmica que garantiza estabilidad asintética
del punto de equilibrio. Consecuentemente, una versién
simplificada de esta metodologia es aplicada para la esta-
bilizaciéon del punto de operacién de un sistema eléctrico
de potencia conformado por una red de 10 generadores
eléctricos sujeta a fallas, Casagrande et al. (2012, 2014).

La contribucién de esta investigacién yace en la extensién
de la metodologia simplificada descrita en Casagrande
et al. (2011, 2012, 2014), a la estabilizacion del equi-
librio deseado de un sistema de suspensién magnética
representado por un modelo de tercer orden que captura
la dindmica no lineal de la corriente que circula por el
inductor del electroiméan y que ademas, contempla que el
valor de dicha inductancia varia en funcién de la distancia
relativa entre el electroiméan y la esfera.

El presente reporte sigue la siguiente estructura. En la
seccion 2 se desarrolla el modelo del sistema en cuestion

1 El lector es amablemente dirigido a la referencia correspondiente
para profundizar sobre los detalles de diseno de dicha metodologia
y la literatura asociada.
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junto con la formulacién del problema a solucionar. El
esquema de estabilizacién propuesto es presentado en la
seccién 3, seguido por resultados numéricos en la seccién
4. Finalmente se discuten algunas conclusiones en la
seccion 5.

2. MODELO MATEMATICO Y FORMULACION
DEL PROBLEMA

En esta seccién se propone un modelo matematico para
la configuracién bésica de un sistema de suspension
magnética de un solo eje (Fig. 1). El objetivo prin-
cipal de esta configuraciéon es mantener una esfera de
metal de masa m levitando en el aire en una posicién y
preestablecida. Para este fin, el electroiman debe generar
una fuerza electromagnética (debida a la corriente i) con
la misma magnitud pero en direccién opuesta a la fuerza
de gravedad. Por consiguiente, se requiere una accién de
control retroalimentado sobre el voltaje v presente en las
terminales del electroimdn, que asegure una regulacion
precisa de posicion de la esfera. En este caso se considera
la resistencia parésita del embobinado R y la inductancia
de la bobina L(y), la cual depende de la posicién de la
esfera.
1>
+ —AW—

v R ¢

L(y)

@}

Fig. 1. Diagrama esquematico del sistema de suspensién
magnética de un solo eje.

De acuerdo con las leyes de Newton, la ecuacién que rige
el movimiento de la esfera de metal cumple con

my = Fy — Fr + F, (1)
donde § es la aceleracién lineal, F; = mg es la fuerza
debida a la gravedad, g es la constante de gravitacion,
Fy = Ky, con K como la constante de friccién viscosa
entre el aire y la esfera y g la velocidad de la esfera.

Con el interés de construir un modelo completo, se
requiere conocer la fuerza electromagnética dada por la
corriente que circula por el embobinado. Para este fin, se
observa que la energia almacenada en el electroiman es
una funcién cuadratica con respecto a la corriente i, de
tal forma que

E. = 3 L), 2)

donde L es la inductancia del embobinado, la cual de-
pende de la posicién relativa entre la esfera y el cuerpo
del electroiman. Dicha inductancia puede ser aproximada
por (ver, Marquez (2003))

A

L) = 7 3

con A\ y u constantes positivas. Observe que L(y) es
inversamente proporcional a y, ademas, si y = 0, entonces
L(0) = A. Por consiguiente, la fuerza electromagnética se
define como

P OFE, _ Al 9
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y en consecuencia se obtiene la ecuacién del movimiento
de la esfera

Li? (5)
2(1 + py)?

Observacion 2.1. Existen diferentes maneras de aproxi-
mar la dependencia de la inductancia L a la posicién y,
es por esto que la expresion para F, puede variar en otras
referencias, vea por ejemplo Qin et al. (2014); Kumar
and Jerome (2013); Gentili and Marconi (2003); Beltran-
Carbajal et al. (2015).

my =mg — Ky —

Por otro lado, el circuito eléctrico obedece la ley de voltaje

de Kirchhoff, que indica que en cualquier circuito eléctrico

cerrado se cumple que

A(L(y)) “
ac

y al evaluar la razén del cambio del flujo magnético en el

inductor, se obtiene finalmente

AL .

+ 1. 7

(14 py 1+ py ™)

Conjuntando ecuaciones (5) y (7), el modelo en variable
de estado es

v=Ri+

v=Ri— i

y==z
. K A )
i=9g— —2— —————1i
I T a1 )2 (8)
. 14 py ; Al .
i = —Ri+ ———zi+0+0v. ),
A ( (14 py)?

donde y € Ry, z € Re i € Ry son los estados y
v=104+7v, € Ry es el voltaje de control. Note que v es la
componente constante del voltaje de control asociado con
la posicion deseada y v, es el voltaje de control, sobre el
cual se construye la ley de control propuesta (12) descrita
posteriormente.

Observacion 2.2. El producto py presente en los denomi-
nadores de la segunda y tercera ecuacién dindamica de (8)
siempre es positivo, ya que se definié anteriormente que
A>0yyeRy, por lo tanto (1 + py) > 0.

Con el fin de formular y resolver el problema de regulacion
de posicion de la esfera en un valor deseado, se considera
lo siguiente.

Suposicion 2.1. Todos los pardmetros de (8) son exac-
tamente conocidos y todos los estados se encuentran
disponibles para su medicién.

Observacion 2.3. En la préctica, es posible la medicién
directa de la corriente ¢ del electroiman y de la posicién y
de la esfera, sin embargo la medicién de la velocidad lineal
se puede realizar indirectamente mediante estimadores o
aproximaciones. Asi también, el pardmetro \ puede ser
obtenido haciendo y = 0, y u puede ser obtenido mediante
una caracterizacion experimental de mediciones de L para
diferentes valores de y.

El punto de equilibrio de (8) a ser estabilizado se encuen-
tra definido por

&= (Q,O,E)ER+XRXR+7 (9)
donde

Octubre 14-16, 2015.
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Y = Yref

2myg _
5 (1
Au( + 1y),

con Yrey como la posicion deseada de la esfera. Ademads,
la componente constante del voltaje en la terminales del
electroiman asociada a y es

: 2
@:Ri:RM)\ﬂMg(l+ug).

Con la intencién de obtener una representacion apropiada
de (8) para el diseno del controlador, se define el voltaje
de control

(10)

i

(11)

AL S
—— 22—+ ——
(1+ py)? 1+ py
y se consideran las variables de error

ve = Ri — u (12)

rn=y—-y
T =2 (13)
33‘322.—%

de tal forma que (8), es reescrito en coordenadas del error
como

.i‘l = T2
To = ]{3(1‘2) — h(xl,xg)(xg +;) (14)
i’g =Uu

donde ahora 1 € R, 23 € R, x3 € R y u € R la nueva
senal de control. Ademds las funciones £k : R — Ry
h : R? — R definidas por

K
k(r2) =g — —x2

s+ (15)
Ap(as + i)

h(xl, (Eg) = 3

2m(1 + p(z1 + 7))
En este caso, el origen
&y = (21,72,73) = (0,0,0) € R? (16)

es el punto de equilibrio de (14) el cual se desea estabi-
lizar.

Observe que el modelo (14) no cuenta con una forma
estricta de retroalimentaciéon, por lo tanto, técnicas
estandar de estabilizaciéon como backstepping no pueden

ser aplicadas directamente, Marquez (2003); Khalil (2000).

La técnica de linealizacién por retroalimentacién puede
ser aplicada, sin embargo se obtiene una estabilizacion
local unicamente.

Formulacién del problema: Considere (14) y se veri-
fica la suposicién 2.1, disene una ley de control de retroal-
imentacion de estado dindmica wu, tal que, el equilibrio
del sistema en lazo cerrado es asintéticamente estable y
admite un dominio de atraccién definido.

Observacion 2.4. El modelo propuesto no toma en cuenta
los efectos no lineales de la saturacion magnética del
electroiman, por lo que la dinamica del sistema de control
de lazo cerrado se reduce al drea de funcionamiento lineal
del campo magnético producido por el electroiman, es
decir la relacion entre la corriente eléctrica y el flujo
magnético de enlace es proporcional solo si no existe el
efecto de saturacion en el nicleo ferromagnético.
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3. RESULTADO PRINCIPAL

En esta seccién se presenta el esquema de control prop-
uesto para estabilizar el sistema (14), en este sentido, se
hace uso de la siguiente definicion.

Definicion 3.1. Una funciéon o : R — R es impar si se
cumple que o(x)x > 0Vx # 0y o(0) = 0.

Ademas se considera la funcién auxiliar zg : R x R#97(")
y su derivada en el tiempo 2

xd(x1,€) = %(a(xl) + k(0)) — i (17)
' 10 1
= cgo @@ ThO)E (9)

respectivamente. Note que & € R%9"(") es el estado del
controlador asociado a la ecuacion dinamica descrita por

£=h—pi(€ = h) = Bawa(a§ + ) — e(ws + Do (1), (19)
con 1, B2 y € constantes positivas, y se cumple que
£(0) = & € Re9n(M),

El equilibrio del sistema dindmico extendido ahora con-
formado por (14) y (19) se define por

e = (1,9, 23,€) = (0,0,0,h(0,0)) € R® x RN
(20)
por lo cual se puede decir que &, es atractivo si existe una
senal de control u tal que los objetivos de control

tlggo z(t) =0,

tlggo wa(t) =0,

Jim (5 (t) — 25(1)) = 0,
Jim (£(8) = R(t)) = 0,

se cumplen eventualmente. Nétese que si u es una ley
estédtica retroalimentada que verifica u|g, = 0, entonces
& es un equilibrio del sistema extendido (14) y (19).

(21)

Proposicion 8.1. Considere el sistema extendido (14) y
(19), que verifica la suposicién 2.1 y la condicién

lim h(xi,z3) = oo, (22)
r3— 00
uniformemente en x;. Existe una funcién impar o(z1) y

una vecindad de &, tal que la senal de control
u = i3 + Bshxy — Ba(xs — 28) + eo(x1)E, (23)

con B3 > 0y B4 > 0 esta definida y estabiliza

asintéticamente &, con una regién de atraccién R? x
Rsgh(h)

Prueba.

(1) En relacién a la Observacion 3.1, es necesario
resolver el lazo algebraico resultante y proveer
explicitamente de una expresién para la senal de
control u. En este sentido, al sustituir (18)-(43) en
(23), u puede ser reescrita como

2 La notacién R%9™(") es una forma compacta que denota Ry
cuando h(0,0) > 0y R_ cuando h(0,0) < 0.

Octubre 14-16, 2015.
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6212(5(:17 x2,T3, 6)
h 9
&+ (o(x1) + k(o»%g

w(zy, x2,23,8) = (24)

con
@ =y + Bshas — Ba(zs — 23) + eo(z1)  (25)

y
oo oh
i = g 7 (o) + K0)) (8m—
— B1(€ = h) — Bowa (24 +7) — eo(z1) (23 + /\)).

(26)

Obsérvese que al evaluar (24), el denominador
debe ser diferente de cero en todo instante, esto es

2+ (o(xy) + k(o»% £ 0. (27)

Para probar que la condicién anterior se cumple en
el origen &, anteriormente se definié que

£€=h(0,0), o(0)=0
y de (14) se obtiene que
0 = k(0) — (0, 0)1,
entonces al evaluar (27) en el origen, resulta en

oh
o~ (0,0) #£ 0,

(
que al factorizar h(0,0) conduce a

h(0,0) <h(0, 0) + {%(0, 0)> £0,

anteriormente ya se definio que h(0,0) # 0, por lo
que finalmente se dice que u esta definida en el origen

si se cumple que
h(0,0) # —2673(0, 0). (28)
oh

Finalmente, se cumple que e

h?(0,0) + ih(0,0)

oh
=+ > 0, por lo tanto

21 (0,0) > 0. Consecuentemente, por continuidad
3

se puede decir que u esta definida en una vecindad
de &..

La prueba de estabilidad hace uso de la funcién
candidata de Lyapunov V : R? x R#9"(?) 5 R,

T

1
V=c /O’(T)dT + coexqo(zy) + = 03x§ +ca(€ — h)2.

2
0

+ cs5(xs — wg)z} ,

(29)
la cual estd propuesta en funcién de los objetivos
de control (21). Con la intencién de probar que esta

funcién candidata es definida positiva, se reescribe
como

1
V=W + 5 |:C4(£ — h)2 + 05(1‘3 - l'g)2 5 (30)
con
x1 1
W =c /U(T)dT + coexo tanh(zy) + —czz3. (31)

2
0
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Debido a que los términos cuadréticos en (30) evi-
dentemente son siempre positivos, ahora se centra la
atencion sobre W. En este caso si la funcién impar
es seleccionada como

o(z1) = tanh(xy) (32)
entonces
1
W = c¢1 Incosh(zy) + coexoo(z1) + 50390% (33)
Acorde a la desigualdad de Young (ab > —% — %),
se establece la siguiente relacién

2

_c%a:% B €2 tanh” (1) (34)
2 2 ’

por lo tanto, si se selecciona ¢; > €2 y 3 < c3, se

cumple que

coexg tanh(z) >

203 ¢ tanh? 1
W > ¢;lncosh(zy) — 62;2 _< an2 (1) + 503x§

>0
(35)

y consecuentemente que V' > 0.

Para demostrar que la derivada de la funcién
candidata es definida negativa a lo largo de las
trayectorias del sistema extendido, observe que &3 =
u, entonces (23) puede ser reescrita como

i — i = @4 + Bshas — Ba(xs — 2§) + e (21)€, (36)
y ademas

§—h=—B1(—h) — Bama(ai +1) — (w3 +1)o(z1).

(37)
Entonces seleccionando
B2 = 3
‘= (38)

ca=cy4=c3
c1 = c2f
la derivada en el tiempo de V a lo largo de las

trayectorias del sistema en lazo cerrado (14), (23)
y (19), puede ser escrita como

V= —c4f31(€ — h)? — c5B4(w3 — Ig)z
— [y tanh(ey)]M;(ar) [ T3 ] D

tanh(z)
donde
K
—c3 — Co€ sechz(xl) 2626
M (1) := Keoe mo . (40)
Cyq€
2m

Ahora solo resta asegurar que M (x1) sea definida
positiva, en este sentido, se debe cumplir que su
determinante cumpla con
K 1 K?
2 2 2 2.2
—c5e”sech”(x —coc3e — ——che” >0 (41
2 (1) + o Cats Iz (41)

lo cual se mantiene si se selecciona
CgK
€= ,
pcam

(42)

con0<g<%.Locualpruebaqnev<0yf/:0
cuando 1 =0, 22 =0, 23 = 28 y £ = h. ]

Octubre 14-16, 2015.
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Observacion 3.1. Al considerar que la derivada en el
tiempo de la funcién h descrita en (15) se obtiene como

O gt 2, (43)
3

se observa que senal de control u aparece explicitamente,
lo cual genera un lazo algebraico entre (18)-(43) y (23),
e impone la restriccién (28) sobre los pardmetros y pun-
tos de operacion del sistema. Este problema es resuelto
posteriormente en la prueba de la proposicién 3.1.

4. RESULTADOS DE SIMULACION

El desempeno del esquema de estabilizaciéon dado por las
ecuaciones (12), (17)-(43), (24)-(26), aplicado al modelo
(8), es comprobado mediante simulaciones numéricas,
donde la intencién es iniciar las condiciones iniciales de
los estados fuera de sus respectivos equilibrios y eval-
uar que dichas trayectorias converjan efectivamente. Los
pardmetros del sistema (tomados de Langarica (2014)) y
las ganancias del controlador (seleccionadas segin (38))
se encuentran reunidos en la Tabla 1 y 2, respectivamente.
Observe que se cumplen las relaciones establecidas en
(38), lo que permite escoger libremente 81 y [2. En
esta prueba las condiciones iniciales son: y(0) = 0.05 m,
z(0) = 0 m/s y i(0) = 3 A. La condicién inicial para el
estado del controlador es £(0) = h(0,0) = 3.1.

En la figura 2, se muestran las trayectorias del sistema
de suspensién magnética en coordenadas del error. Se
observa que dichos errores convergen a cero alrededor de
t = 2 seg. lo que indica que las coordenadas originales
convergen a sus respectivos puntos de equilibrio. Notese
que x5 es la trayectoria con mayor amplitud y corresponde
a la velocidad lineal de la esfera.

La figura 3, muestra la trayectoria del estado del con-
trolador &, donde se observa su convergencia al punto
h(0,0) = 3.1. Nétese que dicho estado del controlador es
el responsable de hacer frente a la no linealidad h(z1, z3).

La senal de control v. que se aplica directamente a las
terminales del electroiman es mostrada en la figura 4.
Se observa como esta senal se desvanece conforme las
trayectorias del error se acercan al origen.

Finalmente la funciéon de Lyapunov es ilustrada en la
figura 5, la cual decrece monotdénicamente, es decir, su
pendiente es siempre negativa, lo cual exhibe la propiedad
de estabilidad asintética global del sistema en lazo cer-
rado.

Valor
0.05
9.81

1
0.1
0.001
1.2
3.7961
0.1
3.1634

Parametro

SiR e Y RT >»ae 3

Tabla 1. Parametros del sistema.
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0.2
I
015k -
—0Af
|
-0.15}
-0.2 i : i i : i
1 2 3 4 5 6 7

Time (s)

Fig. 2. Variables de error para la posicién, velocidad y

corriente.
3.2
3.15¢
wp
3.05 : : : - - :
0 1 2 3 4 5 6 b4
Time (s)

Fig. 3. Estado del controlador.
0.6

04r

021

Time (s)

Fig. 4. Senal de control v,.
5. CONCLUSIONES

Este trabajo de investigacién presenta una solucién a la
estabilizacién del punto de equilibrio (regulacién de la
posicién deseada de la esfera) de un sistema de suspensién
magnética. Esta solucién estd basada en una nueva
metodologia para estabilizar asintéticamente el equilibrio
de una clase de sistemas triangulares que no pueden

Octubre 14-16, 2015.
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Time (s)

Fig. 5. Funcién de Lyapunov V.

Ganancia  Valor
B1 3
B2 1
B3 1
Ba 10
c1 1
c3 1
c2,C4,C5 1
€ 0.001

Tabla 2. Ganancias del controlador.

ser globalmente linealizables por técnicas estandar como
backstepping. El esquema de estabilizacién hace uso de
una ley de control no lineal dindmica que solo impone la
restriccién algebraica (28) para su aplicacién. La prueba
de estabilidad hace uso de las herramientas asociadas
a la teoria de estabilidad en el sentido de Lyapunov y
ademas brinda las condiciones para asegurar estabilidad
asintética mediante una apropiada seleccion de las ganan-
cias de control. Actualmente se desarrolla investigacion
para extender este resultado y considerar la dindmica del
actuador, es decir, el sistema de suspensién magnética
acoplado a un convertidor electrénico de potencia, para
asi proveer de resultados de experimentacién.
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