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Resumen: Se presenta un modelo matematico no lineal que predice la dinamica de un motor Stirling en
configuracién alfa. El modelo integra procesos térmicos, termodindmicos y mecanicos. Se asume una
distribucion unidimensional de temperaturas en la direccion axial del regenerador. El intercambio de
calor entre el gas de trabajo, la fuente y el sumidero se modela con balances de energia, tomando en
cuenta solo el efecto de la transferencia de calor por conveccion. El modelo matematico predice la
potencia que entrega el motor. Se incorpora un controlador que regula la operacion de la maquina en
modo seguimiento de trayectoria de manera que el area encerrada por el diagrama P — V se incrementa
y, en consecuencia, la potencia neta entregada aumenta también.
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1. INTRODUCCION

En la actualidad existe interés en desarrollar la teoria de
motores Stirling porque poseen atractivos beneficios. Este
tipo de motores térmicos admiten multiples fuentes de calor
y ademas no emiten contaminantes.

En un motor Stirling se presentan fenémenos térmicos y
mecanicos que, por su alta complejidad de modelado, se
abordan en la literatura de manera aislada impidiendo el
desarrollo de controladores que regulen su operacion.

Costa et al. (2014) construyeron un banco de pruebas con
regeneradores bajo condiciones de flujo oscilante y
realizaron simulaciones numéricas en tres dimensiones para
caracterizar la caida de presion del gas de trabajo.

Garcia et al. (2014) resaltaron la dificultad para adquirir
datos experimentales de las maquinas Stirling. Con el fin de
predecir la dindmica de estas maquinas desarrollaron
modelos de similaridad a partir de datos experimentales en
los que incluyeron modelos termodindmicos del gas de
trabajo.

Babaelahi et al. (2014) desarrollaron un modelo
termodinamico politropico para representar el ciclo Stirling.
En la parte térmica incluyeron la conduccion de calor
longitudinal entre la fuente y el sumidero de calor.

Araoz et al. (2014) desarrollaron un modelo en estado
estable asumiendo que los espacios de trabajo son
adiabaticos, que los intercambiadores de calor son
isotérmicos, también consideraron volumenes muertos y
regeneracion imperfecta. El modelo se simulé en Aspen

Reserva de Derechos No. EN TRAMITE, ISSN. EN TRAMITE

Custom Modeler, predice la potencia de salida y es util para
determinar los requerimientos térmicos del sistema.

Shazly et al. (2014) desarrollaron un modelo matematico
para un motor Stirling impulsado con energia solar que
opera con baja diferencia de temperatura (entre 40 y 60 °C).
En su modelo consideraron la transferencia de calor por
conveccion y radiacion.

Toghyani et al. (2014) optimizaron una maquina Stirling
para incrementar su eficiencia y su potencia de salida, asi
como para reducir la caida de presion; para ello analizaron el
efecto de la temperatura de la fuente de calor, la carrera de
los pistones, la presion media efectiva del fluido de trabajo y
la velocidad angular de la maquina.

La aportacion principal de este articulo es un modelo
matematico no lineal que integra los fendmenos térmicos,
mecanicos y termodindmicos que se presentan en un motor
Stirling en configuracién alfa. El modelo dindmico es 1til
para disefiar controladores que permitan satisfacer la
potencia que demanda la carga acoplada a la maquina.

1.1 Descripcion de una maquina Stirling

Un motor Stirling convierte energia térmica en energia
mecanica empleando la compresion y expansion de un gas.
Al expandir un gas con alta temperatura se produce un
trabajo mecanico mayor que el trabajo que se requiere para
comprimir el mismo gas con baja temperatura.

Una maquina Stirling funciona con base en un ciclo cerrado
ya que el fluido de trabajo vuelve al estado inicial al final del
ciclo.
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9in — Qout = Gnet

Fig. 1. Esquema de un motor Stirling en configuracion alfa.

Ademas, debido a que el suministro de calor al fluido de
trabajo se realiza desde una fuente exterior, una maquina
Stirling se clasifica como una maquina de combustion
externa.

El ciclo Stirling consta de cuatro procesos termodinamicos,
dos isocoricos y dos isotérmicos. Idealmente, los procesos
de calentamiento y enfriamiento deben ser isocdricos,
mientras que los procesos de compresion y expansion deben
ser isotérmicos. Un ciclo Stirling completo transcurre en una
revolucion del cigiiefial, por lo que cada proceso ocurre en
un cuarto de revolucion.

Existen varias configuraciones para una maquina Stirling
(alfa, beta, gama, tipo V, etcétera). Cada configuracion
difiere principalmente en la ubicacion de sus cilindros pero
todas funcionan bajo el mismo principio. En este trabajo se
aborda la configuracion alfa.

Organ (1997) describe los componentes de un motor Stirling
en configuracion alfa (Fig. 1): dos cilindros dispuestos de
forma paralela, dos pistones (uno de expansion y otro de
compresion), un regenerador que conecta a ambos cilindros,
dos intercambiadores de calor (helicoidales de flujo
perpendicular) que constituyen la fuente y el sumidero de
calor y que van montados sobre los cilindros, dos
mecanismos manivela-corredera cuyos cigiiefiales se
encuentran acoplados mecanicamente a través de una flecha
(la manivela acoplada al piston de expansion debe estar
adelantado 90° con respecto a la manivela acoplada al piston
de compresion) y un volante de inercia que almacena o cede
energia dependiendo del proceso termodindmico en
ejecucion.

1.2 Descripcion del regenerador

Un regenerador es un lecho empacado de material so6lido
poroso. El fluido de interés se bombea a través de los
espacios vacios del regenerador, absorbiendo o cediendo
calor al contacto con el material sélido, asi el fluido de
interés se calienta o se enfria de acuerdo con el sentido en el
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que fluya, por lo tanto, se puede decir que un regenerador es
un intercambiador de calor que no necesita energia adicional
a la que lleva el fluido que atraviesa el lecho, ya que el
propio material del que esta construido absorbe o libera calor
del fluido de trabajo.

Fisicamente, un regenerador se construye usando materiales
solidos con una geometria especifica; por ejemplo, es comtin
usar rejillas fabricadas con un material de alta conductividad
térmica. Estas rejillas se apilan y se colocan dentro de un
tubo o una columna. Con el fin de maximizar el area de
transferencia de calor, las rejillas se construyen con alambres
de diametro pequeiio. El espacio vacio en el regenerador
también puede llegar a ser pequeflo y, en consecuencia,
producir caidas de presion que, dependiendo de las
caracteristicas del material, pueden ser altas.

En un regenerador se presenta una distribucion espacial de
temperaturas que varia con el tiempo y con los cambios en
sus condiciones de frontera. Tipicamente, un regenerador
presenta flujos de calor superficiales en sus extremos, una
superficie adiabatica en el exterior y una condicion de
conveccidn superficial en su interior.

2. MODELO DINAMICO DE UN MOTOR STIRLING EN
CONFIGURACION ALFA

2.1 Modelo del regenerador

Para modelar la distribucion de temperaturas T,,,. a través del
lecho del regenerador se utiliza (1), que corresponde a la
ecuacion de difusion de calor que presenta Incropera et al.
(1998). Esta ecuacion se emplea en su forma
unidimensional, es un modelo con estado transitorio y esta
definido para un ciclo de calentamiento o enfriamiento. Se
usa aire como fluido de trabajo y su temperatura T, se
obtiene usando (2). Los parametros involucrados se indican
en la Tabla 1.

aTwr — kwr aszr (1)
ot PwrCpwr 0x?
dT, hA,,,
—=—-—(T,-T, 2
2t = " oove, To = Tur) @

La condicién inicial para (1) es:
Twr(x: 0) =X + C2, (3)

donde C, = (Tz - Tl)/(LZ - Ll) y 6 = Tz - C]_Lz. Las
condiciones de frontera son:

T, (Li,t) =T, “4)
T,r(Lyt) =T, (5)

Las variables T; y T, son las temperaturas de salida de los
intercambiadores de calor que constituyen la fuente y el
sumidero 'y se obtienen del modelo térmico.

Octubre 14-16, 2015.
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Tabla 1. Parametros para el modelo del regenerador
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Parametro Descripcion Valor
b | oot o wimex
k., Conductivi;i;ciiligmica de las 15 W/m-K
Clehsreiilas |00 J/kg K
A, Area de :ir:rll::"err;rillclzlaa; de calor 5.8 % 10-3 m?
Pwr deDIZIslile(}?l(lias 7830 kg/ m’
Pg del ;Zn;dt?gbajo 1.23 kg/m®
el gasdemabago [1006 1/kg K

El volumen del gas V; se obtiene del modelo termodinamico.
La temperatura T,,. que se emplea en (2) depende de la
posicion x;, a la que se encuentra el gas dentro del
regenerador. En el modelo mecéanico se muestra una manera
de aproximar esta posicion con base en el desplazamiento de
los pistones.

2.2 Modelo mecdnico

Norton (2013) describe un método para realizar el analisis
cinematico de la posicion angular en un mecanismo
manivela-corredera. Este analisis se utiliza para determinar
la posicion de cada eslabon en los mecanismos del motor
Stirling. Las ecuaciones (6) y (8) calculan las carreras de
expansion y compresion de cada piston con respecto al
pasador de su correspondiente cigiiefial; las ecuaciones (7) y
(9) calculan el angulo entre la biela y el eje central de cada
mecanismo. Los parametros involucrados se indican en la
Tabla 2.

Tabla 2. Parametros para el modelo mecéanico

Parametro Descripcion Valor
T Radio del cigiiefial 2x1072m
l Longitud de la biela 6x1072m
© Angulo de desfasamiento /2 rad
7, Radio del piston 1.5%x1072m
A, Area del piston 7.068 X 10~* m?
Datm Presion atmosférica 101.325 kPa
Ji Momento de inercia 2 %X 1072 kgm?
b Coeficiente de friccion 1x 10710
c Coeficiente de carga 1.2x 1072
Para el piston de expansion:
¢, =1rcosf + lcos ¢, (6)
¢, = sin"(rsinf/1) ™
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Para el piston de compresion:
c. =rcos(@ — @)+ lcos g, (8)
¢ = sin™' (rsin( — ¢)/1) 9

Las ecuaciones (10) y (11) se usan para calcular las
distancias de expansion X, y compresion x,. de los pistones,
respectivamente.

X, =1r+1l—c, (10)
xe=r+l-c (11)

Estas distancias se emplean en el modelo termodinamico de
la maquina para calcular el volumen del gas de trabajo y en
el modelo térmico para calcular las areas cilindricas de
transferencia de calor.

Las ecuaciones (12) y (13) se usan para calcular el torque de
expansion 7, y compresion ., respectivamente.

2

B r r
7, = Fytan ¢, 1—4—l+r(c050 +4—lc0529) (12)

7. = Fytan ¢,

(13)

. (l — Z—j +r (cos(@ —@p)+ %cos(Z@ - 2<p))>

La fuerza F; que ejerce el gas sobre cada piston se calcula
usando (14). El 4rea del piston se calcula como A, = nrpz,
donde 7, es el radio del piston. La presion del gas de trabajo
pg se obtiene del modelo termodindmico. Note que tanto p,

COMO Pyt Se indican en kPa por lo que al calcular (14)
deben convertirse a Pa.

Ey = (pg = Parm)Ap (14)

Las ecuaciones (15) y (16) modelan cualquier sistema
rotatorio. La variable de estado 6 es el desplazamiento
angular del cigiiefial, w es la velocidad angular del cigiiefial
y a es la aceleracion angular del cigiiefial.

de
= 15
=W (15)
dw
- 16
a (16)

La ecuacion (17) calcula la aceleracion angular como la
suma de todos los torques involucrados dividida entre el
momento de inercia total J. Los torques considerados en este
modelo son, el torque del pistéon de expansion 7., el torque
del piston de compresion 7., el torque de friccion 7 y el
torque debido a la carga acoplada al motor 7.

a= (‘L’e+‘[C—‘[f—‘[q)/] (17)

Octubre 14-16, 2015.
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Asumiendo que existe lubricacion entre las piezas que
presentan rozamiento, el torque debido a la friccion 7, se
modela como una friccion viscosa usando (18). La ecuacion
(19) calcula el torque debido a la carga 7, como una funcion
lineal de la velocidad angular del cigiienal w.

(18)
(19)

La potencia mecanica neta P,,; que entrega la maquina se
calcula usando (20).

szb'(l)

=C-w

Ppet =Tq - @ (20)
La ecuacion (21) aproxima la posicion del gas dentro del
regenerador con base en el desplazamiento de los pistones.
Esta expresion se usa en el modelo del regenerador para
calcular la temperatura del sélido.

xg = (4r + 1y —x. — x.)/2 (21)

2.3 Modelo térmico

La fuente y el sumidero de calor constituyen el sistema
térmico de la maquina. La dinamica en el intercambio de
calor entre la fuente o el sumidero y el gas de trabajo es
similar a la de un intercambiador de calor de tanque agitado.

El intercambio de calor entre el gas y el sumidero se
describe con las ecuaciones (22) y (23), mientras que el
intercambio de calor entre el gas y la fuente se calcula
usando (24) y (25).

% = & (Teora — T1) — Vlh;:/—cz;ﬁ (L -T,) (2
= e (1, ) 3
% = % (Thot — T2) — Vizlg:lcl:v (1,-1,) (24)

El gas intercambia calor con la fuente durante el proceso de
expansion, con el sumidero durante el proceso de
compresion y con el regenerador durante los procesos de
calentamiento y enfriamiento. La ecuacion (26) hace uso del
desplazamiento angular para determinar el proceso
termodinamico que se esta llevando a cabo.

_ 0 0
proceso = floor 4(% — floor (E)) +1 (26)

Dado un desplazamiento angular 8, proceso = 1 implica
que se estd ejecutando el proceso de calentamiento,
proceso =2 el de expansion, proceso =3 el de
enfriamiento y proceso = 4 el de compresion.
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Se usa agua como fluido de enfriamiento y vapor de agua
como fluido de calentamiento. Los parametros involucrados
se indican en la Tabla 3.

Tabla 3. Parametros para el modelo térmico

Fluido de enfriamiento
Parametro Descripcion Valor
F, Flujo en la chaqueta 1x1072 kg/s
4 Volumen de la chaqueta | 1 x 1073 m3
T.oia Temperatura de entrada 300K
P Densidad 1x103% kg/m3
Cpw Calor especifico 4227]/kg - K
Fluido de calentamiento
Parametro Descripcién Valor
F, Flujo en la chaqueta 1x1073 kg/s
v, Volumen de la chaqueta | 1 x 1073 m?3
Thot Temperatura de entrada 600 K
Py Densidad 14.71 kg/m3
Cpw Calor especifico 18723 J/kg - K

Debido a las variaciones en las distancias de compresion y
expansion, las areas de transferencia de calor entre las
paredes del cilindro y el gas de trabajo también varian. Estas
areas se calculan usando (27) y (28).

Aciie = m(21,)x, 27)

Acire = m(21,)x, (28)

2.4 Modelo termodinamico

El volumen del gas de trabajo 1, es el volumen comprendido
entre ambos pistones. Contando con las carreras de los
pistones X, y x,, la ecuacion (29) calcula el volumen total
que ocupa el gas de trabajo dentro de la maquina. Los
parametros involucrados se indican en la Tabla 4.

V, = Ay (xc + Xpeg + X,) (29)

La presion del aire se obtiene a partir de la ley de los gases
ideales (30) que presenta Cengel et al. (2012) y se usa para

graficar el diagrama P — V del ciclo termodinamico.
Py = mgRyTy/Vy (30)

Tabla 4. Parametros para el modelo termodinamico

Parametro Descripcion Valor
Xreg Longitud del regenerador 0.04m
R, Constante de gas del aire |0.287 kJ/kg - K

2.5 Balance de materia

Organ (1997) menciona que una de las variables del motor
Stirling que se puede manipular es la presion del gas p,

variando la masa de aire m, en su interior ya que ésta, con

Octubre 14-16, 2015.
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base en la ley de los gases ideales, es proporcional a la
presion del gas. Asi, el interior de una maquina Stirling
puede verse como un tanque al que se le adiciona o remueve
gas de trabajo para manipular su presion.

Fisicamente, para aumentar la presion del gas de trabajo, un
compresor debe tomar aire de la atmésfera y suministrarlo al
motor Stirling, mientras que para reducirla se debe abrir una
valvula de alivio que libere parte del gas de trabajo a la
atmosfera. Estas acciones modifican la cantidad de gas en el
interior del sistema que, de manera ideal, operaria como un
sistema cerrado, es decir, con una cantidad constante de gas.

La ecuacion (31) incorpora el balance de materia necesario
para modelar la acumulacion de masa dentro de la maquina.

dm,

? = din — Yout = 9net (€2))

3. SIMULACION DEL MODELO DINAMICO DEL
MOTOR STIRLING EN CONFIGURACION ALFA

3.1. Simulacion del modelo dinamico del motor Stirling

El orden en que se calculan cada una de las variables del
modelo dindmico propuesto se muestra mediante un
diagrama de bloques (Fig. 2).

Gnet

Diagrama
P—v

proceso }4*

Fig. 2. Diagrama de bloques del modelo dinamico del motor
Stirling tipo alfa.

Usando el modelo dinamico propuesto se procede a graficar
su ciclo Stirling con el fin de compararlo contra un ciclo
ideal (Fig. 3).

3.1. Respuesta dinamica del motor en lazo abierto

Cuando gy,; > 0 la masa del gas m, aumenta ocasionando
un incremento en la presion del gas de trabajo p, en el
interior de la maquina. Ante una carga constante, un
aumento en la presion del gas provoca un incremento en la
velocidad angular de la maquina, asi como el consecuente
incremento en la potencia entregada, y viceversa.
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3 4 5 6 7 8
Volumen (m3)

Fig. 3. Ciclo Stirling real contra ciclo Stirling ideal.

Se aplicé un impulso al flujo masico neto q,,, con duracion
de 2 segundos mientras el motor se encontraba en estado
estable para observar la respuesta dinamica de la maquina.
Como resultado, la velocidad angular del cigiiefial presenta
un tiempo de establecimiento de aproximadamente tres
segundos en forma sobre-amortiguada (Fig. 4).

3.2. Respuesta dinamica del motor en lazo cerrado

Una aplicacion interesante para una maquina Stirling es la
generacion de energia eléctrica; en tal caso, el motor debe
ser capaz de satisfacer la potencia que demande la carga
acoplada.

Tomando en cuenta que los parametros de la potencia son el
torque y la velocidad angular, el incremento en cualquiera de
esas variables, mientras la otra permanezca constante,
implica un incremento en la potencia que entrega la
maquina.

=900

Velocidad
angular (rpm
~l 0
Lo I o B |
o O O

o ;D

S ! i :
R E— M,
c 2
B I I -
QD
pe] 0 1 | 1
0 5 10 15 20
. gx10°
og ' ' i
3 |
oQ i
S E
(T ; :
0 | | |
° % 5 10 15 20
Tiempo (s)

Fig. 4. Respuesta dindmica del motor ante un impulso
positivo en el flujo masico neto de aire q,,;.

Octubre 14-16, 2015.
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Fig. 5. Respuesta del motor Stirling en lazo cerrado.

Se realiz6 una simulacion en modo seguimiento de
trayectoria en la que la sefial de consigna para la potencia de
salida del motor se varid en un amplio rango de operacion.
Usando el método de colocacién de polos se disefio un
controlador Proporcional-Derivativo con ganancias k, =
3x107% y k; =1x107° que se encargd de calcular el
flujo masico neto de gas necesario para que el motor siguiera
la referencia con ganancia unitaria (Fig. 5).

El incremento en la potencia que entrega el motor se aprecia
mediante el diagrama P — V. Cuando se adiciona fluido de
trabajo, ademas de aumentar los niveles de presion sobre los
que opera la maquina, también se consigue incrementar el
area que encierra el ciclo termodinamico (Fig. 6).

1000 : : : :
— Potencia= 20 W
U e S S —— Potencia =100 W |
o = i : :
ety T e
[ H V H
O
w 400
e
o 200
i i : :
03 4 5 6 7 8

Volumen (m3)

Fig. 6. Ciclos termodindmicos que ejecuta el motor Stirling
correspondientes a distintos niveles de potencia.
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4. CONCLUSIONES

El modelo dinamico no lineal propuesto también permite
caracterizar las curvas de potencia en estado estable de un
motor Stirling; con ello el usuario puede lograr que la
maquina opere en su region de maxima potencia
incorporando controladores disefiados apropiadamente.

La operacion de una maquina Stirling en su region de
maxima potencia es deseable en procesos de recuperacion de
calor residual. En tal caso, las temperaturas de entrada asi
como los flujos de los fluidos de calentamiento y
enfriamiento variaran representando perturbaciones para la
maquina.
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