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Resumen
En este trabajo se estudia el comportamiento dinámico del péndulo simple y doble aplicando
un enfoque basado en cálculo fraccionario. Para la obtención del modelo dinámico se utiliza
la formulación de Euler-Lagrange y una representación en espacio de estado fraccionario es
obtenida. La solución de las ecuaciones diferenciales fraccionarias se obtienen mediante el método
de Grünwald-Letnikov. Se muestra que cuando el orden de la derivada es 1, el caso clásico es
recuperado.
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Ecuaciones de Euler-Lagrange; Ecuaciones diferenciales fraccionarias.

1. INTRODUCCIÓN

La teoŕıa del cálculo fraccionario (CF) se remonta a
las cartas entre Leibniz y l’Lôpital, donde discutian el
significado de una derivada de orden no entero. Estas
notas llevaron a la aparición de una nueva teoŕıa que
involucra derivadas e integrales de orden arbitrario la
cual tomó más o menos forma a finales del siglo XIX
principalmente debido a: Liouville, Grünwald, Letnikov y
Caputo; Podlubny (1998).

Debido a que el CF permite considerar integrales y deri-
vadas de cualquier orden real positivo, uno de los cam-
pos de aplicación más extensos de esta herramienta es
la viscoelasticidad, ya que es posible modelar fenómenos
hereditarios con larga memoria, Machado et al. (2011).

? Antonio Coronel Escamilla agradece a CONACYT por el apoyo
brindado a través de la beca doctoral asignada, José Francisco Gómez
Aguilar y Flor Lizeth Torres Ortiz agradecen el apoyo brindado
por CONACYT mediante el programa: cátedras CONACYT para
jóvenes investigadores 2014.

En las últimas décadas, áreas como el procesamiento de
señales, modelado y control han sido objeto de investiga-
ciones utilizando el CF. En el área del control automático
fue Oustaloup quien introdujo la idea de controladores de
orden no entero en su trabajo Commande Robuste d’Ordre
Non Entier (CRONE), Oustaloup (1991).

De manera general, es posible tener una descripción no-
local de la dinámica de un sistema gracias al CF, Baleanu
et al. (2012). Lo anterior debido a que el modelo basado en
ecuaciones diferenciales fraccionarias es matemáticamente
más general que el modelo clásico, Aguilar y Baleanu
(2014)-Tarasov (2011).

Los sistemas que se formulan mediante las ecuaciones
Euler-Lagrange y Hamilton son generalizados utilizando
el CF. Por ejemplo, en Muslih et al. (2007) se estudia
la formulación Hamiltoniana de sistemas mecánicos em-
pleando la derivada de Riemman-Liouville, en este trabajo
se abordan dos ejemplos, una partcula libre y un péndulo
clásico, en ambos casos se obtiene la solución anaĺıtica. Los
resultados obtenidos en este trabajo pueden ser aplicados
a sistemas dinámicos disipativos y no conservativos.
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También, en Baleanu y Trujillo (2008) se aborda la solu-
ción exacta para una clase de ecuaciones fraccionarias de
Euler-Lagrange, se plantea una solución nueva y más gene-
ral representando la solución en forma de serie aplicando
derivadas de tipo Caputo. En este trabajo se obtiene una
solución exacta para la ecuación de Euler-Lagrange.

Otro trabajo sobre ecuaciones Euler-Lagrange fracciona-
rias se aborda en Anli y Ozkol (2010), aqúı se presenta
un modelo dinámico de orden no entero para un péndulo
doble considerando dos casos, con fuerzas y sin fuerzas
aplicadas actuando en él. Se obtienen los diagramas de
fase para visualizar los efectos del enfoque fraccionario y
se observa que el modelo obtenido generaliza al modelo de
orden entero.

La solución numérica de las ecuaciones de un péndulo
eléctrico doble se estudian en Baleanu et al. (2012), aqúı
el autor plantea las ecuaciones de Euler-Lagrange con el
enfoque fraccionario y utiliza la derivada de Grünwald-
Letnikov para obtener una solución de las mismas.

Por el lado de los sistemas de control, en Feng et al. (2013)
se presenta la comparación de usar técnicas de control
fraccionario contra otras técnicas de control conocidas,
como el control por modos deslizantes; el caso de estudio es
un péndulo invertido doble. El trabajo muestra un mejor
desempeño por parte del control de orden no entero en
comparación con el control por modos deslizantes en la
reducción del sobretiro, reducción del tiempo en alcanzar
la estabilidad y menos vibración.

Por último, en David et al. (2015) se utiliza la defini-
ción de derivada fraccionaria de Riemman-Liouville y las
ecuaciones fraccionarias de Euler-Lagrange para obtener
las ecuaciones dinámicas no lineales fraccionarias de dos
casos f́ısicos: un péndulo simple y un sistema masa-resorte-
amortiguador. Se obtienen las soluciones numéricas y se
muestra que ambos sistemas muestran una mejora al re-
ducir las amplitudes de las oscilaciones en sus comporta-
mientos, lo anterior es una implicación de seleccionar un
orden adecuado en las derivadas. Los sistemas que necesi-
tan mayores intensidades de amortiguamiento pueden ser
descritos de mejor manera mediante el uso de la dinámica
fraccionaria y posiblemente aplicar controladores de este
tipo. Esto debido a que los sistemas dinámicos fracciona-
rios son disipativos, la representacin de orden fraccionario
se utiliza ampliamente para describir fenómenos cŕıticos y
complejos, aśı como procesos intermedios y no equilibrados
de la fsica y la mecánica.

Considerando lo anterior, en este trabajo se estudia el
comportamiento idealizado de la dinámica no local de
un péndulo simple y doble. El orden de las ecuaciones
diferenciales fraccionarias es (0; 1]. Se utiliza la definición
de Grünwald-Letnikov para la solución numérica de las
ecuaciones diferenciales fraccionarias, Jiunn-Lin y Chin-
Hsing (2004)-Scherer et al. (2011).

El articulo está organizado de la siguiente forma: en la
sección 2 se presentan las definiciones básicas del cálculo
fraccionario, en la sección 3 se presenta la aplicación al
péndulo simple, en la sección 4 se presenta la aplicación
al péndulo doble y finalmente en la sección 5 se presentan
las conclusiones.

2. DEFINICIONES BÁSICAS DEL CÁLCULO
FRACCIONARIO

En esta sección se presentan dos definiciones importantes
de derivada de orden no entero.

2.1 Derivada de Riemman-Liouville

La definición de Riemman-Liouville (RL) para una función
f(t) está dada por

RL
a Dα

t f(t) =
1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

f(η)

(t− η)α−m+1
dη, (1)

m− 1 < α < m,

donde RL
a Dα

t representa el operador fraccionario de la
derivada de orden α ∈ R+, m es un entero positivo y Γ es
la función Gamma de Euler.

Cuando se emplea la derivada de RL, es necesario es-
pecificar los valores de ciertas derivadas fraccionarias de
la función f en el tiempo t = 0. Cuando se necesita
considerar una aplicación f́ısica, el significado de tales
derivadas fraccionarias puede ser desconocido y por lo
tanto no medible. Es por ello que esta definición es más
utilizada para encontrar soluciones anaĺıticas de funciones
como: xa, ex, sin(x), entre otras.

2.2 Derivada de Grünwald-Letnikov

La definición de Grünwald-Letnikov (GL) para una fun-
ción f(t), está dada por

GL
a Dα

t f(t) = ĺım
h→0

1

hα

t−a
h∑
j=0

(−1)j
(
α
j

)
f(t− jh), (2)

donde j es el incremento del tiempo, esta definición está
formulada para cuando α ∈ R+.

La definición de GL es comúnmente utilizada para solu-
ciones numéricas de derivadas fraccionarias, algunos tra-
bajos importantes se describen en Jiunn-Lin y Chin-Hsing
(2004) y Scherer et al. (2011).

Una de las propiedades importantes que comparten ambas
definiciones es la no-localidad. Esto significa que el valor de

aD
α
t0 depende de todos los valores de f en el intervalo [t0,

tf ], es decir, de toda la información histórica de la función
t. Miller y Ross (1993).

3. PÉNDULO SIMPLE FRACCIONARIO

A continuación se aborda el modelado de un péndulo
simple partiendo de las consideraciones f́ısicas del sistema
y aplicando la metodoloǵıa de Euler-Lagrange. Este forma-
lismo permite obtener el modelo dinámico de los sistemas
de manera sistemática.

3.1 Modelado del péndulo simple

El péndulo simple mostrado en la Fig. 1 está formado
por una masa m sujeta con una cuerda de longitud l, se
considera que la cuerda no se deforma, no tiene masa y no
se considera la fricción viscosa.
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Figura 1. Péndulo simple.

De acuerdo al formalismo Euler-Lagrange, las ecuaciones
dinámicas para un sistema de n cordenadas generalizadas
están dadas por la siguiente definición.

Formulación Euler-Lagrange (E-L).

d

dt
(
∂L
∂q̇k

)− ∂L
∂qk

= τk, (3)

donde k = 1, 2...n y τk es la fuerza generalizada asociada
con la variable k, L = K−U es el Lagrangiano del sistema,
donde K es la enerǵıa cinética y U la enerǵıa potencial.

La energá cinética está definida como

K =
1

2
mv2, (4)

donde v = [ẋ ẏ]T , la posición de la masa está dada por

x = l sin(q),
y = −l cos(q),

(5)

derivando la ecuación (5) y aplicando v2 = vT v, se tiene

v2 = l2q̇2, (6)

con base en esto, la enerǵıa cinética del sistema se puede
definir como

K =
1

2
ml2q̇2. (7)

Ahora se procede a obtener la enerǵıa potencial del siste-
ma, para ello se tiene que

U = mgh, (8)

donde h = −l cos(q) es la altura de la masa con respecto
al marco de referencia no inercial y g es la aceleración de
la gravedad. Aśı pues la enerǵıa potencial está dada por

U = −mgl cos(q). (9)

El Lagrangiano del sistema se define con base en las
ecuaciones (7) y (9) como

L =
1

2
ml2q̇2 +mgl cos(q). (10)

Según la formulación E-L para una coordenada generali-
zada, se tiene

d

dt
(
∂L
∂q̇

)− ∂L
∂q

= τ. (11)

Aplicando la ecuación (11) a la ecuación (10), se tiene que
el modelo dinámico del péndulo simple está dado por

ml2q̈ +mgl sin(q) = 0, (12)

debido a que no se está induciendo ninguna fuerza externa
al sistema, entonces τ = 0.

3.2 Representación en espacio de estado

Ahora se propone una representación en espacio de estado
del sistema (12), para ello se definen las variables de estado
como: x1 = q y x2 = q̇. El modelo se representa de la
siguiente manera

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −g
l

sin(x1),
(13)

donde el vector de estado x ∈ R2.

3.3 Representación en espacio de estado fraccionario

Una representación más general del sistema (13) puede ser
expresada mediante derivadas fraccionarias, si se introduce
el operador RL

a Dα
t para cada derivada del sistema, donde

α es el orden de la derivada, entonces se tiene
RL
a Dα

t x1 = x2,
RL
a Dα

t x2 = −g
l

sin(x1),
(14)

con 0 < α ≤ 1.

La solución numérica del sistema (14) puede ser obtenida
mediante el metodo de Grünwald-Letnikov. Este enfoque
puede ser aplicado a una gran variedad de sistemas debido
a la equivalencia entre la derivada de RL y GL, Podlubny
(1998).

3.4 Solución numérica de las ecuaciones fraccionarias

Para obtener la solución numérica del sistema (14), se
toma la definición de derivada de GL, ecuación (2), y se

aplica al sistema (14). Donde (−1)j
(
α
j

)
son coeficientes

binomiales c
(α)
j (j = 0, 1, ...). Para calcular estos coeficien-

tes se tiene que

c
(α)
0 = 1, c

(α)
j =

(
1− 1 + α

j

)
c
(α)
j−1. (15)

Entonces la solución numérica de una ecuación diferencial
fraccionaria de la forma

GL
a Dα

t x(t) = f(x(t), t), (16)

se puede expresar de la siguiente manera, Petras (2011)

x(tk) = f(x(tk), tk)hα −
k∑
j=0

c
(α)
j x(tk − j). (17)

Tomando la expresión (15) y (17), se propone una solución
al sistema (14) de la siguiente manera

x1(tk) = [x2(tk−1)]hα −
k∑
j=0

c
(α)
j x1(tk−1),

x2(tk) = [−g
l

sin(x1(tk))]hα −
k∑
j=0

c
(α)
j x2(tk−1),

(18)

la ecuación (18), representa la solución del sistema em-
pleando la definición de GL.

3.5 Resultados

Las Figs. 2 y 3 muestran la posición de la coordenada
generalizada q = x1 cuando las condiciones iniciales son
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x1(0) = 0,01 y x2(0) = 0; aplicando el método de Euler
y el método de GL con valores de α elegidos de manera
arbitraria, para este caso se considera que m = 1 Kg, l = 1
m y g = 9,8 m/s2.
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Posición del ángulo q = x1

t

q
(t
)

Figura 2. Método de Euler (caso clásico).
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Método de Grünwald-Letnikov, posición del ángulo q = x1
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α=0.9

α=0.85

Figura 3. Método de Grünwald-Letnikov (caso fracciona-
rio).

4. PÉNDULO DOBLE FRACCIONARIO

Ahora, se aborda el modelado de un péndulo doble, de
igual manera que en el caso anterior se utiliza la metodo-
loǵıa Euler-Lagrange para la obtención del modelo.

4.1 Modelado del péndulo doble

Considerese el pédulo doble mostrado en la Fig. 4, donde el
péndulo está formado por dos masas, m1 y m2, cada masa
está unida por un cuerda sin masa y sin deformación, con
longitud l1 y l2, respectivamente.

Figura 4. Péndulo doble.

Para la obtención del modelo dinámico se utilizará la
formulación Euler-Lagrange para dos variables generaliza-

das Baleanu y Trujillo (2010)-Herzallah y Baleanu (2012).
Definiendo la enerǵıa cinética como

K =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 , (19)

donde v1 = [ẋ1 ẏ1]T , y v2 = [ẋ2 ẏ2]T .

Aśı pues, la posición de la masa m1 está dada por

x1 = l1 sin(q1),
y1 = −l1 cos(q1),

(20)

derivando la ecuación (20) y considerando que v21 = vT1 v1
se tiene

v21 = l21 q̇
2
1 , (21)

la posición de la masa m2 está dada por

x2 = x1 + l2 sin(q2),
y2 = y1 − l2 cos(q2),

(22)

derivando la ecuación (22) y considerando que v22 = vT2 v2
se tiene

v22 = l21 q̇
2
1 + 2l1l2q̇1q̇2 cos(q1 − q2) + l22 q̇

2
2 . (23)

Finalmente la enerǵıa cinética del sistema está definida
como

K =
1

2
(m1l

2
1 q̇

2
1 +m2(l21 q̇

2
1 + 2l1l2q̇1q̇2 cos(q1 − q2) + l22 q̇

2
2)).

(24)

Para la enerǵıa potencial del sistema se tiene que

U = m1gh1 +m2gh2, (25)

donde h1 = −l1 cos(q1), h2 = y1−l2 cos(q2) y g es la fuerza
de gravedad, con base en esto se obtiene

U = −(m1 +m2)gl1 cos(q1)−m2gl2 cos(q2). (26)

El Lagrangiano del sistema se define considerando las
ecuaciones (24) y (26) como

L =
1

2
(m1l

2
1 q̇

2
1 +m2(l21 q̇

2
1 + 2l1l2q̇1q̇2 cos(q1− q2) + l22 q̇

2
2))+

(27)

+(m1 +m2)gl1 cos(q1) +m2gl2 cos(q2),

con base en la formulación E-L para dos cordenadas gene-
ralizadas, Baleanu y Trujillo (2010)-Herzallah y Baleanu
(2012), se tiene que

d

dt
(
∂L
∂q̇1

)− ∂L
∂q1

= τ1, (28)

d

dt
(
∂L
∂q̇2

)− ∂L
∂q2

= τ2, (29)

aplicando las ecuaciones (28) y (29) al Lagrangiano (27) se
obtiene el modelo dinámico. En este caso no se considera
la aplicación de fuerzas externas, τ1 = 0 y τ2 = 0, por lo
tanto las ecuaciones dinámicas están dadas por

(m1l
2
1 +m2l

2
1)q̈1 +m2l1l2 cos(q1 − q2)q̈2+ (30)

+m2l1l2q̇2 sin(q1 − q2)q̇1 −m2l1l2(q̇1 − q̇2) sin(q1 − q2)q̇2+

+(m1 +m2)l1g sin(q1) = 0,

m2l1l2 cos(q1−q2)q̈1+m2l
2
2 q̈2−m2l1l2(q̇1−q̇2) sin(q1−q2)q̇1−

(31)

−m2l1l2q̇1 sin(q1 − q2)q̇2 +m2l2g sin(q2) = 0.
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4.2 Representación en espacio de estado

Para obtener una representación en espacio de estado del
modelo dinámico del péndulo doble se necesitan definir las
siguientes matrices

M(q) =

[
M11 M12

M21 M22

]
, (32)

C(q̇,q) =

[
C11 C12

C21 C22

]
, (33)

G(q) =

[
g11
g21

]
, (34)

donde:
M11 = (m1l

2
1 +m2l

2
1),

M12 = m2l1l2 cos(q1 − q2),
M21 = m2l1l2 cos(q1 − q2),
M22 = m2l

2
2,

C11 = m2l1l2q̇2 sin(q1 − q2),
C12 = −m2l1l2(q̇1 − q̇2) sin(q1 − q2),
C21 = −m2l1l2(q̇1 − q̇2) sin(q1 − q2),
C22 = −m2l1l2q̇1 sin(q1 − q2),

g11 = (m1 +m2)l1g sin(q1),
g21 = m2l2g sin(q2).

Considerando estas matrices, el modelo dinámico del
péndulo doble puede ser expresado de la forma

M(q)q̈ + C(q̇,q)q̇ + G(q) = 0, (35)

donde q̇ = [q̇1 q̇2]T , q = [q1 q2]T , M(q) es la matriz
de inercia y es definida positiva, C(q̇,q) es la matriz de
coriolis y G(q) es el vector de fuerza de gravedad.

Debido a que M(q) es definida positiva, la matriz es de
rango completo y se garantiza su invertibilidad, aśı pues
el sistema toma la forma

q̈ = M(q)−1[−C(q̇,q)q̇−G(q)]. (36)

Para expresar al sistema (36) en espacio de estado se
definen las siguientes variables de estado: x1 = q1, x2 = q2,
x3 = ẋ1 y x4 = ẋ2. Posteriormente se define x12 = [x1
x2]T , x34 = [x3 x4]T y se obtiene una representación del
modelo de la siguiente forma

ẋ12 = x34,

ẋ34 = M(x12)−1[−C(x34,x12)x34 −G(x12)], (37)

donde el vector de estado x ∈ R4, ya que x = [x1 x2 x3

x4]T .

4.3 Representación en espacio de estado fraccionario

Para la representación en espacio de estado fraccionario
del sistema 37, se introduce el operador RL

a Dα
t para cada

derivada y se obtiene
RL
a Dα

t x12 = x34,
RL
a Dα

t x34 = M(x12)−1[−C(x34,x12)x34 −G(x12)].
(38)

esta representación generaliza al modelo clásico, para
obtener la solución numérica se emplea el método de GL.

4.4 Solución numérica de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias

La solución del sistema (38) se puede encontrar si se
aplican las ecuaciones (15) y (17) obteniendo

x1(tk) = [x3(tk−1)]hα −
k∑
j=0

c
(α)
j x1(tk−1),

x2(tk) = [x4(tk−1)]hα −
k∑
j=0

c
(α)
j x2(tk−1),

(39)

x3(tk) = [W11(−C11x3(tk−1)− C12x4(tk−1)− g11)+

+W12(−C21x3(tk−1)− C22x4(tk−1)− g21)]hα−

−
k∑
j=0

c
(α)
j x3(tk−1),

x4(tk) = [W21(−C11x3(tk)− C12x4(tk−1)− g11)+

+W22(−C21x3(tk)− C22x4(tk−1)− g21)]hα−

−
k∑
j=0

c
(α)
j x4(tk−1),

donde los coeficientes Wnm con (n,m = 1, 2) resultan de
invertir la matriz M, los coeficientes Cnm pertenecen a la
matriz C y los coeficientes g12 y g21 al vector G.

4.5 Resultados

Considerando las siguientes condiciones iniciales: x1(0) =
π/4 y x2(0) = π/2, x3(0) = 0 y x4(0) = 0, las Figs. 5 y 6
muestran las trayectorias de las variables x1 y x2 para el
caso clásico empleando el método de Euler y las Figs. 7 y
8 muestran las trayectorias de x1 y x2 aplicando el método
de GL con valores de α elegidos de manera arbitraria, para
este caso se considera que m1 = 1 Kg, m2 = 0,5 Kg,
l1 = 0,5 m l2 = 1 m y g = 9,8 m/s2.
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Figura 5. Método de Euler (caso clásico), variable x1.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se abordó el estudio de la dinámica
fraccionaria de un péndulo simple y un doble. Se formuló
el problema mediante la derivada de Grünwald-Letnikov
para obtener una solución numérica de las ecuaciones de
estado de ambos sistemas.

La diferenciación fraccionaria con respecto al tiempo re-
presenta efectos de disipación de enerǵıa (fricción interna)
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Figura 6. Método de Euler (caso clásico), variable x2.
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Figura 7. Método de Grünwald-Letnikov (caso fracciona-
rio), variable x1.
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Figura 8. Método de Grünwald-Letnikov (caso fracciona-
rio), variable x2.

representados por el orden de la derivada y relaciona el
desplazamiento del oscilador en geometŕıas fractales. De-
bido a esto se puede concluir que modelos que necesitan
un mayor amortiguamiento o absorber vibraciones pueden
beneficiarse eligiendo de manera conveniente el orden de
la derivada. Este enfoque fraccionario generaliza el mo-
delo clásico del péndulo simple y doble. Con un modelo
general se pueden proponer leyes de control que aseguren
objetivos como: seguimiento de trayectoria y planeación
de movimiento para ambos casos.
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