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Resumen

En este trabajo se estudia el comportamiento dinamico del péndulo simple y doble aplicando
un enfoque basado en célculo fraccionario. Para la obtencién del modelo dindmico se utiliza
la formulacién de Euler-Lagrange y una representacion en espacio de estado fraccionario es
obtenida. La solucién de las ecuaciones diferenciales fraccionarias se obtienen mediante el método
de Griinwald-Letnikov. Se muestra que cuando el orden de la derivada es 1, el caso clasico es
recuperado.

Keywords: Célculo fraccionario; Dindmica fraccionaria; Derivada de Griinwald-Letnikov;
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1. INTRODUCCION

La teorfa del cdlculo fraccionario (CF) se remonta a
las cartas entre Leibniz y 1’Lopital, donde discutian el
significado de una derivada de orden no entero. Estas
notas llevaron a la aparicién de una nueva teoria que
involucra derivadas e integrales de orden arbitrario la
cual tom6é méds o menos forma a finales del siglo XIX
principalmente debido a: Liouville, Grinwald, Letnikov y
Caputo; Podlubny (1998).

Debido a que el CF permite considerar integrales y deri-
vadas de cualquier orden real positivo, uno de los cam-
pos de aplicacién més extensos de esta herramienta es
la viscoelasticidad, ya que es posible modelar fenémenos
hereditarios con larga memoria, Machado et al. (2011).
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En las ultimas décadas, areas como el procesamiento de
senales, modelado y control han sido objeto de investiga-
ciones utilizando el CF. En el area del control automético
fue Oustaloup quien introdujo la idea de controladores de
orden no entero en su trabajo Commande Robuste d’Ordre
Non Entier (CRONE), Oustaloup (1991).

De manera general, es posible tener una descripcién no-
local de la dindmica de un sistema gracias al CF, Baleanu
et al. (2012). Lo anterior debido a que el modelo basado en
ecuaciones diferenciales fraccionarias es matematicamente
méas general que el modelo clasico, Aguilar y Baleanu
(2014)-Tarasov (2011).

Los sistemas que se formulan mediante las ecuaciones
Euler-Lagrange y Hamilton son generalizados utilizando
el CF. Por ejemplo, en Muslih et al. (2007) se estudia
la formulacién Hamiltoniana de sistemas mecanicos em-
pleando la derivada de Riemman-Liouville, en este trabajo
se abordan dos ejemplos, una partcula libre y un péndulo
cldsico, en ambos casos se obtiene la solucién analitica. Los
resultados obtenidos en este trabajo pueden ser aplicados
a sistemas dindmicos disipativos y no conservativos.



cenidef

Centro Nacional de Investigacion
y Desarrollo Tecnolégico

AMCA

También, en Baleanu y Trujillo (2008) se aborda la solu-
cién exacta para una clase de ecuaciones fraccionarias de
FEuler-Lagrange, se plantea una solucién nueva y mas gene-
ral representando la solucién en forma de serie aplicando
derivadas de tipo Caputo. En este trabajo se obtiene una
solucién exacta para la ecuacion de Euler-Lagrange.

Otro trabajo sobre ecuaciones Euler-Lagrange fracciona-
rias se aborda en Anli y Ozkol (2010), aqui se presenta
un modelo dindmico de orden no entero para un péndulo
doble considerando dos casos, con fuerzas y sin fuerzas
aplicadas actuando en él. Se obtienen los diagramas de
fase para visualizar los efectos del enfoque fraccionario y
se observa que el modelo obtenido generaliza al modelo de
orden entero.

La solucién numérica de las ecuaciones de un péndulo
eléctrico doble se estudian en Baleanu et al. (2012), aqui
el autor plantea las ecuaciones de Euler-Lagrange con el
enfoque fraccionario y utiliza la derivada de Griinwald-
Letnikov para obtener una soluciéon de las mismas.

Por el lado de los sistemas de control, en Feng et al. (2013)
se presenta la comparacién de usar técnicas de control
fraccionario contra otras técnicas de control conocidas,
como el control por modos deslizantes; el caso de estudio es
un péndulo invertido doble. El trabajo muestra un mejor
desempeno por parte del control de orden no entero en
comparacién con el control por modos deslizantes en la
reduccién del sobretiro, reduccién del tiempo en alcanzar
la estabilidad y menos vibracién.

Por dltimo, en David et al. (2015) se utiliza la defini-
cién de derivada fraccionaria de Riemman-Liouville y las
ecuaciones fraccionarias de Euler-Lagrange para obtener
las ecuaciones dindmicas no lineales fraccionarias de dos
casos fisicos: un péndulo simple y un sistema masa-resorte-
amortiguador. Se obtienen las soluciones numéricas y se
muestra que ambos sistemas muestran una mejora al re-
ducir las amplitudes de las oscilaciones en sus comporta-
mientos, lo anterior es una implicaciéon de seleccionar un
orden adecuado en las derivadas. Los sistemas que necesi-
tan mayores intensidades de amortiguamiento pueden ser
descritos de mejor manera mediante el uso de la dindmica
fraccionaria y posiblemente aplicar controladores de este
tipo. Esto debido a que los sistemas dinamicos fracciona-
rios son disipativos, la representacin de orden fraccionario
se utiliza ampliamente para describir fenémenos criticos y
complejos, asi como procesos intermedios y no equilibrados
de la fsica y la mecanica.

Considerando lo anterior, en este trabajo se estudia el
comportamiento idealizado de la dinamica no local de
un péndulo simple y doble. El orden de las ecuaciones
diferenciales fraccionarias es (0;1]. Se utiliza la definicién
de Griinwald-Letnikov para la solucién numérica de las
ecuaciones diferenciales fraccionarias, Jiunn-Lin y Chin-

Hsing (2004)-Scherer et al. (2011).

El articulo esta organizado de la siguiente forma: en la
seccién 2 se presentan las definiciones bésicas del calculo
fraccionario, en la seccion 3 se presenta la aplicacion al
péndulo simple, en la seccién 4 se presenta la aplicacién
al péndulo doble y finalmente en la seccién 5 se presentan
las conclusiones.
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2. DEFINICIONES BASICAS DEL CALCULO
FRACCIONARIO

En esta seccién se presentan dos definiciones importantes
de derivada de orden no entero.

2.1 Derivada de Riemman-Liouville

La definicién de Riemman-Liouville (RL) para una funcién
f(t) estd dada por

o dm )
T'(m — ) dt™ /0 (t —m)a—m+1 dn, (1)

m—-—1<a<m,

donde EED¢ representa el operador fraccionario de la
derivada de orden oo € R*, m es un entero positivo y T' es

la funciéon Gamma de Euler.

LDy f(t) =

Cuando se emplea la derivada de RL, es necesario es-
pecificar los valores de ciertas derivadas fraccionarias de
la funcién f en el tiempo ¢t = 0. Cuando se necesita
considerar una aplicacién fisica, el significado de tales
derivadas fraccionarias puede ser desconocido y por lo
tanto no medible. Es por ello que esta definicién es mas
utilizada para encontrar soluciones analiticas de funciones
como: z%, e, sin(x), entre otras.

2.2 Derivada de Grimwald-Letnikov

La definicién de Griinwald-Letnikov (GL) para una fun-
cién f(t), estd dada por

CEDE () = Jim > (1P (D) s gy, (@)

donde j es el incremento del tiempo, esta definicién esta
formulada para cuando oo € RY.

La definicién de GL es comtinmente utilizada para solu-
ciones numéricas de derivadas fraccionarias, algunos tra-
bajos importantes se describen en Jiunn-Lin y Chin-Hsing
(2004) y Scherer et al. (2011).

Una de las propiedades importantes que comparten ambas
definiciones es la no-localidad. Esto significa que el valor de
oD§, depende de todos los valores de f en el intervalo [to,
t¢], es decir, de toda la informacién histérica de la funcién
t. Miller y Ross (1993).

3. PENDULO SIMPLE FRACCIONARIO

A continuacién se aborda el modelado de un péndulo
simple partiendo de las consideraciones fisicas del sistema
y aplicando la metodologia de Fuler-Lagrange. Este forma-
lismo permite obtener el modelo dindamico de los sistemas
de manera sistematica.

3.1 Modelado del péndulo simple

El péndulo simple mostrado en la Fig. 1 esta formado
por una masa m sujeta con una cuerda de longitud [, se
considera que la cuerda no se deforma, no tiene masa y no
se considera la friccién viscosa.

Octubre 14-16, 2015.
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Figura 1. Péndulo simple.

De acuerdo al formalismo Euler-Lagrange, las ecuaciones
dindmicas para un sistema de n cordenadas generalizadas
estan dadas por la siguiente definicién.

Formulacién Euler-Lagrange (E-L).
d oL oL
)~ = (3)
dt O0qr”  Oqx

donde k = 1,2..n y 71 es la fuerza generalizada asociada

con la variable k, L = K —U es el Lagrangiano del sistema,
donde K es la energia cinética y U la energia potencial.

La energa cinética estd definida como

1
K = imvz, 4)
donde v = [# §]T, la posicién de la masa estd dada por
x = lsin(q),
y = —lcos(q), (5)
derivando la ecuacién (5) y aplicando v? = vTv, se tiene
2 _ Z2 ~2, (6)

con base en esto, la energia cinética del sistema se puede
definir como

1
K = §ml?q'? (7)

Ahora se procede a obtener la energia potencial del siste-
ma, para ello se tiene que

U = mgh, (8)
donde h = —lcos(q) es la altura de la masa con respecto

al marco de referencia no inercial y g es la aceleracién de
la gravedad. Asi pues la energia potencial estd dada por

U = —mgl cos(q). (9)

El Lagrangiano del sistema se define con base en las
ecuaciones (7) y (9) como
1
L= 5m12q2 + mgl cos(q). (10)
Segun la formulaciéon E-L para una coordenada generali-
zada, se tiene

d oL oL
%(%) T (11)

Aplicando la ecuacién (11) a la ecuacién (10), se tiene que

el modelo dindmico del péndulo simple estd dado por
mi?G + mglsin(q) = 0, (12)

debido a que no se estd induciendo ninguna fuerza externa
al sistema, entonces 7 = 0.
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3.2 Representacion en espacio de estado

Ahora se propone una representacién en espacio de estado
del sistema (12), para ello se definen las variables de estado

como: r1 = q y T3 = ¢. El modelo se representa de la
siguiente manera
C.El = X, 1
Ty = —% sin(x1), (13)

donde el vector de estado € R2.
8.8 Representacion en espacio de estado fraccionario

Una representacién més general del sistema (13) puede ser
expresada mediante derivadas fraccionarias, si se introduce
el operador ZX D¢ para cada derivada del sistema, donde
a es el orden de la derivada, entonces se tiene
RL na
a Dt Tl = X9,

RLD gy = —% sin(z1), (14)

con0<a<l.

La solucién numérica del sistema (14) puede ser obtenida
mediante el metodo de Griinwald-Letnikov. Este enfoque
puede ser aplicado a una gran variedad de sistemas debido
a la equivalencia entre la derivada de RL y GL, Podlubny
(1998).

3.4 Solucion numérica de las ecuaciones fraccionarias

Para obtener la solucién numérica del sistema (14), se
toma la definicién de derivada de GL, ecuacién (2), y se

aplica al sistema (14). Donde (—1)j<?) son coeficientes

binomiales c( @) (j =0,1,...). Para calcular estos coeficien-

tes se tiene que

ol —

G = 17 (15)

(03 1 [0}
- (-

P

Entonces la solucién numérica de una ecuacién diferencial
fraccionaria de la forma

aGLng(t) = f(x(t)vt)7 (16)
se puede expresar de la siguiente manera, Petras (2011)

Zc

Tomando la expresién (15) y (17), se propone una solucién
al sistema (14) de la siguiente manera

ZC()
Zc

la ecuacién (18), representa la solu01on del sistema em-
pleando la definicién de GL.

z(te) = flx(ty x(ty — ). (17)

x1(t) = [z2(tr—1) (tk—1)

(18)
i) (tk) =

[—%sm(xl tr)) 2(tg—1)

3.5 Resultados

Las Figs. 2 y 3 muestran la posiciéon de la coordenada
generalizada ¢ = x7 cuando las condiciones iniciales son

Octubre 14-16, 2015.
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21(0) = 0,01 y 22(0) = 0; aplicando el método de Euler
y el método de GL con valores de « elegidos de manera
arbitraria, para este caso se considera que m =1 Kg,l =1
myg=98m/s%.

0.01
0.008
0.006
0.004

0.002

-0.002
-0.004
-0.006

-0.008

-0.01

Figura 2. Método de Euler (caso clésico).

Método de Griinwald-Letnikov, posicién del dngulo ¢ = a;

Figura 3. Método de Griinwald-Letnikov (caso fracciona-
rio).

4. PENDULO DOBLE FRACCIONARIO

Ahora, se aborda el modelado de un péndulo doble, de
igual manera que en el caso anterior se utiliza la metodo-
logia Euler-Lagrange para la obtenciéon del modelo.

4.1 Modelado del péndulo doble

Considerese el pédulo doble mostrado en la Fig. 4, donde el
péndulo esta formado por dos masas, m; y ms, cada masa
estd unida por un cuerda sin masa y sin deformacién, con
longitud I y I3, respectivamente.

Figura 4. Péndulo doble.

Para la obtencién del modelo dindmico se utilizara la
formulacion Euler-Lagrange para dos variables generaliza-
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das Baleanu y Trujillo (2010)-Herzallah y Baleanu (2012).

Definiendo la energia cinética como

1 1
K= imlv% + §m2v§, (19)
donde vy = [#1 §1]", y va = [E2 go] .
Asi pues, la posicién de la masa my estd dada por
x1 = lysin(q1), (20)

y1 = —licos(qu),

derivando la ecuacién (20) y considerando que v? = viv;

se tiene
v = 114, (21)
la posicién de la masa mo esta dada por
X2 = 1 + l2 sin(ge), (22)

Yo = y1 — la cos(qz),

derivando la ecuacién (22) y considerando que v5 = vd vy

se tiene

2

vs = 1247 + 211126140 cos(q1 — q2) + 1543. (23)

Finalmente la energia cinética del sistema estd definida
como

1 . . . .
K = §(m1lfcﬁ +ma (1347 + 2l1lag1da cos(q1 — q2) +13G3)).
(24)
Para la energia potencial del sistema se tiene que
(25)

donde hy = —I; cos(qy), ha = y1 —la cos(q2) ¥ g es la fuerza
de gravedad, con base en esto se obtiene

U = myghi + maghs,

U = —(my + ma2)gly cos(q1) — magls cos(gz). (26)

El Lagrangiano del sistema se define considerando las
ecuaciones (24) y (26) como

1 . ) .. )
L= §(m1lqu +mao(1267 + 211l2G142 cos(qr — ga) +12¢3))+
(27)
+(m1 + ma)gly cos(q1) + magls cos(ga),

con base en la formulaciéon E-L para dos cordenadas gene-
ralizadas, Baleanu y Trujillo (2010)-Herzallah y Baleanu
(2012), se tiene que

d oL oL

&(87(]1 - qu = T1, (28)
d oL oL

(= - 2= 2
dt(atjg 8(]2 2 ( 9)

aplicando las ecuaciones (28) y (29) al Lagrangiano (27) se
obtiene el modelo dinamico. En este caso no se considera
la aplicacién de fuerzas externas, ;1 = 0 y 72 = 0, por lo
tanto las ecuaciones dindmicas estan dadas por

(maly +mal?)i + malils cos(qr — g2)da+ (30)
+malilaga sin(qr — q2)g1 — malila(gy — G2) sin(q1 — q2)do+
+(m1 + me)l1gsin(q1) = 0,

malily cos(q1 —ga)d1+malsGa—malilz(d1—d2) Sin(Q1—q2()q'1)—
31

—malylagr sin(qi — q2)d2 + malagsin(ge) = 0.

Octubre 14-16, 2015.
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4.2 Representacion en espacio de estado

Para obtener una representacion en espacio de estado del
modelo dindmico del péndulo doble se necesitan definir las
siguientes matrices

M@ = 3 3. (32)
claa = o G2l (33)
G(q) = Bﬁ] , (34)

donde:

M11 = (mll% + mgl%),
Mo = malily cos(q1 — ¢2),
Ms1 = malyly cos(q1 — q2),
Moy = myl3,

Ci1 = malilagesin(qr — q2),

Cia = —malilz (41 — g2) sin(q1 — q2),
Co1 = —malila(¢1 — 42) sin(q1 — ¢2),
Ca2 = —malylaqy sin(q1 — q2),

g1 = (m1 +ma)ligsin(q1),
g21 = malagsin(gs).

Considerando estas matrices, el modelo dindmico del
péndulo doble puede ser expresado de la forma

M(q)d + C(4,9)q + G(aq) =0, (35)
donde q = [¢1 ¢@)T, a = [¢1 ¢2)T, M(q) es la matriz
de inercia y es definida positiva, C(q,q) es la matriz de
coriolis y G(q) es el vector de fuerza de gravedad.

Debido a que M(q) es definida positiva, la matriz es de
rango completo y se garantiza su invertibilidad, asi pues
el sistema toma la forma

4 =M(q) " '[-C(4,q)q — G(q)].

Para expresar al sistema (36) en espacio de estado se
definen las siguientes variables de estado: 1 = ¢1, 2 = ¢o,
X3 = &1y x4 = Zo. Posteriormente se define x12 = [z
x9]T, x34 = [13 24]7 y se obtiene una representacién del
modelo de la siguiente forma

(36)

X12 = X34,

(37)

%34 = M(x12) [~ C(x34, X12) X34 — G(X12)],

do]ane el vector de estado x € R*, ya que x = [x1 X2 X3
X4 .

4.8 Representacion en espacio de estado fraccionario

Para la representacién en espacio de estado fraccionario
del sistema 37, se introduce el operador ** D¢ para cada
derivada y se obtiene

AL Dx1s = X34,

AL Dexsq = M(x12) ' [~ C(x34,X12)x31 — G(x12)].
(38)

esta representacion generaliza al modelo clasico, para

obtener la solucién numérica se emplea el método de GL.
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4.4 Solucion numérica de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias

La solucién del sistema (38) se puede encontrar si se
aplican las ecuaciones (15) y (17) obteniendo

z1(te) = [w3(t-1) ZC 1(tk-1)
(39)
z2(tk) = [Ta(te-1) ZC 2(tk—1)
z3(ty) = [Wu(—cufﬂg(tkq) — Craw4(tp—1) — g11)+
+Wia(=Corx3(ti—1) — Cooxa(ti—1) — g21)|h*—
k
Do
za(ty) = [War (—Crizs(ty) — Craza(te—1) — g11)+

+W22(*C215U3(tk) -

_Zc

donde los coeﬁcientes an con (n,m = 1,2) resultan de
invertir la matriz M, los coeficientes C,,,,, pertenecen a la
matriz C y los coeficientes g12 y go1 al vector G.

Cooxa(tip—1) — g21)]h*—

a(te—1),

4.5 Resultados

Considerando las siguientes condiciones iniciales: x1(0) =
w/4y 22(0) = /2, 23(0) = 0y 24(0) = 0, las Figs. 5y 6
muestran las trayectorias de las variables x1 y x2 para el
caso clasico empleando el método de Euler y las Figs. 7y
8 muestran las trayectorias de x; y 2 aplicando el método
de GL con valores de « elegidos de manera arbitraria, para
este caso se considera que m; = 1 Kg, ms = 0,5 Kg,
Ii=05mlpb=1myg=98m/s

Posicién del dngulo ¢ = x;

1

0.8

0 05 1 15 2
t

Figura 5. Método de Euler (caso clésico), variable x1.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se abordé el estudio de la dindmica
fraccionaria de un péndulo simple y un doble. Se formuld
el problema mediante la derivada de Griinwald-Letnikov
para obtener una solucién numérica de las ecuaciones de
estado de ambos sistemas.

La diferenciacion fraccionaria con respecto al tiempo re-
presenta efectos de disipacién de energia (friccién interna)

Octubre 14-16, 2015.
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t

0 0.5 1 1.5 2

Figura 7. Método de Griinwald-Letnikov (caso fracciona-
rio), variable z7.

()

0.5 1 1.5 2

Figura 8. Método de Griinwald-Letnikov (caso fracciona-
rio), variable z5.

representados por el orden de la derivada y relaciona el
desplazamiento del oscilador en geometrias fractales. De-
bido a esto se puede concluir que modelos que necesitan
un mayor amortiguamiento o absorber vibraciones pueden
beneficiarse eligiendo de manera conveniente el orden de
la derivada. Este enfoque fraccionario generaliza el mo-
delo clasico del péndulo simple y doble. Con un modelo
general se pueden proponer leyes de control que aseguren
objetivos como: seguimiento de trayectoria y planeacién
de movimiento para ambos casos.

ACKNOWLEDGEMENTS

Antonio Coronel Escamilla agradece a CONACYT por el
apoyo brindado a través de la beca doctoral asignada,
José Francisco Gémez Aguilar y Flor Lizeth Torres Ortiz
agradecen el apoyo brindado por CONACYT mediante el
programa: catedras CONACYT para jovenes investigado-
res 2014.

Congreso Nacional de Control
Automatico, AMCA 2015,
Cuernavaca, Morelos, México.

292

REFERENCIAS

Miller, K.S. y Ross, B. (1993). An introduction to the
fractional calculus and fractional differential equations.
Wiley New York.

Jiunn-Lin, W. y Chin-Hsing, C. (2004). A new operational
approach for solving fractional calculus and fractional
differential equations numerically. IEICE Transactions
on Fundamentals of FElectronics, Communications and
Computer Sciences, 87(5), 1077-1082.

Muslih, S.; Baleanu, D., y Rabei, E. (2007). Fractional
hamiltons equations of motion in fractional time. Open
Physics, 5(4), 549-557.

Baleanu, D. y Trujillo, J.J. (2008). On exact solutions of
a class of fractional euler-lagrange equations. Nonlinear
Dynamics, 52(4), 331-335.

Anli; E. y Ozkol, I. (2010). Classical and fractional-
order analysis of the free and forced double pendulum.
Engineering, 2(12), 935.

Baleanu, D. y Trujillo, J.I. (2010). A new method of
finding the fractional euler—lagrange and hamilton equa-
tions within caputo fractional derivatives. Communica-
tions in Nonlinear Science and Numerical Simulation,
15(5), 1111-1115.

Scherer, R., Kalla, S.L., Tang, Y., y Huang, J. (2011).
The griinwald—letnikov method for fractional differential
equations. Computers € Mathematics with Applica-
tions, 62(3), 902-917.

Machado, J.T., Kiryakova, V., y Mainardi, F. (2011).
Recent history of fractional calculus. Communications
in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 16(3),
1140-1153.

Herzallah, M.A. y Baleanu, D. (2012). Fractional euler—
lagrange equations revisited.  Nonlinear Dynamics,
69(3), 977-982.

Baleanu, D., Asad, J.H., y Petras, I. (2012). Fractional-
order two-electric pendulum. Rom. Rep. Phys, 64(4),
907-914.

Baleanu, D., Diethelm, K., Scalas, E., y Trujillo, J.J.
(2012).  Models and Numerical Methods, volume 3.
World Scientific.

Feng, P., Lu, L., y Dingyu, X. (2013). Double inverted
pendulum sliding mode variation structure control ba-
sed on fractional order exponential approach law. In
Control and Decision Conference (CCDC), 2013 25th
Chinese, 5077-5080. IEEE.

Aguilar, J.G. y Baleanu, D. (2014). Solutions of the
telegraph equations using a fractional calculus approach.
Proceedings of the Romanian Academy A, 15(1), 27-34.

David, S.A., Valentim, J.C.A., et al. (2015). Fractional
euler-lagrange equations applied to oscillatory systems.
Mathematics, 3(2), 258-272.

Oustaloup, A. (1991). La commande CRONE: commande
robuste d’ordre non entier. Hermes.

Petras, 1. (2011). Fractional-order nonlinear systems:
modeling, analysis and simulation. Springer Science &
Business Media.

Podlubny, I. (1998). Fractional differential equations: an
introduction to fractional derivatives, fractional diffe-
rential equations, to methods of their solution and some
of their applications, volume 198. Academic press.

Tarasov, V.E. (2011). Fractional dynamics: applications
of fractional calculus to dynamics of particles, fields and
media. Springer Science & Business Media.

Octubre 14-16, 2015.



