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Resumen. En el diagnóstico de fallas mediante métodos basados en observadores la ganancia de
la transferencia de la falla al residuo representa una situación cŕıtica que requiere atención. Esta
transferencia puede tener ganancia muy diferente para dos fallas en el mismo sistema. Como
una forma de atender este problema, en este trabajo se propone un algoritmo para estimar la
falla numéricamente. El enfoque esta basado en la estimación de la inversa del generador de
residuos, el cual permite encontrar un estimado de fallas cuando el generador de residuos es de
fase mı́nima y no tiene polos en el origen. El enfoque incluye el caso de una falla y residuos
de dimensión uno, aunque puede ser generalizado al caso vectorial. El algoritmo propuesto es
verificado mediante la aplicación a un ejemplo.

Keywords: Diagnóstico de fallas, sistemas lineales, observador, estimación de fallas, sistema
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La aplicación práctica del diagnóstico de fallas basado en
modelos presenta diversos retos, dentro de los cuales se
encuentra el problema de normalizar la ganancia de la
transferencia de la falla al generador de residuos. Cuando
se aplica la generación de residuos, en general, la transfe-
rencia de dos fallas actuando en diferentes canales pueden
tener ganancia muy diferente, de tal forma que una falla
de magnitud pequeña puede ser transferida al residuo con
una ganancia grande o una falla de magnitud grande se
refleja con un valor pequeño debido a una ganancia muy
pequeña. Esto hace dif́ıcil evaluar a partir de los residuos
la gravedad de una falla.

Este problema no es generalmente visto como tal, debido a
la dificultad para modificar la ganancia de la transferencia
de la falla al residuo. Este problema es claro si se considera
que el residuo generado proviene del desacoplo y una falla
es transferida a un residuo de dimensión uno. La única
libertad disponible es para la ubicación de polos y entonces
la dinámica y el valor final están conectados.

Como una v́ıa de solución puede ser considerada la esti-
mación de fallas. En este sentido se puede transitar por las
diferentes propuestas en la literatura: Como por ejemplo
el enfoque basado en optimización H∞ Frank and Ding
(1994); durante casi ocho años se presentan enfoques de
estimación de fallas basados en el uso de derivadas, que
por entonces no estaba bien visto. Un marco para estimar
fallas utilizando técnicas de optimización fue propuesto
en Stoustrup and Niemann (2002), Mohsen et al. (2008);
Basado en la inversión con enfoque geométrico fue pro-
puesto por Edelmayer (2005); en Gao and Ding (2007) se
propone un estimador basado en observadores proporcio-
nales. Diferentes enfoques consideran el uso de diferentes
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observadores adaptables Zhang et al. (2008), Zhang et al.
(2009), Hmida et al. (2010), Du et al. (2011) y Cen et al.
(2015); o con enfoques relacionados con la representación
Takagi-Sugeno Challoo and Dubey (2011), Gassara et al.
(2011), Zhang et al. (2014); o con diferentes enfoques
de observadores no lineales robustos Mao et al. (2008),
Huang and Nguang (2009), Sigalov and Oshman (2010),
Montes de Oca et al. (2011). Los enfoques incluyen la
consideración de sistemas lineales de parámetros variantes
Kulcsar and Verhaegen (2012).

En este trabajo se propone un esquema basado en un
resultado sobre inversión de sistemas para estimar las fallas
aditivas presentes en el sistema. Se revisan las condiciones
bajo las cuales el método propuesto brinda una solución
además se presentan algunos ejemplos.

El trabajo es organizado como sigue: En la siguiente sec-
ción se presentan algunos resultados tomados de la litera-
tura: la generación de residuos de forma robusta aśı como
la técnica de inversión propuesta en el trabajo titulado
inversión imposible Buchholz and Grünhagen (2008). En
la sección 3 se presentan los resultado de estimador pro-
puestos. En la sección 4 se tienen algunas aplicaciones y
discusión de los resultados. En la sección 5 se presentan
las conclusiones.

1. PRELIMINARES

En esta sección se consideran tres aspectos: primeramente
se revisa la generación robusta de residuos basada en
observadores, la inversión de sistemas lineales de forma
aproximada y la formulación del problema.

1.1 Generación robusta de residuos

Considerar un sistema lineal e invariante en el tiempo
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ẋ(t) =Ax(t) +Bu(t) + Ef(t)

y(t) =Cx(t) +Du(t) + Ff(t) (1)

donde x(0) ∈ <n es la condición inicial, x(t) es el estado,
u(t) es el vector de entrada, y(t) es el vector de salida, f(t)
es el vector de falla y/o entradas desconocidas.

Un generador de residuos para el sistema (1) se define uti-
lizando un observador de la salida Frank (1990). Una cues-
tión importante es que, de preferencia, se desea un residuo
escalar dependiente de una sola falla (un solo elemento del
vector f(t)). Como base de generador robusto de residuo se
utiliza un observador con entradas desconocidas, en el cual
se desacoplan todas las fallas excepto una, con respecto
a la cual es generador de residuos resultará sensible. El
desarrollo se encuentra en diferentes trabajos y aqúı se
presenta el desarrollo tomado de Chen and Patton (1999)
(ver también Ding (2013)).

ż(t) =Mz(t) +Hu(t) + Ly(t)

r(t) = V y(t)−Wz(t)−Qu(t) (2)

donde el vector z(t) es de la misma dimensión que x(t). A
partir de una transformación T regular a ser diseñada se
define el error de estimación:

e(t) = Tx(t)− z(t) (3)

Las matrices del observador deben de satisfacer las siguien-
tes ecuaciones:

TA−MT =LC (4)

TB − LD=H (5)

TĒi =LF̄i (6)

WT = V C (7)

V D=Q (8)

V F̄i = 0 (9)

con Fi y Ei corresponde a las columnas asociadas con la
falla fi(t) y suponer que F̄i y Ēi corresponde a las matrices
E y F pero sin la columna i. Se obtiene la dinámica del
error de estimación:

ė(t) =Me(t) + [TEi − LFi] fi(t)

r(t) =We(t) + V Fifi(t) (10)

El generador de residuos a ser utilizado esta dado por
ecuación (2) junto con las ecuaciones (4)-(9). Para el
análisis y uso del esquema para obtener un estimado de
fi(t), se puede utilizar la dinámica del error (10).

1.2 Inversión de un sistema lineal

Diferente a los esquemas clásicos de inversión de sistemas
en este trabajo consideramos el enfoque propuesto en
Buchholz and Grünhagen (2008). Considerar un sistema
lineal e invariante en el tiempo representado en espacio de
estado (1) o bien en representación entrada-salida:

y(s) =
{
C (sI−A)

−1
B +D

}
︸ ︷︷ ︸

G(s)

u(s) +

{
C (sI−A)

−1
E + F

}
︸ ︷︷ ︸

Gr(s)

f(s) (11)

Con la finalidad de mostrar el métodos, consideremos
f(t) = 0. Desde el punto de vista del espacio de estado
el enfoque propuesto corresponde al siguiente sistema
inverso:

ṗ(t) =Ap(t) +By(t)

û(t) =Cp(t) +Dy(t) (12)

donde:

A = A−B(I + KD)−1KC (13)

B = B(I + KD)−1K (14)

C = −(I + KD)−1KC (15)

D = (I + KD)−1K (16)

Alternativamente desde el punto de vista entrada salida
se tiene el siguiente lazo: de donde se tiene que la entrada

−

u
G(s)

G(s)

K+
û

Figura 1. Inversión aproximada de la transferencia de un
sistema

estimada esta dada por

û=
K

1 +KG(s)
y (17)

de donde se precia que en la medida en la que K es muy
grande, la aproximación funciona mejor.

1.3 Formulación del problema

Considerando que el problema de diagnóstico de fallas
se aborda utilizando generación de residuos basado en
observadores y suponer que se logra obtener un generador
de residuos dependiente de una sola falla y robusto al resto.
Entonces el problema consiste en obtener una manera de
que la transferencia de la falla al residuo se vuelva 1,
o alternativamente, el residuo se vuelva un estimado de
la falla utilizando la inversión aproximada de sistemas.
Adicionalmente se pretende encontrar condiciones bajo las
cuales se puede aplicar la inversión aproximada presentada
anteriormente.

2. ESTIMACIÓN APROXIMADA DE FALLAS EN
SISTEMAS LINEALES

En este trabajo se propone un esquema para estimar fallas
en sistemas lineales utilizando dos pasos: primeramente se
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construye un generador de residuos robusto a todas las
fallas excepto a una, es decir, sensible a una sola falla.
Segundo se diseña un esquema para invertir a la dinámica
del generador de residuos para obtener un estimado de
la falla. Para la primera parte se utiliza el observador de
orden completo presentado en la sección 1.1.

Considerar el sistema (1) junto con el generador de resi-
duos (2) bajo el supuesto de que resulta en una sensibilidad
solo respecto a la falla i.

Considerar el siguiente filtro para estimar las fallas:

ṗ(t) =Ap(t) +Br(t) (18)

f̂(t) =Cp(t) +Dr(t) (19)

donde el parámetro de diseño es K. Se desea encontrar un
valor adecuado de K tal que:

Ā = M + (TEi − LFi)(I + KV Fi)
−1KW

B̄ = (TEi − LFi)(I + KV Fi)
−1K

C̄ = −(I + KV Fi)
−1KW

D̄ = (I + KV Fi)
−1K

de manera que:

1. El esquema sea internamente estable.

2. f̂(t) converge asintóticamente a f(t) hasta llegar a
una región delimitada por ε:

ĺım
t→∞

|f(t)− f̂(t)| < δ

t
≤ ε (20)

para algún ε > 0.

Con la finalidad de encontrar una solución valida se
consideran los siguientes supuestos de trabajo:

1. El generador de residuos es de fase mı́nima.
2. f(t) es acotada y al menos continua a tramos, sus

cotas son conocidas.
3. El generador de residuos es SISO.

Se tienen los siguientes resultados.

Lema 1. Considerar el problema de estimar la falla de
un generador de residuos (10), además de los supuestos
anteriores del sistema entonces el problema tiene solución
considerando F = 0 (solo se consideran fallas en actuado-
res/componentes) si:

KW (sI −G+ TEKW )
−1
TE ≈ 1 (21)

44
Prueba.
De (10) y (1) tenemos:

p(s) =
(
sI −A

)−1
(TE − LF ) (I + KV F )−1 Kr(s) (22)

e(s) = (sI −G)−1 (TE − LF ) f(s) (23)

f̂(s) = (I + KV F )−1 Kr(s) − (I + KV F )−1 KWp(s) (24)

r(s) = We(s) + V Ff(s) (25)

y con F = 0
f̂(s) =Kr(s)−KWp(s) (26)

Sustituyendo (22) (23) y (25) en (26), obtenemos:

f̂(s) = KW (sI −G + TEKW )−1 TEf(s) (27)

Ahora obtenemos la diferencia del estimado con la real:

f(s) − f̂(s) = f(s) −KW (sI −G + TEKW )−1 TEf(s)

(f(s) − f̂(s))f(s)−1 = I −KW (sI −G + TEKW )−1 TE

(f(s) − f̂(s))f(s)−1 = I −KW
(
K(K−1(sI −G) + TEW )

)−1
TE

Si K � 1 entonces:

W (TEW )−1 TE = 1

�

Lema 2. Dado el sistema (1) y el generador de residuos
(2), considerando el problema de estimación de falla, y
bajo el cumplimiento de supuestos de trabajo, el problema
tiene solución para:

K � 1 (28)

44
Prueba Considerar la representación entrada salida del
generador de residuos (ver (11)) dado por:

Gr(s) = W (sI −G)−1(TE − LF ) + V F (29)

Gr(s) =
num

den
(30)

Ĝ−1r (s) =
K

1 +KGr(s)
(31)

Ĝ−1r (s) =
K

1 +K num
den

(32)

Ĝ−1r (s) =
K(den)

den+Knum
(33)

(34)

Si K � 1 entonces:

Ĝ−1r (s) ≈ den

num
(35)

�

El esquema es mostrado en la figura 2.

u(t)
y(t)

r(t)
f(t)
 ^inversa

aprox.

generador

residuos

Figura 2. Esquema para estimación de fallas

Note que cuando la transferencia de la falla al residuo
es estrictamente propia, el algoritmo utilizado brinda
una solución ”agregando” un polo rápido para evitar la
necesidad de derivadas expĺıcitas, como se puede apreciar
en el siguiente ejemplo: Considerar G(S) = 1

s+2 , la cual
con la inversión queda:

G−1(s) =
K

KG(s)
=

K(s+ 2)

s+ 2 +K
=

K

K + 2︸ ︷︷ ︸
≈1

s+ 2
1

k+2s+ 1

Como se ve, la transferencia de la inversa para G(s) tiene
un polo rápido dado por 1

k+2s+ 1 = 0.

Otra situación ocurre cuando la transferencia de la falla al
residuo es de fase no mı́nima. En este caso la inversa tal
cual ha sido planteada resulta inestable. Aqúı se requiere
de una modificación, ver Ruiz Garcia (2015)
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3. EJEMPLO DE APLICACIÓN

Con la finalidad de mostrar el potencial del esquema con-
siderado se considera un ejemplo. Se considera el modelo
linealizado del sistema de control de posición de un satéli-
te, el cual ha sido previamente utilizado en Luan and Zhao
(2008).

3.1 Modelo y control

Considerar el siguiente sistema lineal

ẋ(t) =Ax(t) +Bu(t) + Ed(t) + Ff(t)

y(t) =Cx(t) (36)

donde xT (t) =
[
φ̇(t) θ̇(t) ψ̇(t) φ(t) θ(t) ψ(t)

]
es el vector

de estado con φ, θ y ψ representan los ángulos de guiada,
balanceo y cabeceo respectivamente y φ̇(t), θ̇(t) y ψ̇(t) son
las correspondientes velocidades angulares. la entrada de
control consta de tres elementos asociados con fuerzas en
cada dirección: uT (t) = [Lx Ly Lz ]; la perturbación d(t)
consiste en incertidumbre del modelo:

d(t) = [ 0.0001 0.0002 0 0 0 0 ]x(t)

y las matrices del sistema:

A=


0 0 2.5× 10−4 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−1.43× 10−4 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0



B =


0.0125 0 0

0 0.011 0
0 0 0.0143
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ; E =


0
0
1
0
0
0

 ; F =


1
0
0
0
0
0


F es igual a la primer columna de B y C es la matriz
identidad de orden 6 (todos los estados están disponibles
para medición. Este sistema es inestable en lazo abierto,
con lo que para poder realizar la tarea de diagnóstico es
necesario primero estabilizarlo mediante una retroalimen-
tación de estado dada por:

u(t) =Kxx(t) +Krefr(t)

con

Kx =

[
260 0 0.02 200 0 0
0 295.4 0 0204.5 0

−0.006 0 273.3 0.0045 0 183.6

]

Kref =

 200 0 0
0 204.5 0

4.88× 10−3 0 183.6


Las ganancias anteriores permiten la ubicación de los polos
de lazo cerrado en {−1, −1.25, −1.5, −1.75, −2, −2.5},
para una referencia dada con fines de mostrar el algoritmo
en rTref (t) = [−0.5 0.5 1 ], dados para las posiciones
angulares. El comportamiento nominal del sistema sin
fallas y/o perturbaciones se puede apreciar en la figura
3.

Figura 3. Evolución nominal de las posiciones

3.2 Diseño del generador de residuos

Primeramente se verifican las condiciones de existencia.
La primera condición se cumple sin problemas y la segun-
da es equivalente a que el par (PA, C) sea observable.
Construyendo P utilizando W = 0. Se verifica la observa-
bilidad y por lo tanto la existencia del generador residual
robusto. Los resultados de los cálculos se presentan para
el observador.

M =


−3 0 0 0 0 0
0 −3.1 0 0 0 0
0 0 −3.2 0 0 0
1 0 0 −3.3 0 0
0 1 0 0 −3.4 0
0 0 1 0 0 −3.5



L=


3 0 0 0 0 0

03.1 0 0 0 0
0.00025 0 3.2 0 0 0

0 0 0 3.3 0 0
0 0 0 0 3.4 0
0 0 0 0 0 3.5



H =


0.0125 0 0

0 0.011 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0


Además de las ecuaciones para implementación del gene-
rador de residuos, como dadas en ecuación (2), la ecuación
de la dinámica del estimador de residuos resulta en:

ė(t) =Me(t) + [TE − LF ] f(t)

r(t) =We(t) + V f(t) (37)

El cual para nuestro caso corresponde a la siguiente
transferencia de la falla al residuo:

r(s) =
0.0125s+ 0.05375

s2 + 6.3s+ 9.9
f(s) (38)

Note que en estado estacionario (suponiendo una entrada
constante) resulta en una transferencia con ganancia de
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1
184.18 , con lo que se hace deseable hacer algo para poder
tener acceso al diagnóstico de fallas pequeñas. El efecto de
una falla de magnitud 1 sobre el residuo se puede apreciar
en la figura 4. Utilizando el estimador propuesto: Dado

0 102 4 6 8 12 14

0

2

4

1

3

5

Tiempo en segundos

R
e

s
id

u
o

Figura 4. Evolución del residuo cuando la falla tiene
magnitud 1 en el tiempo 7 seg.

que la transferencia de la falla al residuo es una función
estrictamente propia, las matrices del estimador resultan:

Ā=


−128 −125 −125 −125 −125 −125

0 −3.1 0 0 0 0
0 0 −3.2 0 0 0
1 0 0 −3.3 0 0
0 1 0 0 −3.4 0
0 0 1 0 0 3.5

 ;

B̄ =


125
0
0
0
0
0

 ; C̄ = −10000 ∗ [ 1 1 1 1 1 1 ] ;

D̄= 10000.

La evolución del estimador para una falla de magnitud
1 en el tiempo igual a 7 segundos se puede apreciar en
figuras 5 y 6 con ganancia de K = 1, 000 y K = 10, 000
respectivamente. Note que cuando la ganancia utilizada
en el estimador de fallas es K = 1, 000, el estimado
de falla permanece con un sesgo, el cual resulta para
este caso de alrededor de 15 % menor al valor real de la
falla. El incremento del valor de la ganancia K ayuda a
mejorar la estimación de la falla mediante la inversión de
la transferencia de la falla al residuo.

La estimación de la falla produce un retraso adicional
al que se produce cuando solo se utiliza el generador de
residuos. este hecho debe de tomarse en cuenta cuando se
desea hacer uso del algoritmo en situaciones reales, sobre
todo cuando el tiempo de detección juega un factor cŕıtico.
El atraso de tiempo introducido por el método se hace mas
evidente cuando se utiliza una señal de falla sinusoidal, por
ejemplo.
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Figura 5. Evolución del estimador de falla con ganancia
K = 1, 000, cuando la falla tiene magnitud 1 en el
tiempo 7 seg.

Por otro lado, es necesario contar con una ganancia K
suficientemente grande, para tener un estimado de la falla
con menor sesgo. Un punto a discutir adicionalmente sobre
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Figura 6. Evolución del estimador de falla con ganancia
K = 10, 000, cuando la falla tiene magnitud 1 en el
tiempo 7 seg.

el enfoque considerado es el poder diseñar un generador
de residuos en conexión con la ganancia a ser utilizada
después, es decir, ¿existe alguna manera de mejorar el
estimado o disminuir el valor de la ganancia K mediante
el diseño del generador de residuos?. De ser aśı hace falta
continuar el trabajo en busca de este diseño unificado. Sin
embargo, el enfoque considerado cuenta también con la
ventaja de poder ser aplicado a un generador de residuos
existente. El requisito es el conocimiento de la función de
transferencia de la falla al residuo.

Aún y cuando el método puede ser aplicado a sistemas
multivariables (con el mismo número de entradas y salidas)
en este trabajo solo se exploro el caso SISO.
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CONCLUSIONES

La problemática de ganancia de la transferencia de la falla
al residuos es considerada en este trabajo. En lugar de
ver la manera de trabajar la posibilidad de modular esta
ganancia, en este trabajo se propone una forma de estimar
la falla mediante un enfoque de inversión del generador
de residuo. El enfoque tiene limitaciones estructurales, sin
embargo, si las condiciones de existencia se satisfacen, la
falla se puede estimar de manera conveniente y sin retraso
significativo. El retraso de la estimación producido por el
enfoque, requiere de ser evaluado para revisar la viabilidad
en cada caso. En general se tiene que seleccionando un
valor de K grande se obtiene un error de estimación de
la falla muy pequeño. Al invertir sistemas de fase no
mı́nima, la inversión resulta inestable, aún seleccionando
una K grande. Esto requiere de un tratamiento diferente.
Los sistema estrictamente propios pueden ser tratados sin
mayor problema.

Como trabajo futuro queda el manejo de sistemas de fase
no mı́nima aśı como un estudio basado en experimentos y
o comparación con otros métodos.
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