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Resumen: En el presente trabajo se desarrolla el modelo dindmico de un robot mévil diferencial
con una distribucién de masa no uniforme y un controlador por par calculado, en el cual se
incluye un controlador auxiliar disenado con la técnica de backstepping. Se dan condiciones bajo
las cuales el sistema en lazo cerrado es estable. Los resultados obtenidos en varias condiciones
de simulacion presentan un desempeno satisfactorio del controlador.
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1. INTRODUCCION

En la actualidad se empieza a observar un incremento en
el uso de robots moéviles auténomos en el transporte de
objetos dentro de la cadena productiva. La mayoria de
estos robots moéviles son disenados para tener una distri-
bucién de masa simétrica, pero en la mayoria de los casos,
los objetos que transportan no tienen una distribucion
de masa uniforme, por lo que al ser transportados por
el robot movil el sistema, en su conjunto, ve alterada su
distribuciéon de masa. En la literatura la mayoria de los
trabajos que usan el modelo dindmico del robot mévil,
localizan al centro de masa sobre el eje de simetria del
robot (Barghijand et al. (2011), Zohar et al. (2009)). A
pesar de que existen trabajos como el desarrollado por
Gholipour y Yazdanpanah (2003) y Yo (2012), donde se
presenta un esquema de control que considera incertidum-
bres en los parametros fisicos del robot mévil, en ningin
caso se consideran los efectos que podrian tener un cambio
en la posiciéon del centro de masa fuera del eje de simetria.
En el presente trabajo se aborda el modelado dindmico y
cinemético de un robot movil diferencial con una distri-
bucion de masa no uniforme que provoca que el centro de
masa del robot movil se localice fuera del eje de simetria
del robot movil, el cual mantiene su posiciéon fija dentro
del sistema movil. Para controlar el movimiento del robot
se desarrolla un controlador tomando como base el trabajo
realizado por Fierro y Lewis (1995), en el cual se hacen los
cambios pertinentes para que el controlador funcione con
el modelo dindmico planteado.

2. ROBOT MOVIL DIFERENCIAL

En la figura 1 se observa la configuracién de un robot moévil
diferencial con una distribucion de masa no uniforme y
los parametros que conforman su geometria basica usada
para la construccion de los modelos. El robot movil esta
referenciado a un marco inercial fijo { O X,, Y,, }, donde
la posicion del centro de masa del robot esté definida por
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Figura 1. Robot mévil diferencial

el vector e = [Zc Ye 0 —i—'y]T7 donde z. y y. son las
coordenadas cartesianas del punto P, y 6 es el dngulo
de orientacion medido desde el eje X, al eje X,,. El
parametro d es la distancia de P, a P.,,, donde P,.,, es
la posicion del centro de masa, R es la distancia de P, a
la rueda a lo largo del eje Y,,, el parametro r es el radio
de la rueda y el parametro v es el angulo de desviacion del
centro de masa medido a partir del eje X,,.

Este tipo de robot moévil es considerado un sistema me-
canico con restricciones no holénomas. En este caso las
restricciones se tienen al considerar que el robot no se
puede desplazar en direcciéon del eje Y;,, y no se consideran
los efectos de deslizamiento, por lo que cumple con las con-
diciones de rodamiento puro sin deslizamiento (Campion
et al. (1991)).

La posicion cartesiana del robot se maneja en metros,
la velocidad lineal del robot en metros sobre segundo, la
orientacién en radianes, la velocidad angular en radianes
sobre segundo y los pares de entrada en cada una de las
ruedas en Newtons-metro.
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Figura 2. Velocidades del robot movil diferencial

2.1 Modelo cinemdtico

El modelo cinemético de un robot moévil diferencial puede
obtenerse de dos formas, la primera es tomando el punto
P, como referencia (véase figura 1) y la segunda forma
se considera un punto fuera de P, como referencia. En
este trabajo se usa la segunda forma debido a que la
primera tiene el inconveniente de no poder controlar de
forma directa la orientacion del robot para el seguimiento
de trayectorias. El modelo cinemético es el siguiente,
considerando a P como la referencia

& cos (0) —dcos (y)sin (9) v
Y| =|sin(0) dcos(y)cos(0) 1 [w} (1)
0 0 1

donde v es la velocidad lineal en direcciéon del eje X,,, w
es la velocidad angular alrededor del punto P, y (& ) es
la velocidad del robot movil en el punto P (véase figura
2).

Otro aspecto cinematico presente en este tipo de robot
movil, es la presencia de restricciones de tipo no holéno-
mas. En el caso del robot mévil presentado, la restriccion
no holénoma satisface la ecuaciéon siguiente

—sin (0) £y + cos (8) yo — dcos (7) 0 = 0 (2)

donde v = [£4 Yo ]T es la velocidad en el punto P,
2.2 Modelo dindmico

Para obtener el modelo dindmico se usa la siguiente
ecuacion presentada en Rosenberg (1977). Esta ecuacion
permite obtener el modelo dindmico de robots méviles con
restricciones no holénomas.

d (0K 0K

dt <8qz) d4; = Q; — ayr,
donde K es la energia cinética, @; son los pares de entrada
del sistema, a1; son los elementos de la matriz de restric-
ciones no holénomas y A; es un multiplicador de Lagrange.
La energfa cinética del robot mévil se obtiene de la siguien-
te ecuacion Lewis et al. (1993), usando las velocidades
presentadas en la figura 2

1=1

3 (3)

1 7 1.,
K= 5 MWemVem + 29 I (4)
donde )
o —dsin (04 7)0
Vem = yo+dCOS (0+’7)9
0
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En este caso, v., es la velocidad del centro de masa la

. T
cual queda expresada en términos de ¢ = [z, Yo 0], por
lo que al sustituir (4) en (3) se obtiene el modelo dindmico

M(q)i+Vim(q.9)i=B@)mr—A"(@x  (5)

con:
m 0 —mdsin (6 + )
M = 0 m mdcos (0 + )
—mdsin (6 + ) mdcos (6 + ) md* +1

00 —mdcos(0+~)6

Vin=100 —mdsin (8 + )6
00 0
1 cos (0) cos (0)
B=- sin (6) sin () ]
"L R—dsin(y) —R — dsin (y)

A =[—sin(0) cos(f) —dcos(v)]

donde 7; y 74 son los pares de entrada de las ruedas, m es
la masa del robot movil e I es el momento de inercia en
P.,, alrededor del eje Z,,.

En este modelo dindmico no se calculan los multiplicadores
de Lagrange ya que no son necesarios debido a simplifica-
ciones mostradas més adelante. El modelo dindmico pre-
sentado, ademas de ser no holénomo, tiene el inconveniente
de ser un sistema subactuado ya que tiene mas variables a
controlar que controles, sin embargo, es posible reducir su
dimensién y convertirlo en un sistema totalmente actuado
(Bates y Sniatycki (1993)). Para lograr esta reduccion
es necesario representar a las restricciones no holénomas

como
A(q)g=0 (6)
Ademas es posible encontrar una matriz S(q) tal que sus
columnas se encuentren en el espacio nulo de A(g) de tal
modo que
ST(q)A™(g) =0 (7)
Por otro lado, la velocidad ¢ se encuentra también en el
espacio nulo de A(q) y existe un vector suave n tal que

¢ =S(g)n (8)
En este caso el vector n = [v w ]T7 por lo que la ecuacién
anterior esté directamente relacionada con el modelo cine-
maético del robot movil en el punto P.,, y la matriz S(q)
esta dada por
S(q) = | sin(#) dcos(8+)
0 1
Para tener un modelo dindmico mas apropiado, es nece-
sario sustituir la ecuacion (8) en (5) y multiplicar por la

cos (0) —dsin (6 +7)
[ (9)

izquierda por S (q)T con lo que se obtiene
STM (57'7 + Sn) + 5TV, 50 = STBr
Una representacion simplificada de la ecuacion (10) es
M+ V= Br (11)

(10)

donde
M=S"MS
Vo = STMS + 5TV, 8
B=STB

M € R?*2 sigue siendo una matriz simétrica definida
positiva, V;,, € R2*2 es la matriz que sustituye a la matriz
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de coriolis y fuerzas centripetas y B € R2*? es la matriz de
transformacion de los pares de entrada. Ademés se cumple

que M — 2V, es una matriz antisimétrica.

3. DISENO DEL CONTROLADOR

En la mayoria de los casos basta con poder controlar
al robot moévil con su modelo cinematico; esto permite
controlar al robot tunicamente con las velocidades del
sistema. Por otro lado, si es necesario controlar las fuerzas
que se involucran en el movimiento del robot moévil, como
en el caso de transportar un objeto, sin algin dispositivo
que evite su movimiento relativo al robot, se necesita
controlar al robot mévil con el modelo dindmico. En este
documento, se usa un esquema de control parecido al
desarrollado por Fierro y Lewis (1995), pero con un modelo
dindmico y cinemaético diferente, en el cual se controla la
posicion del punto P mostrado en la figura 2.

Primero se considera una entrada de control auxiliar
u en el control por par calculado, el cual convierte el
problema de control dindmico en uno cinemético mediante
las relaciones siguientes:

T=DB""(q) [M (q)u+ Vin (q,4)7]] (12)
G=2S(q)n (13a)
R (13b)

La ecuacion (12) corresponde a un control por par calcu-
lado el cual contiene una entrada de control auxiliar v que
es disenada a partir de la técnica de backstepping.

3.1 Control por Backstepping

El control propuesto a continuacién tiene como objetivo el
seguimiento punto a punto de una trayectoria consideran-
do las siguientes velocidades y posiciones de referencia
er: vy sin (6,),

qr:[xf‘yr er] ; Vr:[vrwr]
donde es necesario en contrar una velocidad de control
ve = fe (e, Vi, K) tal que tlim (¢ —q) =0

—00

Ty = vy cos (0,.), 6, = Wy,

(14)

Para desarrollar el control por backstepping se usa como
base el trabajo desarrollado por Fierro y Lewis (1995).
Esta metodologia de control es adaptada para el caso
especifico del modelo dinamico dado por la ecuacion (5).
Para ello es necesario presentar las posiciones y velocidades
de referencia de la siguiente forma

Ty cos (6,) —dcos () sin (6,)
Ur | = [sin (6-) dcos(v)cos(6,) ] [
0, 0 1
Para el problema de seguimiento, se define de acuerdo al
trabajo de Canudas et al. (1993)

Ty —

[ Yr =y ] (16)

el cos () sin(f) 0
e = [62] = l—sin(@) cos(0) 0
es 0 0 1)16,-0

donde e; y es son los errores de posicion referenciados al
marco de referencia movil { P, Xy, Yy, }, e3 es el error en

oo

orientacion y ¢, = [z, yr 6, ]T es la trayectoria a seguir.
La derivada del error e con respecto al tiempo tiene la
forma
vy cos (e3) — wyd cos () sin (eg) — v1 + vaeg
é= |"Ur sin (eg) + wyd cos (7) cos (e3) — v2 (d + €1)
Wy — V2

(17)
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donde v, y w, son las velocidades de referencia lineal y
angular respectivamente, vy y ve pertenecen a un vector

de velocidades de control v, = [v; v2 ]T =[v w]T dado
por

vy cos (e3) — wyrdcos () sin (e3) + Ke1
wr + vy (Kyeg + Kgsin (e3))

donde K, K, y Ky son constantes.

La ecuacién (18) se desarrolla a partir de la funcion
de Lyapunov mostrada mas adelante, esta ecuacién se
desarrolla con la finalidad de que la derivada de la funcién
de Lyapunov sea definida negativa. La derivada de (18)
con respecto al tiempo esta dada por

5 = [1},. cos (e3) — wydcos (v) sin (63)} n

Ve =

(18)

Wy + Uy (kyea + Kgsin (e3))
K, 0
0 vKy
Y se introducen ahora las siguientes suposiciones

Suposicion 1. La velocidad lineal de referencia v, es tal
que

—u,sin (e3) — wyd cos (7y) cos (e3) } ¢ (19)
v Ky cos (e3)

v >0 Vt>0 (20)
Suposicion 2. Las constantes K, Ky y Ky en el vector de
velocidades de control v, dado por (18) son suficientemente
grandes de tal modo que se satisface la desigualdad
K€l + v, (dcos () Kye3 + Kgsin® (e3) Ky_l) > (21)
dcos (7) ea (wy (1 — cos (e3)) + v, Ky sin (e3))
La suposicion 1 significa que la velocidad lineal debe ser
siempre positiva, lo que implica que el robot solo se puede
mover en direcciéon de X,, positiva; esto impide que el
robot se mueva hacia atras con la finalidad de seguir la
trayectoria. Por otro lado, la suposicion 2 puede verificarse
a priori al suponer que el error ey es suficientemente
pequeno para la trayectoria que se quiere seguir, esto
implica que el robot debe de iniciar lo suficientemente
cerca de la trayectoria a seguir.
Se tiene entonces el siguiente resultado sobre la dinamica
del error de seguimiento.

Teorema 1. Considere la dindmica del error dada por la
ecuacion (17) junto con el vector de velocidades de control
dado por (18) y las suposiciones 1 y 2. Entonces el error
e = 0 es un punto de equilibrio estable para el sistema
(17)-(18)

Demostraciéon. Considere la funciéon candidata de Lya-
punov

Veg @) -l K, @)

Es claro que la ecuacion (22) es definida positivay V =0
solo cuando e = 0. Al obtener la derivada con respecto al
tiempo de V' y sustituyendo é y v. de (17) y (18) se tiene
que
V =—K.e? -, (dcos (v) Kye3 + Kgsin® (e3) Ky_l)
—dcos () ez (wy (1 — cos (e3)) + v, Kpsin (e3))

(23)
Por restricciones de espacio, el anélisis formal de V se
presentara en un trabajo futuro. Entonces bajo las suposi-

ciones 1 y 2, se puede mostrar que el punto de equilibrio
e = 0 del sistema (17) en lazo cerrado es estable.

O
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Tabla 1. Parametros fisicos del robot moévil

Parametro  Cantidad Unidades
m 2.593 [Kg]
d 0.022 [m)
r 0.045 [m]
R 0.13 [m]
I 0.02 [Kg —m?]
~ 0.262 [rad]

De la ecuacion (12) proponemos el siguiente control auxi-
liar.

u="0.+K (v.—1n) (24)
Este control auxiliar tiene como objetivo que v, — 7
cuando t — 0o, esto implica que si las velocidades virtuales
tienden a las velocidades reales y con esto se puede usar a
U, en lugar de 7 ya que en ocasiones es dificil poder medir
las aceleraciones en la implementacién en un prototipo.
Con la ecuacion (24) se completa la ley de control por par
calculado definida en la ecuacion (12).

4. RESULTADOS DE SIMULACION

En esta seccion se presentan tres simulaciones con la finali-
dad de observar de forma mas detallada el comportamiento
de los parametros involucrados en el control, cada una de
estas simulaciones aborda un caso especifico de combina-
ci6n de parametros.

Los parametros del robot moévil usados para las simulacio-
nes se muestran en la tabla 1. En todas las simulaciones
se considera a la velocidad lineal tangente a la trayectoria,
a la velocidad angular como el cambio en la orientacion
de la velocidad lineal y el robot debe iniciar su trayectoria
sobre la curva a seguir.

4.1 Seguimiento de una linea recta

En esta simulacion, el robot mévil sigue una linea recta
que une al origen con el punto Py = [2 2] e inicia con
condiciones iniciales go = [0 0 0]. En esta trayectoria la
velocidad angular en cero y la velocidad lineal es constante
y positiva, con lo que basta con elegir a k, mucho mayor a
ky y ko para garantizar que el control es asintéticamente
estable y los errores de posicién y orientaciéon son cero en
estado estacionario (véase figura 4).

En la figura 3 se puede ver como el robot movil sigue
muy bien la trayectoria planeada, ademas observamos en la
figura 5 que las velocidades de control tienden a las reales,
por lo que el control bajo estas condiciones se comporta
adecuadamente.

4.2 Seguimiento de una trayectoria circular

En esta simulacion, el robot sigue una trayectoria circular
con centro en el origen y radio de un metro, el robot inicia
en la trayectoria en la condicién inicial ¢ = [0 1 0].
En esta trayectoria, la velocidad lineal y angular son
constantes, ademaés, la velocidad lineal es siempre positiva.
Bajo estas condiciones, para garantizar la estabilidad del
controlador basta con seleccionar k, y k, mas grandes que
kg. En la figura 7 se puede ver que los errores angular y
de posicién son pequenos y se encuentran acotados, por lo
que la trayectoria generada es muy parecida a la real (véase
figura 6). Por otro lado, en la figura 8 se puede apreciar que
la velocidad virtual tiende a la velocidad real, por lo que
el controlador se sigue comportando satisfactoriamente.
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Figura 3. Seguimiento de linea recta
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Figura 4. Error de posicién y error angular

4.8 Seguimiento de una curva de Lissajous

En esta simulaciéon, el robot movil sigue una curva de

Lissajous, la cual tiene la siguiente funcién paramétrica
x, = Asin (awt + @) (25)
yr = B cos (bwt)

donde:

A Es la amplitud de la curva en el eje X.
B Es la amplitud de la curva en el eje Y.
aw La frecuencia en el eje X.

bw La frecuencia en el eje Y.

a Agulo de desfase entre las sefiales.

Se usa esta curva porque presenta una trayectoria que
facilmente puede ser modificada cambiando las constantes
de la funcién paramétrica, ademéas de que presenta curvas
cerradas donde el robot puede presentar comportamientos
no esperados. Esta curva ademés presenta una velocidad
angular y lineal variantes en el tiempo, lo que complica el
analisis de estabilidad del controlador. En esta trayectoria
solo se garantiza que la velocidad lineal siempre es positiva
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Figura 5. Comparacién de la velocidad real con la de

control
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Figura 6. Seguimiento de una trayectoria circular

(véase figura 11), por lo que para verificar las condiciones
de estabilidad se realizaron varias simulaciones donde se
observa que es suficiente seleccionar las constantes k;,
ky y ko lo suficientemente grandes para que la parte
de la ecuacion (19) donde se encuentran los términos
cuadraticos sea mayor que la que no los tiene, ésto se puede
verificar de forma numeérica para garantizar estabilidad. En
la figura 9 se observa que la trayectoria se sigue muy bien
en las rectas y curvas amplias, lo cual no sucede en las
curvas mas cerradas; por otro lado, este error se mantiene
acotado (véase figura 10).

4.4 Discusion de los resultados

Los resultados obtenidos en donde las velocidades lineales
y angulares son constantes presentan un comportamiento
muy bueno, las velocidades de control convergen rapida-
mente a las velocidades reales; estos datos presentan una
similitud con los presentados en Fierro y Lewis (1995),
donde ellos suponen las mismas condiciones de velocidad.
Por otro lado, no se analiza el efecto que tiene que las
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Figura 8. Comparacién de la velocidad real con la de
control

trayectorias presenten velocidades variantes en el tiempo.
En el proceso de simulacion del seguimiento de la curva de
Lissajous se observo que existe un compromiso entre el se-
guimiento de la posicién y el seguimiento de la orientacion,
si se eligen constantes que favorecen al seguimiento de la
posicion se tiene un error més grande en el seguimiento de
la orientacion (véanse figuras 4 y 11).

5. CONCLUSIONES

Aunque con el controlador propuesto no se logra estabi-
lidad asintética, los resultados obtenidos indican que el
controlador mantiene al sistema estable durante el segui-
miento de la trayectoria punto a punto, considerando un
desbalance en el centro de masa.

En el trabajo mostrado no se considera a la desviaciéon
del centro de masa como una variable ya que el objetivo
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Figura 9. Seguimiento de una curva de Lissajous
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Figura 10. Error de posicion y error angular

es que el robot pueda manipular un objeto sin que exista
un movimiento relativo de éste con el robot moévil, por lo
que los resultados obtenidos son validos y se deja para un
trabajo a futuro el analisis de robustez del controlador ante
cambios mas drasticos en la posicion del centro de masa.

El analisis méas riguroso de la ecuacion (23), con el fin
de garantizar la estabilidad del sistema sin la eleccion
arbitraria de las ganancias del controlador, se deja también
para trabajo a futuro.
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