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Resumen— Este trabajo aborda el problema de seguimiento
de trayectorias para sistemas mecanicos subactuados. Para dar
solucion a dicho problema, se definen nuevas coordenadas, las
cuales deberan describir el error existente entre el estado y
la trayectoria deseada. Posteriormente, se realiza un cambio
de coordenadas con el fin de conocer la dinamica del error,
convirtiendo el problema de seguimiento en uno de regulacion.
Lo anterior se justifica, ya que, regular el error en su origen es
equivalente a resolver el problema seguimiento de trayectorias.
El problema de regulacién del error, se resuelve a través de
la técnica de control basado en pasividad por asignacion de
interconexién y amortiguamiento, IDA-PBC por sus siglas en
inglés.

La principal aportacion del presente articulo, es una
metodologia bien definida, mediante la cual es posible resolver
el ya mencionado problema de seguimiento de trayectorias
para sistemas subactuados, utilizando la técnica IDA-PBC.
Palabras clave: Ecuaciéon de emparejamiento, funcion de al-
macenamiento de energia, sistemas subactuados, interconexion
y amortiguamiento.

I. INTRODUCCION

La técnica IDA-PBC es una técnica de control para
sistemas no lineales, la cual suele tener gran interpretacion
fisica, ademas de presentar interesantes propiedades de ro-
bustez ante incertidumbres y perturbaciones. Dicha técnica
utiliza la representacién Hamiltoniana de un sistema, la cual
es muy popular para sistemas mecdnicos. En numerosos
trabajos tales como (Ortega, Romeo y Spong, Mark W. y
Go6mez-Estern, Fabio y Blankenstein, Guido 2002), (Ortega,
Romeo y Liu, Zhitao y Su, Hongye 2012), (Velazquez, José
Guadalupe Romero y Donaire, Alejandro y Ortega, Romeo
2012), el problema de regulacién es resuelto de forma clara
y metddica, ofreciendo un valioso antecedente para este
trabajo. Sin embargo, en lo que se refiere al seguimiento
de trayectorias mediante IDA-PBC, no parece haber una
metodologia tan clara.

El objetivo principal de este trabajo es proporcionar un
marco tedrico, el cual sirva para resolver el problema de
seguimiento para sistemas mecdnicos subactuados utilizan-
do la técnica IDA-PBC. Asimismo, pretende ser capaz
de dar solucién al problema, tanto para sistemas cuyas
derivadas parciales de la funcién de energia potencial son
lineales, como para sistemas cuyas derivadas parciales de
la funcién de energia potencial son no lineales. Debido a lo

anterior, es fundamental presentar la definicién de sistema
subactuado:

Definicion 1: Un sistema es subactuado si posee un
mayor nimero de grados de libertad que entradas de control
(actuadores).

La metodologia presentada, tiene por filosofia convertir
el problema de seguimiento en uno de regulacién, al igual
que en (Fujimoto, Kenji y Sakurama, Kazunori y Sugie,
Toshiharu 2003), esto se logra expresando la dindmica del
error como un sistema Hamiltoniano controlado por puerto.
Una vez hecho lo anterior, se resuelve el problema de
regulacion del nuevo sistema, para lo cual es posible valerse
de las herramientas y algoritmos de solucién presentados
en los trabajos antes mencionados. Conseguir el objetivo
de regular el error en cero equivale a resolver el problema
de seguimiento de trayectorias. En la definicion de la
dinamica del error deseada, asi como en la solucién misma
del problema, juegan un rol determinante las trayectorias
deseadas, razén por la cual se presta especial atencién al
método de obtencién de las mismas.

Finalmente se presenta el ejemplo de una gria, medi-
ante el cual se pretende ejemplificar la aplicaciéon de la
metodologia expuesta a lo largo del presente trabajo.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Suponga un sistema mecédnico subactuado y sin friccidn,
descrito por

HE RSV E

en donde, el estado (g, p) € R™ se forma con las posiciones
y los momentos generalizados respectivamente. La matriz
G(q) € R™*™ representa la forma en la que incide la accién
de control en el sistema, esta matriz tiene rango m. Cuando
m < n, el Sistema (1) es subactuado.

Por otra parte, la funcién de almacenamiento de energia
del Sistema (1) tiene la forma

1
H= §pTM’1(Q)p +V(g) 2

siendo M € R™*"™ la matriz de inercias del sistema y V' (q)
la funcién de energia potencial. Para mayor informacién



acerca de la obtencion de las ecuaciones (1) y (2), ver (Van
der Schaft 1999).

Considere la definicién clasica de error, la cual esta dada
por ¥ = x — x4, Si x4 es constante se trata de un problema
de regulacién, mientras que x4(t) implica un problema de
seguimiento de trayectorias. De acuerdo con estd definicion
de error, z = 0 implica x = z4. Aplicando dicha definicién
al sistema mecdnico se obtienen las siguientes ecuaciones

2

qd

=q- 4d 3)
=D —Ppd )
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entonces, es posible definir a la dindmica del error de la
siguiente manera

B =10 o] (5ol + Lol o~ ]

Por otro lado, los sistemas mecdnicos, como cualquier
sistema fisico, presentan limitaciones en el comportamien-
to que se les puede imponer. Razén por la cual, las
trayectorias deseadas necesariamente deben restringirse a
comportamientos que el sistema es capaz de realizar. Esto
queda manifiesto en la siguiente definicion:

Definicion 2: Una trayectoria x4 es realizable, si y sélo
si, existe una u* tal que los estados del sistema en lazo
cerrado satisfacen x = x4. En caso de no existir alguna
u* que cumpla lo anterior, entonces la trayectoria x4 es no
realizable.

Considere la siguiente definicién

Pa = M(q)4a (5)

la cual no viola ninguna ley fisica ni impone algtin problema
formal, por el contrario, resulta sumamente qtil para encon-
trar una estructura Hamiltoniana deseada de la dinamica del
error, tal como se vera mas adelante.

A partir de la Definicén (5), la dindmica de las trayecto-
rias deseadas es

b= [ il ]+ lel

1 _
Hy = 5pi M~ (9)pa + V(ga)

Una manera de encontrar las trayectorias realizables
por la planta, es invertir el sistema anterior y proponer
trayectorias que respeten las restricciones que tienen lugar al
efectuar dicha inversién. En lo sucesivo esta serd la manera
de calcular las trayectorias realizables en este trabajo, con
lo cual la dindmica del error en lazo abierto estd dada por
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1
H= ngM’l(q)p +Vi(q)

1 _
Hy = 5pg M~ ()pa + V(ga)

Por otro lado, la estructura de la dindmica deseada del
error en lazo cerrado es

q) _ 0 M~1M, B o

LL?] a {—MdM1 T — GE T | Varta(@,p) (1)
1

Ha(g:p) = 50" My 'p+ Va(a) )

con J»(q,p) = —J3 (4,D)s Kai >0y Malq) = M (q) >
0. La dindmica descrita por las ecuaciones (7) y (8) se
deduce paso a paso en (Ortega, Romeo y Liu, Zhitao y Su,
Hongye 2012), y los trabajos (Gémez-Estern, F y Ortega,
Romeo y Rubio, Francisco R y Aracil, Javier 2001) y
(Ortega, Romeo y Spong, Mark W. y Gémez-Estern, Fabio
y Blankenstein, Guido 2002) ilustran su aplicacién.

Para asegurar la estabilidad del punto [§ p]T = [0 0]
primero se debe comprobar que éste es un equilibrio
asignable del sistema, es decir

G, M_l(q)ﬁ }
_qu(qap> + quHCl(q, qd7pd)

en caso de cumplir con lo anterior, es necesario que el argu-
mento minimo de la funcién de energia potencial deseada
Va(q) sea ¢ = 0. Ver (Ortega, Romeo y Liu, Zhitao y Su,
Hongye 2012).

El siguiente paso, para encontrar una accién de control
que regule el error en cero, consiste en igualar las ecua-
ciones (6) y (7). Entonces

q,p=0

M™'p— M7 lpg= MMM 5= M5
Gu—V H —pg = — MgM ™'V Hy+
(Jo — GK4;GT)V;Hy

siendo posible dividir la accién de control en dos partes, esto
€S U = Ues + ug;. La primer parte corresponde al moldeo
de energia y la segunda a la inyeccién de amortiguamiento.
Lo anterior se hace para facilitar el cdlculo de la accién de
control, ver (Ortega, Romeo y Spong, Mark W. y G6émez-
Estern, Fabio y Blankenstein, Guido 2002).

La parte de la accién de control que corresponde al
moldeo energético debe satisfacer la llamada ecuacién de
emparejamiento, la cual aparece en sistemas subactuados.
Dicha ecuacién plasma de forma matematica las restric-
ciones que se tienen en el espacio en el cual no incide el
control, y estd dada por la siguiente expresion
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G {VH + pa— MgM~'VqHa(q,p) + J2M; 'p} =0
€))
en donde, G| : R™ — R™ ™ es el aniquilador izquierdo
de G, es decir, G, G = 0.
La Ecuacioén (9), es una ecuacién en derivadas parciales
y ademas es no lineal, lo anterior hace que encontrar
su solucién directa resulte un célculo extraordinariamente
complejo, razén por la cual, se sugiere separarla en una
parte correspondiente a la co-energia cinética y otra parte
correspondiente a la energia potencial. Al realizar la sepa-
racién se tienen las siguientes expresiones

G, {Vq[PTM_l(Q-F qa)p] — Vg, [pd M~ (q + qa)pa)—

MM~V a[p" M 'pl + 20, M 'p} =0 (10)

G1{VV(q) = Vg, V(ga) = MgM™'VVy(9)} =0
(11)

Posteriormente, se define la estructura de la matriz de
inercias deseada, la cual debe cumplir con

ai a2
Md = |: :| 3
az as

ay >0, ajas >GJ§, az >0

es decir
My=MT >o. (12)
Cuando el sistema presenta una matriz de inercias
M(q) = M, resulta conveniente elegir M, también con-
stante, con lo cual el término que resuelve trivialmente
la ecuacién (10) es Jo = 0. Este caso puede referirse a
sistemas que, de manera natural poseen matriz de inercias
constante, o bien, a sistemas que aceptan un cambio de
coordenadas (g, p) — (q, ¥(q)T'p), tal que el sistema en las
nuevas coordenadas presenta una funcién de almacenamien-
to de energia de la forma

i =t 0 i
H = 1P + V()

en donde, el factor ¥(q) = ¥(q)? se calcula de la siguiente
manera

M~ (q) = ¥(q)¥" (q)

Dichos sistemas deben cumplir con alguna de las sigu-
ientes caracteristicas:

= Tener matriz de inercias constante.

= Tener simbolos de Christoffel del primer tipo iguales
a cero.

= Tener simbolos de Riemann iguales a cero.
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= Poseer un factor ¥ el cual admita la siguiente
propiedad de antisimetria

Z [Wi(q), U;(q)] U7 (q) =

Jj=1

para mds detalles ver (Venkatraman, Aneesh y Ortega,
Romeo y Sarras, loannis y Van der Schaft, Arjan 2010).

Una vez obtenida la estructura de M, y Js se soluciona la
ecuacion en derivadas parciales descrita en (11), con lo cual
se obtiene V;(q), buscando a través de los grados de libertad
en My, que V; cumpla con las condiciones de estabilidad
impuestas.

La funcién de energia potencial deseada V; que resuelve
la Ecuacién (11), puede ser dependiente del error y las
trayectorias deseadas. De hecho, para lograr que V; dependa
exclusivamente del error, es necesario que las derivadas
parciales de la funcién de energia potencial (términos grav-
itacionales) de la planta sean lineales, y que la matrices de
inercias M y M, sean constantes. Esto se queda manifiesto
en la siguiente condicién.

Condicion 1: Sea V,; solucién de la Ecuacion (11), gq4
una trayectoria realizable para el Sistema (1), y

B(q) = VqV(Q)v Bqd = quV((Id)a Bd(ﬁf) = vivd(Q)
entonces

Va(q) = B(q) — Blga) = B(q)

Para comprobar la condicién considere la Ecuacién (11),
con M y M, constantes. Si los términos gravitacionales
son lineales, la ecuacién anterior puede expresarse de la
siguiente manera

GL{B(q) — MaM'By(q)} =0

en donde, se sabe que M y M, son matrices simétricas
y positivas definidas, por lo tanto, el término M M ~*
es una matriz simétrica y positiva definida. Observe que
cuando los términos gravitacionales son no lineales, es
imposible formar el término B(g), lo que origina que By
sea dependiente del error y las trayectorias deseadas, es
decir By(q + g4, q4)-

Una consecuencia de lidiar con términos gravitacionales
no lineales es una funcién de almacenamiento de energia en
lazo cerrado dependiente de las trayectorias deseadas, esto

es
1

Hy = ipTMd‘ Y@+ qa)P + Va(@, qa)-

Hecho lo anterior, se debe comprobar la naturaleza del
punto ¢ = 0, el cual necesariamente debe ser un minimo
de la funcién V. A continuacion se presenta una forma de
conocer la naturaleza de dicho punto.
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Caso 1: Suponga que la funcién de energia potencial
deseada tnicamente depende del error, entonces, el punto
@ = 0 es un punto critico si

0
Vqu‘q:(j = |:0
mas audn, se trata de un minimo si

2
VaVal,_o >0

Caso 2: Suponga que la funcién de energia potencial
deseada depende del error y de las trayectorias deseadas,
las cuales son funciones explicitas del tiempo. Entonces, el
punto ¢ = 0 es un punto critico si

0

mas aun, se trata de un minimo si

2
ViVal,_o >0, Vt

0

En ambos casos, V%Vd es la llamada matriz Hessiana.

Si es posible cumplir con las condiciones de estabilidad
impuestas para Vj, entonces el control por moldeo de
energia se obtiene de la siguiente manera

Ues = [GTGI*GT {V H + pa—
MyM™ 'V Hy+ JoM;'p}.
Finalmente, para calcular la parte del control correspon-

diente a la inyeccién de amortiguamiento se utiliza la
siguiente expresion

ug; = —Kq4GT M 'p. (13)

Para hacer el andlisis de estabilidad del punto de equi-
librio [g |7 = [0 0]T.se propone a la funcién de al-
macenamiento de energia H; como funcién de Lyapunov.
Cuando dicha funcién depende exclusivamente del error, el
punto de equilibrio mencionado es estable como se muestra
a continuacioén

H(0,0) = 0

H4(q,p) = [VEHa(7,p)  VEIHa(q,p)] Lﬂ
= -V} Hy(q,p)G" Ka:GV5Ha(q,p) <0

Para demostrar estabilidad asintética del punto de equilibrio,
es suficiente con demostrar que el sistema es cero estado
detectable desde la salida pasiva, esto es

iz 1] ]
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Por su parte, cuando la funcién de almacenamiento de
energia deseada depende del error y de las trayectorias
deseadas, la dinamica del error en lazo cerrado es un sistema
no auténomo, ya que las trayectorias deseadas son funciones
explicitas del tiempo. Debido a lo anterior, las siguientes
condiciones son necesarias para que el punto de equilibrio
sea estable

Hd(qda 671_)) >0 vt? (Qaﬁ) 7& 0
H(q4,0,0) =0 Vt
Hd(qda qv ﬁ) = ngd(qd7 q_7 ﬁ)GTKdinﬁHd(qdv (ia ﬁ)
oVa(qa,q,D) .
T (g, q P)ngo

0qa

en estos casos, se requiere de otro tipo de herramientas
para asegurar estabilidad asintética, una de ellas puede ser
el teorema de Barabalat.

III. GRUA

En esta seccion se pretende, a través de un ejemplo,
mostrar la aplicaciéon de la metodologia propuesta previ-
amente.

ql

mc

\
0O

mp

Figura 1: Gria

Suponga el sistema de la Figura (1), el cual puede ser
representado por el Sistema (1) con

1
H=>p"M'p+ mypgl [1 — cos(g1)]

2
[ me+m, mypl cos(gz)
— [myplcos(qz) mypl?
[ 0
Vol = |mpgl sin(qg)}
(1
6=y

Los simbolos de Riemann de este sistema se calculan de
la siguiente manera

Rijir( )*1 PMiy, | My OPMa  0*Mjy,
ijlk\q) = 2 6q]an 8q18qk aQJaqk: aqzam
Z (M_l)ab [leacikb - Cilacjkb]

a,b=1
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en donde, C' son los simbolos de Christoffel del primer
tipo. A efectuar el calculo resulta que todos los simbolos
son cero, por lo tanto, el sistema puede ser parcialmente
linealizado mediante el factor

. 1 —C?S(Q2)]
vt = |7 Y
0 1

Ty
= \/mc + my, sin(gs)?
siendo IT = W(q)Tp.

Hecho lo anterior, la nueva dindmica del sistema esta
dada por

q 0 \\ 0
1
H = 5|H\2 + mypgl[1 — cos(ga)]

Para obtener las trayectorias realizables se encuentra la
dindmica de II,, la cual estd dada por

_ T T *
= 07 (V,H)|,_,, + ¥ Gu =
mypgsin(gaq) cos(qz) 1

gt 0]
—/Mpgsin(qaq) 0

Por otro lado, partiendo de la Definicién (5), se tiene

5)

. d . .
Iy = a(‘I’TM)Qd + (U M) =

o) i) L] *
—msn@e) g [
[—\/mzszn(qg) O] {q.2d}

Al igualar las ecuaciones (15) con (16), se obtiene la
restriccion fisica del sistema, la cual es

(16)

—gsin(q2) = cos(q2)dra + lGaq — sin(g2)q14 (17

dicha restriccién no debe ser violada para que las trayecto-
rias ¢4 sean realizables.
Por su parte, la dindmica del error estd dada por

gl [ o 1 0 Ga
i A e E
Debido a que la matriz de inercias de la planta es constante,
conviene elegir una matriz de inercias deseada constante.
Por simplicidad se elige My = I, esta eleccién cumple con
las condiciones impuestas a My, no obstante, al calcular el

minimo de V; se comprobard si esta eleccién es valida o
no.
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Se iguala la dindmica del error en II con su respectiva
dinamica deseada, de lo cual se tiene

v'Gu - vV, vV — 11y, = vV, v,
Al premultiplicar por (¥7G); = [0 1], se conoce la
ecuacion de emparejamiento de este sistema, la cual es
oVa
g2
La solucion de esta ecuacion se calcula utilizando Maple®),
obteniendo la siguiente expresion

mpgl[sin(q + q2q) — sin(qeq)] =

Va = mypgl[— cos(q2 + qaa) — G2 sin(qza)] + ¢(q1, q24)

en donde, ¢(G1,q24) debe tener un minimo en ¢ = O.
En este caso, se elige una funcién cuadritica en ¢; por
simplicidad, ademds de agregar un término m,gl cos(qgaq)
para cumplir con la condicién V4(0,0,g24) = 0. De esta
forma, se obtiene la funcién de energia potencial deseada,
la cual es

. K. _
Vi = =y gllcos(qa-+ )2 sin(ga)—cos(qza) [+ 5 (@)

con K. > 0.
Posteriormente, se comprueba que el origen del error es
un punto critico

oVy
dq
lo cual es cero para toda g24, y por lo tanto, para todo ¢ .

Mediante el signo de la matriz Hessiana evaluada en el
punto critico se obtiene la naturaleza del mismo

0%V, _ [KC 0 }
07 |, 0 mypgl cos(qaa)

Observe que la matriz Hessiana es positiva definida siempre
y cuando q24 € (=%, % ). Debido a lo anterior, la suposicién
Mg = I es vdlida para dichos valores de ga4.

De lo anterior, la funcién de almacenamiento de energia
para el sistema en lazo cerrado es

—o [mpgz [sin(qu> - Sin(de)J

Hi = —mygl[cos(G2 + q2a) + sin(gzq) — cos(qaq)]+
K. o 1 9
fe S
B (@) + 2| |

Hecho lo anterior, (u — u*).s se calcula de acuerdo con

Ues = [g} {‘I’VqV(Q) +10g — Mﬁlqud@}

Por otra parte, para la inyeccién de amortiguamiento se
realiza el siguiente calculo

ug = —Kqg (0T G)'I

con Kg4; > 0.
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Para probar que los resultados son correctos, se realizé

una simulacién con los siguientes valores:

K.=20 Ky =10

my =1 me =1

q14 = sin(0.1¢) I1,(0) =0
q1(0) = 0.6 q2(0) = 0.2

Para calcular el resto de las trayectori
resolvio en linea la Restriccion (17), la cual

Gy VS Gy

g=9.78
1=03
I1,(0) = 0

as deseadas, se
es una ecuacion

===y

posicién [m]

L2 ;
i 0 50,100 150

0 H
8 10
1'[1vsl'[1d
7 T
E e
o b4
< ]
0.2
£ : ; 7 1
: — e NN
g Z 0.2 '
i : 0 50 100 15
4 6 8 10
tiempo [seqg]

diferencial. En la Figura (2) se observan los estados reales
del sistema y los deseados, siendo posible apreciar que los
estados reales del sistema siguen las trayectorias deseadas.
Por su parte, en la Figura (3)se muestran los errores de
seguimiento. Finalmente para realizar el andlisis de estabil-
idad, ha sido imposible para el autor demostrar de forma
analitica la condicién Hd < 0, por esta razén se muestra
el comportamiento de dicha funcién en la Figura (4), junto
con la sefnal de control u. Dicha figura pretende demostrar
la consdicion de estabilidad antes mencionada.

Gz VS Gy

posicién [rad]

momentum [Kg nt rad/s]

-15 : : . .
0 2 4 6 8 10
tiempo [seg]

Figura 2: Estados deseados contra reales

error en l‘.|1
0.6 T . T T
E 04}
=
e 0.2
o
8
o 0f
02 iz i i
2 4 6 8 10
error en H1
) :
£ of ]
L=
) 1
g
£ -04}-
@
E-06
08 : : : i
o 2 4 6 ] 10
tiempo [seqg]
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error en (.]2
04 . . . .
T 02
s
5 o
f=l
[%]
2 .02 .
.04 H H i 4
0 2 4 6 8 10
E e Eerror en H?
o .
s
“E
=2
X
E
3
=
o £
£ i ; i
£ 4 6 ) 10

tiempo [seqg]

Figura 3: Errores
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fuerza [N]

2 4 6 8 10
tiempo [seg]

(dHdsdt)

tiempo [seg]

Figura 4: Seiial de control y Hy

IV. CONCLUSIONES

En este articulo se presenta una metodologia que resuelve
el problema de seguimiento de trayectorias para sistemas
mecdnicos subactuados utilizando la técnica IDA-PBC.
Dicha metodologia se explica paso a paso y posteriormente
se ilustra su funcionamiento, a través del ejemplo de una
grua.

Siguiendo los pasos descritos en este trabajo, es posible
dar solucién al problema de seguimiento de trayectorias
para sistemas cuyos términos gravitacionales son no lin-
eales, este hecho debe resaltarse debido a la escasa teoria
existente en la que se resuelven ejemplos de este tipo.

La metodologia propuesta requiere de las trayectorias
realizables por el sistema, si bien se presenta un método
de obtenerlas a través de la inversién de la planta, este
problema puede resultar extraordinariamente complejo para
algunos sistemas, siendo una de las limitaciones de la
estrategia de solucién.

Como trabajo futuro, se propone desarrollar un método
para encontrar las trayectorias realizables por un sistema.
Adicionalmente, resulta conveniente buscar un método
analitico que demuestre la estabilidad de la dindmica del
error en lazo cerrado.
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