
Observador de velocidad hı́brido con convergencia

en tiempo finito

Roque Martı́nez1 y Joaquı́n Álvarez2
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Resumen— Se propone un observador de velocidad hı́brido
para una clase de sistemas mecánicos. El observador converge
en tiempo finito a la velocidad del sistema y el cálculo de
sus parámetros es sencillo. Además, el observador propuesto
es robusto frente a incertidumbres discontinuas acotadas en
el sistema. Se muestra el desempeño del observador con dos
ejemplos numéricos, en el primero se considera un sistema
continuo y en el segundo un sistema discontinuo.
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I. INTRODUCCIÓN

En sistemas mecánicos es común que no sea posible

conocer todas las variables de estado para calcular la señal

de control del sistema en lazo cerrado. En muchos casos las

variables de velocidad no se encuentran disponibles, mien-

tras que las variables de posición sı́ lo están. Sin embargo,

algunos fenómenos no lineales presentes en los sistemas

mecánicos dificultan la observación de la velocidad.

En este contexto, los observadores lineales, los basados en

el modelo dinámico y los de alta ganacia no son adecuados

cuando en el sistema existen incertidumbres no modeladas

(Davila et al., 2005).

Los observadores basados en modos deslizantes son amplia-

mente usados debido a su tiempo finito de convergencia, la

robustez con respecto a las incertidumbres y la posibilidad

de estimar las perturbaciones (Ferrara, 2009), (Fraguela

Cuesta et al., 2011) y (Van et al., 2012), sin embargo,

en la mayorı́a de los casos, cuando las incertidumbres

son discontinuas no presentan un desempeño adecuado, o

incluso no es posible aplicarlos (Davila et al., 2005), (Xian

et al., 2004) y (Levant, 1998).

En este trabajo se propone un observador de velocidad

hı́brido para una clase de sistemas mecánicos con tiempo

finito de convergencia. Se muestra que es robusto frente

a incertidumbres discontinuas acotadas en el sistema y el

cálculo de sus párametros es sencillo. Además, el desem-

peño del observador se ilustra con dos ejemplos numéricos,

en el primero se considera un sistema continuo en lazo

cerrado, y en el segundo un sistema discontinuo con una ley

de control discontinua que utiliza la velocidad observada.

II. OBSERVADOR

Considere

ẋ1 = x2

ẋ2 = f(x1) + ξ(t, x1, x2, u)
y = x1

(1)

donde x1, x2 ∈ R, f(x1) es suave y

|ξ(t, x1, x2, u)| < M < ∞, (2)

con M constante.

El observador de x2 propuesto es

˙̂x1 = x̂2 + k2(x1 − x̂1)
˙̂x2 = f(x1) + k1(x1 − x̂1) + k3ẋ+ kr1ϕ(ẋ)
ẋ = −kr2x− w + (x1 − x̂1)
ẇ = kr3ϕ(ẋ)

(3)

donde x̂1, x̂2 ∈ R, k1, k2, k3, kr1, kr2, kr3 son constantes

positivas, kr1 ≥ M y

ϕ (ẋ) =







1, para ẋ > 0,
0, para ẋ = 0,
−1, para ẋ < 0.

(4)

es una función discontinua (hı́brida (Martinez et al., 2008),

(Orlov, 2009)).

Definiendo las variables de error e1 = x1 − x̂1, e2 =
x2 − x̂2, obtenemos el sistema

ė1 = e2 − k2e1
ė2 = ξ(t, x1, x2, u)− k1e1 − k3ẋ− kr1ϕ(ẋ)

(5)

y haciendo el cambio de variable v1 = e1 y v2 = v̇1 = ė1
tenemos una ecuación diferencial con discontinuidades en

el lado derecho como las abordadas en (Filippov, 1988)

v̇1 = v2
v̇2 = ξ(t, x1, x2, u)− k1v1 − k2v2 − k3ẋ− kr1ϕ(ẋ)
ẋ = −kr2x− w + v1
ẇ = kr3ϕ(ẋ)

(6)
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donde, de acuerdo a Filippov (Filippov, 1988), el intervalo

de equilibrio es en v2 = ẋ = 0, ya que

0 = v2
0 = ξ(t, x1, x2, u)− k1v1 − k2v2 − k3ẋ− kr1ϕ(ẋ)
0 = −kr2x− w + v1
0 = kr3ϕ(ẋ).

El siguiente Teorema proporciona un criterio para la

selección adecuada de k2, kr1, kr3 que hagan v2 = 0 en

tiempo finito, lo que implica que x2 = ˙̂x1 en tiempo finito,

ya que v2 = ẋ1 − ˙̂x1.

Teorema 1: Considere el sistema (6). Si

kr3 >
6kr1
k2

(7)

entonces v2 = 0 en tiempo finito.

Demostración: Considere la función definida positiva

V1 =
1

2
v2
2
+

1

2
k1v

2

1
+

1

2
k3ẋ

2 (8)

La derivada temporal de V1 a lo largo de las trayectorias

del sistema (6) es

V̇1 = v2v̇2 + k1v1v̇1 + k3ẋẍ

V̇1 = (ξ(t, x1, x2, u)− kr1ϕ (ẋ)) v2 − k2v
2

2

−k3kr2ẋ
2 − k3kr3 |ẋ|

(9)

con ẋϕ(ẋ) = |ẋ|, y determinamos que

|v2| ≤
M + kr1

k2
(10)

en tiempo finito.

Para determinar que v2 = 0 en tiempo finito, considere

la siguiente función definida positiva

V2 =
1

2
v2
2
+

1

2
k1v

2

1
+

1

2
k3ẋ

2 + kr1 |ẋ| (11)

La derivada temporal de V2 a lo largo de las trayectorias

del sistema (6) es

V̇2 = ξ(t, x1, x2, u)v2 − k2v
2

2
− kr1ϕ (ẋ) v2

−k3kr2ẋ
2 − k3kr3ϕ (ẋ) ẋ− kr1ρ (ẋ) kr2ẋ

−kr1ρ (ẋ) kr3ϕ (ẋ) + kr1ρ (ẋ) v2

(12)

donde

ρ (ẋ) =







1, para ẋ > 0,
[−1, 1] , para ẋ = 0,
−1, para ẋ < 0,

(13)

es el gradiente generalizado (Clarke et al., 1998) de la

función |ẋ| para todo ẋ.

Si las trayectorias de (6) se encuentran fuera de la

superficie de discontinuidad ẋ = 0, tenemos que

V̇2 = ξ(t, x1, x2, u)v2 − k2v
2

2
− k3kr2ẋ

2

−k3kr3 |ẋ| − kr1kr2 |ẋ| − kr1kr3

o

V̇2 ≤ ξ(t, x1, x2, u)v2 − kr1kr3. (14)

Entonces, de acuerdo con (10), si

kr1kr3 > M
M + kr1

k2
(15)

las trayectorias del sistema llegan a ẍ = ẋ = 0 en tiempo

finito.

Si las trayectorias permanecen en la superficie de dis-

continuidad ẋ = 0, tenemos que de acuerdo a Filippov

(Filippov, 1988)

ẍ = −kr2ẋ− kr3ϕ (ẋ) + v2 = −kr3ϕ (0) + v2 = 0 (16)

y, por (4), existirá conmutación infinita sólo cuando v2 6= 0.

Puesto que para v2 6= 0 tenemos

V̇2 = ξ(t, x1, x2, u)v2 − k2v
2

2
+ kr1ρ (ẋ) v2 (17)

o

V̇2 ≤ (ξ(t, x1, x2, u) + kr1ρ (ẋ)) v2, (18)

esta conmutación infinita deberá ser (”no hay de otra!”)

entre (18) y (14).

Note que los dos conjuntos de puntos del tiempo t

correspondientes a (18) y (14), respectivamente, son no

numerables. Además, (18) y (14), con respecto t, son

funciones medibles, acotadas y por lo tanto, integrables

según Lebesgue (Kolmogorov y Fomin, 1975).

Por lo tanto, si queremos que V2 a lo largo de las

trayectorias de (6) decaiga en tiempo finito hacia v2 = ẋ =
0, basta, de acuerdo a la integral de Lebesgue (Kolmogorov

y Fomin, 1975) de V̇2, que (14) con (15) compense a (18),

es decir, considerando nuevamente (10), que

kr1kr3 > M
M + kr1

k2
+ (M + kr1)

M + kr1

k2

kr1kr3 > (2M + kr1)
M + kr1

k2

kr3 >
6kr1
k2

puesto que kr1 ≥ M .

II-A. Ejemplo 1

Sea el sistema mecánico en lazo cerrado

ẋ1 = x2

ẋ2 = −kp (x1 − x1d)− kv (x2 − ẋ1d) + ẍ1d

y = x1

(19)

donde kp, kv son constantes positivas y x1d es una trayec-

toria deseada, tal que |x1d| < c1 < ∞, |ẋ1d| < c2 <

∞, |ẍ1d| < c3 < ∞, con c1, c2, c3 constantes. Para este

sistema definimos f(x1) = −kpx1 y ξ(t, x1, x2, u) =
kpx1d − kv (x2 − ẋ1d) + ẍ1d.

Puesto que el punto de equilibrio (x1 − x1d) =
(x2 − ẋ1d) = 0 de (19) es asintóticamente estable (kp y

kv son constantes positivas), el término kv (x2 − ẋ1d) de

ξ(t, x1, x2, u) deberá en algún tiempo finito estar acotado

por alguna constante ǫ mayor que cero, es decir
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|ξ(t, x1, x2, u)| = |kpx1d − kv (x2 − ẋ1d) + ẍ1d|
< kpc1 + ǫ+ c3 = M,

(20)

donde ǫ > 0, para t < ∞.

Por lo tanto, si consideramos el sistema (19) y el obser-

vador (3) con (7) y

kr1 ≥ M = kpc1 + ǫ + c3, (21)

de acuerdo con el Teorema, obtendremos x2 en ˙̂x1 en

tiempo finito.

La figura 1 muestra resultados numéricos con kp =
1, kv = 0,5, k1 = 1, k2 = 1, k3 = 1, x1d = 1,5sin (t),
c1 = c2 = c3 = 1,7, ǫ = 0,6, y kr1 = 4, kr2 = 1, kr3 = 25.

Las condiciones iniciales fueron x1 (0) = 2, x2 (0) =
x̂1 (0) = x̂2 (0) = x (0) = w (0) = 0.
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Figura 1.

II-B. Ejemplo 2

Considere el oscilador mecánico con fricción seca

ẋ1 = x2

ẋ2 = −kpx1 − kcsgn (x2) + u

y = x1

(22)

donde kp, kc son constantes positivas, u es la entrada de

control y

sgn (x2) =







1, para x2 > 0,
γ, para x2 = 0,
−1, para x2 < 0,

(23)

con γ ∈ [−1, 1], describe el comportamiento de la fricción

seca en el sistema.

El objetivo de control es que la posición x1 siga una

trayectoria x1d, tal que |x1d| < c1 < ∞, |ẋ1d| < c2 <

∞, |ẍ1d| < c3 < ∞, con c1, c2, c3 constantes.

Una ley de control, que cumple este objetivo es

u = kpx1d − ks1ϕ (x1 − x1d)− ks2ϕ (x2 − ẋ1d) + ẍ1d

con ks2 > kc y ks1 > ks2 + kc. Sin embargo, puesto que

en (22) solo tenemos acceso a la posición, proponemos

u = kpx1d − ks1ϕ (x1 − x1d)− ks2ϕ
(

˙̂x1 − ẋ1d

)

+ ẍ1d

(24)

con (3).

Ası́, para (22),(24),(3), definimos f(x1)=−kpx1 y

ξ(t, x1, x2, u) = kpx1d − kcsgn (x2)− ks1ϕ (x1−x1d)

−ks2ϕ
(

˙̂x1 − ẋ1d

)

+ ẍ1d.

Por lo tanto, puesto que

|ξ(t, x1, x2, u)| < kpc1 + kc + ks1 + ks2 + c3 = M, (25)

si consideramos el sistema (22),(24),(3) con (7) y

kr1 ≥ M = kpc1 + kc + ks1 + ks2 + c3, (26)

de acuerdo con el Teorema, obtendremos x2 en ˙̂x1 en

tiempo finito y el objetivo de control de seguimiento de

trayectoria se cumple.

La figura 2 muestra resultados numéricos con kp =
1, kc = 0,5, ks2 = 0,7, ks1 = 1,5, k1 = 1, k2 = 1, k3 = 1,

x1d = 1,5sin (t), c1 = c2 = c3 = 1,7, y kr1 = 7, kr2 =
1, kr3 = 45. Las condiciones iniciales fueron x1 (0) =
2, x2 (0) = x̂1 (0) = x̂2 (0) = x (0) = w (0) = 0.
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Figura 2.

III. CONCLUSIONES

Se propuso un observador de velocidad hı́brido para una

clase de sistemas mecánicos con convergencia en tiempo fi-

nito, evitando con esto un análisis completo de lazo cerrado

si se utiliza en una ley de control. El observador utiliza la

función discontinua (hı́brida (Martinez et al., 2008),(Orlov,

2009)) ϕ que esta definida para todo ẋ, a diferencia de

las funciones ρ(ẋ) y sgn(x2) que describen el gradiente

generalizado (Clarke et al., 1998) y el comportamiento de la

fricción seca en el sistema, respectivamente. Esta naturaleza

hı́brida hace posible la convergencia en tiempo finito y lo

robusto frente a incertidumbres discontinuas acotadas en el

sistema.

El análisis presentado, el cual utiliza la definición más gene-

ral de la integral de Lebesgue (Kolmogorov y Fomin, 1975),

hace posible obtener un método sencillo (desigualdad (7))

para calcular los parámetros del observador.
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