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Resumen— En este trabajo se presenta una solución al
problema de estabilización con retroalimentación de salida
de un sistema lineal de segundo orden con parámetros
desconocidos y en donde además, solamente se conocen
la variable de estado que corresponde a la posición y el
signo del coeficiente de la señal de control. El esquema de
control está basado en un observador de orden reducido,
utilizado en conjunto con el enfoque de Inmersión e
Invarianza. El observador es utilizado para estimar el estado
no disponible para retroalimentación (la velocidad) y para
construir un sistema virtual incierto de segundo orden,
cuyos estados se asume están disponibles para realizar la
retroalimentación de estado completa. El sistema virtual se
estabiliza utilizando la metodologı́a de Inmersión e Invarianza.

Palabras clave: control adaptable, inmersión e invarianza,
sistema incierto, sistema lineal.

I. INTRODUCCIÓN

El control adaptable para una clase de sistemas lineales

con parámetros desconocidos en donde todas las variables

de estado están disponibles para la retroalimentación, puede

resolverse utilizando diferentes métodos de control estándar

(Krstic et al., 1995) tales como los que están basados

en funciones de Lyapunov. También los métodos basa-

dos en el concepto de platitud (H. Sira-Ramirez y S. K.

Agrawal, 2004; Sira-Ramirez, 1993; Moctezuma y Sánchez,

2011; Moctezuma y Sánchez, 2011) y redes neuronales

(Yu y Poznyak, 1999; Yu y de Jesús Rubio, 2009; de Je-

sus Rubio y Yu, 2007a; de Jesús Rubio y Yu, 2007b)

han sido ampliamente utilizados. Sin embargo, resolver el

problema de control cuando solamente uno de los estados

del sistema está disponible para retroalimentación, es una

tarea complicada.

En este trabajo presentamos una solución al problema

de estabilización con retroalimentación de salida para una

clase de sistemas lineales de segundo orden con parámetros

desconocidos, en donde solamente se conoce el signo del

coeficiente de la señal de control y la única variable de

estado disponible para retroalimentación es la posición. A

pesar de que este problema se presenta frecuentemente en

sistemas de segundo orden, en donde la fuerza de amor-

tiguamiento (la cual depende de la velocidad, usualmente no

disponible) está presente pero es desconocida; hasta donde

tenemos conocimiento, este problema solamente habı́a sido

resuelto por (Sane et al., 2000).

La metodologı́a empleada en este trabajo está basada en

el diseño de un observador de orden reducido utilizado

en conjunción con el enfoque de Inmersión e Invarianza

(Astolfi y Ortega, 2003; Ortega et al., 2003) (I&I). En

primer lugar se utiliza un observador de orden reducido

para estimar el estado no disponible para retroalimentación

y para construir un sistema virtual que replique la estruc-

tura del sistema original. En segundo lugar, utilizando las

herramientas de I&I se construye una variedad atractiva e

invariante de tal forma que el sistema original en lazo cer-

rado se comporta como un sistema asintóticamente estable.

El trabajo está organizado de la siguiente forma. En la

Sección II se define el problema de control. La estrategia

de control se presenta en la Sección III. Los resultados de

simulación se presentan en la Sección IV. Finalmente, las

conclusiones se presentan en la Sección V.

II. DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA

Consideremos el siguiente sistema lineal de segundo

orden con parámetros desconocidos:

.
x1 = x2;
.
x2 = −a1x1 − a2x2 − a3 + bu;

(1)
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donde x1 y x2 ∈ R son las variables de estado del sistema,

u es la señal de entrada (control); ai, con i = {1, 2, 3} y

b > 0 son constantes desconocidas. Supongamos ahora que

únicamente z = x1 está disponible para retroalimentación

de estado, y que además

A1 La salida z(t) = x1(t) se puede medir para todo t >
0, con b > 0,

entonces, el problema de control consiste en encontrar una

señal u(x1, x̂2, â, b̂) capaz de llevar las trayectorias del

sistema x a un punto de equilibrio deseado. Las variables

x̂2, â y b̂ son estimaciones de x2, a = (a1, a2, a3) y b,
respectivamente.

Resumiendo, el problema de control se describe de la

siguiente forma:

Descripción del problema: Considere el sistema lineal

con parámetros desconocidos (1), bajo la suposición

A1. Entonces, el objetivo de control consiste en

llevar los estados del sistema a la posición deseada

x = (x1 = x1, x2 = 0).

Comentario 1: Aún cuando este problema de control

puede parecer a primera vista sencillo y fácil de resolver,

diseñar la ley de control u(x1, x̂2, â, b̂) es un problema

complejo. Hasta donde los autores tienen conocimiento, este

problema solamente ha sido resuelto por (Sane et al., 2000),

combinando un observador de primer orden con otro de

segundo orden, y aplicando después una versión modificada

del control adaptable basado en Lyapunov. En este trabajo

se utiliza la metodologı́a de Inmersión e Invarianza (I&I)

(Astolfi y Ortega, 2003; Astolfi et al., 2008) junto con un

observador de orden reducido.

Finalizamos esta sección haciendo notar que el sistema

(1) puede ser expresado como:
.
x1 = x2;
.
x2 = −aTH(x, t) + bu;

(2)

donde aT = (a1, a2, a3) y H(x) = [x1, x2, 1]
T .

III. ESTRATEGIA DE CONTROL

En esta sección proponemos un filtro de orden reducido

con el fin de estimar asintóticamente el estado no disponible

x2, y poder ası́ modificar utilizando retroalimentación de

estado, las trayectorias de un sistema virtual. Es importante

mencionar que la estructura del sistema virtual tiene que

replicar la del sistema original, aunque en el sistema virtual

todas las variables de estado están disponibles para retroal-

imentación, facilitando ası́ el diseño del controlador I&I

(Astolfi y Ortega, 2003; Astolfi et al., 2008).

A. Observador de orden reducido:

Consideremos el siguiente filtro:

.
y1 = −λy1 + x2 = y2, (3)

donde λ > 0. Tomando la variable auxiliar s como:

s =
.
y2 + aTH(y)− bv; (4)

donde v es un controlador virtual que actúa sobre el sistema

(4) y y = (y1, y2)
T . Nótese que s replica la ecuación (2).

De (3) y (4) tenemos que la derivada con respecto al tiempo

de s está dada por:

.
s = −λ(

.
y
2
+ aTH(y)) +

( .
x2 + aTH(x)

)
− b

.
v. (5)

Asignando ahora la siguiente dinámica al controlador v
tenemos:

.
v = −λv + u, (6)

resultando en que la ecuación (5) es transformada en:

.
s = −λ(

.
y
2
+aTH(y)−bv)+

( .
x2 + aTH(x)− bu

)
= −λs.

La ecuación anterior implica s = s(0)e−λt. Por lo tanto, de

la definición de s, la dinámica de y puede expresarse como:
.
y1 = y2;
.
y
2
= −aTH(y) + bv + s;

(7)

en donde y ∈ R
2 es la variable de estado, disponible para

retroalimentación completa. En lo sucesivo nos referiremos

al sistema (7) como el sistema virtual de parámetros

desconocidos.

Terminamos esta sección con el siguiente lema, el cual

servirá para analizar la estabilidad del sistema original (2).

Lema 1: Considere el sistema lineal de parámetros

inciertos (2) junto con (7). Si y = (y1, y2)
T convergen

asintóticamente a y = (x1, 0)
T , entonces, x converge a x.

Demostración: Para simplificar la demostración fi-

jamos x1 = 0. Si y = (y1, y2)
T → (0, 0)T y v → 0,

entonces, de (3), tenemos que x1,
.
x1 y

..
x1 convergen a

cero y, de la ecuación (6), concluimos que u → 0.

Comentario 2: Del resultado anterior podemos men-

cionar que resolver el problema de control adaptable del

sistema (7) es más sencillo que resolver el problema de

control del sistema original (2), debido a que en el sistema

virtual se puede realizar una retroalimentación completa del

estado y.

B. Control con inmersión e invarianza (I&I)

Aplicando la metodologı́a de control adaptable I&I para

el sistema virtual (7) (Astolfi y Ortega, 2003; Astolfi et

al., 2008), tenemos que cuando a y k = 1/b 6= 0 son

conocidos, el sistema (7) se estabiliza en la posición deseada

y utilizando la siguiente ley de control:

v(y, p) = −k(−aTH(y) + r(y)); (8)

con r(y) = kp(y − y) + kd
.
y, en donde kp > 0 y kd > 0.

Es decir, puede demostrarse que el sistema en lazo cerrado

(7) y (8), esto es:

.
y = Ay =

[
y2

−r(y)

]
,

es globalmente y exponencialmente estable en y = y.

Consideremos la siguiente suposición:

A2 Existe P > 0 tal que PA+ATP = −I .
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Definición 1: Suponemos que A2 se cumple, decimos

entonces que el sistema (7) puede ser estabilizado a través

de I&I, si existe α(y, p̂) ∈ R
3, κ(y, p̂) ∈ R, y wa(y, p̂) ∈ R

3

y wk(y, p̂) ∈ R en donde p̂ = (âT , k̂) ∈ R
4, tal que todas

las trayectorias del siguiente sistema aumentado:

.
y1 = y2;
.
y2 = −aTH(y)− 1

k
υ(y, k̂ + κ(y, p̂), â+ α(y, p̂));

.

â = wa(y, p̂);
.

k̂ = wk(y, p̂);

(9)

están acotadas y satisfacen

lim
t→∞

(
υ(y, k̂ + κ(y, p̂), â+ α(y, p̂))− v(y, p)

)
= 0. (10)

Comentario 3: Nótese que la condición (10) se debe

satisfacer para todas las trayectorias del sistema que

pertenecen a la variedad:

M = {â ∈ R
3 : â− a+ α(y, p̂) = 0} ∪

{k̂ ∈ R : k̂ − k + κ(y, p̂) = 0}. (11)

Además, de la Definición 1 y la suposición A1, podemos

asegurar que:

lim
t→∞

y(t) = y∗.

Comentario 4: Se puede demostrar que el controlador

adaptable tiene la siguiente forma:

υ = υ(y, k̂ + κ(y, p̂), â+ α(y, p̂));
.

â = wa(y, p̂);
.

k̂ = wk(y, p̂).

(12)

La dificultad mayor del enfoque I&I consiste en moldear

las funciones α(·), κ(·), wa(·) y wk(·), de tal forma que

la variedad M sea invariante y asintóticamente atractiva.

En otras palabras, el sistema extendido (9) debe converger

asintóticamente a la variedad invariante M . Una conse-

cuencia de este hecho es que el sistema extendido replica

correctamente el sistema deseado.

En las secciones siguen a continuación utilizaremos la

siguiente simbologı́a:

pT = [aT , k]; p̂T = [âT , k̂];

ρT (y, p̂) = [αT (y, p̂), κ(y, k̂)],

con p, p̂, ρ ∈ R
4, y para la función ρ(y, p̂) : R2×R

4 → R
4,

definimos:

∇iρ(y, p̂) =

[
∇iα(y, p̂)
∇iκ(y, p̂)

]
: R2 × R

4 → R
4,

∇p̂ρ(y, p̂) =

[
∂
∂p̂
α(y, p̂)

∂
∂p̂

κ(y, p̂)

]
: R2 × R

4 → R
4×4,

con ∇i =
∂

∂yi
; para i = {1, 2}.

C. Control adaptable

Para obtener una υ que satisfaga las condiciones (10) y

(11), proponemos

υ = (k̂ + κ(y, p̂))
(
−r(y) + (â+ α(y, p̂))

T
H(y)

)
; (13)

en donde el conjunto de variables S = {k̂, κ(·), â, α(·)},

se selecciona de tal forma que la variedad M sea invariante

y atractiva para cualquier condición inicial. Este objetivo se

logra utilizando lo que se conoce como coordenada exterior

de la variedad, definida por

z =

[
za
zk

]
= p̂− p+ ρ(y, p̂); (14)

Antes de proceder al cálculo de la dinámica de z es

importante expresar los valores de
.
y2 en términos de z.

Con este fin sustituimos los valores de υ, definidos en (13),

en la segunda ecuación de (9), lo cual da como resultado

.
y2 = −aTH(y) +

(k̂ + κ(y, p̂))

k
∆(y, p̂), (15)

donde

∆(y, p̂) = −r(y) + (â+ α(y, p̂))
T
H(y) (16)

Utilizando la definición de las variables za y zk (14),

podemos transformar el sistema (15) en

.
y
2
= −r(y) + ΦT (y, p̂)z; (17)

donde:

ΦT (y, p̂) =
[
HT (y) 1

k
∆(y, p̂)

]
. (18)

Procedemos ahora a obtener la dinámica de z. De la

ecuación (14) tenemos que

.
z =

.

p̂+ ∂
∂p̂
ρ(y, p̂)

.

p̂+ y2∇1ρ(y, p̂) +
.
y2∇2ρ(y, p̂).

(19)

Sustituyendo (17) en (19) obtenemos

.
z = (I +∇p̂ρ(·))

.

p̂+ y2∇1ρ(y, p̂)

+∇2ρ(y, p̂)
(
−r(y) + ΦT (y, â)z

)
. (20)

Luego entonces, seleccionando la dinámica de
.

p̂ como
.

p̂ = (I +∇p̂ρ(·))
−1

(−y2∇1ρ(y, p̂) + r(y)∇2ρ(y, p̂)) ,
(21)

la ecuación (20) puede escribirse como:

.
z = ∇2ρ(y, p̂)Φ

T (y, p̂)z; (22)

en donde z describe la dinámica del sistema extendido

afuera de la variedad M . Para asegurar la convergencia

de z, consideremos la función V = zTDz; en donde

D = diag{1, 1, 1, 1/k} > 0, ya que k > 0. Por lo tanto,

la derivada con respecto al tiempo de V a lo largo de las

trayectorias del sistema (22), está dada por:

.

V = zTD
.
z = zT

[
∇2α(y, p̂)
1

k
∇2κ(y, p̂)

]
ΦT (y, p̂)z = zTM(y, p̂)z.

(23)

CNCA 2013, Ensenada B.C. Octubre 16-18 58



Es importante resaltar que
.

V ≤ 0 si κ(y, p̂) y α(y, p̂) se

seleccionan de tal forma que:

Ms(·) = M(y, p̂) +MT (y, p̂) ≤ 0. (24)

El siguiente lema da las condiciones suficientes para ase-

gurar que Ms(·) ≤ 0.

Lema 2: La matriz (24) es semidefinida negativa si α y

κ se seleccionan como

α(y) = −γa
∫ y2

0
H(y1, s)ds;

κ(y, â) = γk
∫ y2

0

(
−HT (y1, s)(â+ α(y1, s)) + r(y1, s)

)
ds.

(25)

donde γa y γk son estrictamente positivas.

Una consecuencia del Lema 2 es que la matriz ∇p̂ρ(∗) =
{δij}; donde δij = 0, excepto para:

δ41 = −y1y2; δ42 = −y2
2
/2; δ43 = −y2,

lo cual garantiza que la matriz I +∇p̂ρ(∗) es no singular.

D. Análisis de convergencia

Nótese que cuando α(y) y κ(y, â) se eligen de acuerdo

al Lema 2, obtenemos
.

Vz = zTD
.
z = −zTΦ(y, p̂)ΦT (y, p̂)z = −̟2(·),

garantizando que z ∈ L∞ y ̟(∗)2 ∈ L2. De la ecuación

(17) obtenemos que el siguiente sistema

.
y =

[
y2
−r(y) +̟(·)

]
= Ay + B̟(·), (26)

es asintóticamente estable, con la perturbación ̟(·) ∈

L2. Para demostrar la convergencia de y construimos la

siguiente función de Lyapunov

VT =
1

2
yTPy +

ε

2
zT z,

donde ε > 0. Por lo tanto, la derivada con respecto al tiempo

de VT alrededor de (26), da como resultado:

.

V T = −
1

2
‖y‖

2
+ yTPB̟ − ε̟2;

la cual es acotada por arriba por

.

V T ≤ −
1

2
‖y‖2

(
1−

β

α

)
−

1

2
̟2 (1− εα) ;

con β = ‖PB‖ y α > 0. Es claro que si seleccionamos

α > β y ε < 1/α, siempre podemos garantizar que
.

V T ≤ 0. Esto implica que y → 0 y ̟ → 0, siempre

que t → ∞; lo cual puede ser demostrado utilizando el

Teorema de LaSalle. Hemos demostrado entonces que el

sistema formado por las ecuaciones (17) y (19) tiene un

punto de equilibrio globalmente estable en (y, z = 0).
Resumiendo los resultados de esta sección, tenemos la

siguiente proposición:

Proposición 1: Considere el sistema con parámetros

inciertos (7) en lazo cerrado con el controlador adaptable

(13) y (21), bajo la suposición A2. Entonces, (y, p) es un

punto de equilibrio globalmente estable del sistema en lazo

cerrado.

Comentario 5: En el análisis de estabilidad, la señal s
del sistema (7) es descartada debido a que s(t) converge

asintóticamente a cero. Además, es posible demostrar que
.
y2 puede ser recuperada a partir de la ecuación (26), esto

es, utilizando
.

ŷ2 = −r(y)

tenemos que
.
y
2
−

.

ŷ
2
→ 0, siempre que t → ∞.

La Proposición 1 indica cómo calcular el controlador

virtual para el sistema (7), el cual a su vez replica el

comportamiento del sistema original (2). Sin embargo, el

controlador que actúa sobre el sistema (2) está dado en

realidad por la ecuación (6). De hecho, la diferencia entre

el sistema original y el sistema virtual no es más que la

señal que converge exponencialmente a cero.

Terminamos esta sección resumiendo el resultado princi-

pal de este trabajo con la siguiente proposición:

Proposición 2: Si las condiciones del Lema 1 se

cumplen, el problema de estabilización con retroali-

mentación de salida del sistema (1) se resuelve con la

siguiente ley de control:

u = υ(y, p̂) + λ

(
∂v

∂y

.
y +

∂v

∂p̂

.

p̂

)
; (27)

donde υ y
.

p̂ están definidas en (13) y (21), respectivamente

y
.
y = [λy1 + x,−r(y)]T .

De hecho υ(y, p̂) y
.

p̂ se obtienen respectivamente de las

ecuaciones (13) y (21).

Comentario 6: La ecuación (27) es equivalente a:

u = υ(y, p̂) + λ
.
v(y, p̂). (28)

Para simplificar los cálculos del segundo término de la

ecuación (28), se puede utilizar un filtro de orden reducido

de la forma .
.

v̂ =
1

ǫ
(v − v̂),

con ǫ suficientemente pequeño, o un observador basado en

modos deslizantes.

IV. RESULTADOS DE SIMULACIÓN

Con el fin de validar la efectividad del controlador prop-

uesto, se simuló el siguiente sistema inestable de segundo

orden,
..
x = 0.5

.
x+ x+ u,

con el objetivo de llevar el punto de equilibrio del sistema

en lazo cerrado al punto de equilibrio deseado x = 0. Los

parámetros del controlador adaptable se seleccionaron como

γa = 1, γk = 1 y λ = 50; mientras que las condiciones

iniciales fueron escogidas como (x(0) = −0.5,
.
x(0) =

1.5). La parte de I&I del algoritmo fue inicializado en el

origen. La respuesta en lazo cerrado del sistema completo se

muestra en la Figura 1. En la Figura 2, se muestra cómo los

parámetros estimados convergen a un valor constante y que
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Figura 1. Respuesta en lazo cerrado del primer sistema
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Figura 2. Parámetros estimados para el primer sistema

no corresponde al verdadero valor de los parámetros a1, a2
y k. Se observa efectivamente que el controlador adaptable

propuesto estabiliza el sistema incierto en los primeros dos

segundos.

En las siguientes simulaciones numéricas, se hizo que la

la salida y = x del sistema
..
x = 0.5 +

.
x+ x+ 2u, siguiera

la señal discontinua por tramos xr = sign[sin(t/10)]. El

sistema completo fue inicializado en el origen. El com-

portamiento de las variables de estado se muestran en las

figures 3 y 4, respectivamente. Los parámetros estimados

en esta simulación muestran variaciones abruptas debido

principalmente a los cambios de signo presentes en la

señal discontinua. Por esta razón dichos parámetros fueron

omitidos.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo propusimos una solución nueva al prob-

lema de estabilización con retroalimentación de salida

de una clase de sistemas lineales de segundo orden con

parámetros desconocidos, en donde solamente se conocen

la posición y el signo del coeficiente de la señal de entrada.

El esquema de control propuesta utiliza un observador de
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Figura 3. Estado x1, cuando la señal de referencia es una señal
discontinua.
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Figura 4. Estado x2, cuando la señal de referencia es una señal
discontinua.

orden reducido en conjunción con la metodologı́a I&I.

El observador se utilizó para estimar la velocidad y si-

multáneamente construir un sistema virtual incierto, en el

cual todas las variables de estado están disponibles para

retroalimentación, y que además replica el comportamiento

del sistema original. Es importante mencionar que controlar

el sistema virtual es equivalente a controlar el sistema

original. Para demostrar la efectividad del esquema de

control se efectuaron simulaciones numéricas.
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VI. APÉNDICE: DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 2

Demostración: Con el fin de simplificar los cálculos

se selecciona γa = 1 y γk = 1. De la definición de Φ,

Hs(·) y ∆(·), dada en (18), (24) y (16), tenemos que:

Ms(·) =
[

2∇2α(y, p̂)HT (y) J(·)

JT (·) 2
k2 ∇2κ(y, k̂)∆(y, p̂)

]
; (29)

donde:

J(·) =
1

k
∇2α(y)∆(y, p̂) +

1

k
∇2κ(y, k̂)H(y).

Nótese que α ∈ R
3×1, κ(y, k̂) ∈ R y J ∈ R

3×1. Para

garantizar que Ms(·) ≤ 0, es suficiente con probar que

∇2α(y, p̂)H
T (y) ≤ 0; ∇2κ(y, p̂)∆(y, p̂) ≤ 0. (30)

La desigualdad en el lado izquierdo de (30) se garantiza si

∇2α(y, p̂) = −H(y); lo cual implica que el parámetro α(y)
no depende en el vector, p̂; i.e. α(y, p̂) = [y1y2, y

2

2
/2, y2]

T .

Similarmente podemos probar que κ depende directamente

del parámetro â debido a que κ se selecciona de acuerdo

a ∇2κ(y, â) = ∆(y, p̂), lo cual garantiza la desigualdad en

el lado derecho de (30). Por lo tanto, después de sustituir

los valores de ∇2α y ∇2κ, en la matriz (29), es sencillo

verificar que Ms(·) ≤ 0.
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