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Restiimen—Este articulo tiene como objetivo proponer una
estrategia de deteccion y control predictiva de volcadura en
vehiculos de pasajeros. La estrategia hace uso de una des-
cripcion lineal por pedazos del vehiculo incluyendo la dinamica
de traslacion y de rotacion, asi como incertidumbre paramétrica
y los efectos dinamicos de la suspension. Se propone una es-
trategia de control hibrida para mitigar la volcadura, basada en
el modelo del vehiculo, en un horizonte temporal de prediccion
y una estimaciéon de prediccion de la direccion. Ademas se
dan condiciones bajo las cuales no habra riesgo de volcadura
para todo tiempo. Una caracteristica de la estrategia propuesta
es su simplicidad. Las simulaciones numéricas nos permiten
corroborar los resultados del analisis teorico de la estrategia de
control propuesta.

Palabras clave—Deteccion de volcadura, control hibrido,
prediccion de volcadura.

I. INTRODUCCION

La volcadura de vehiculos comerciales, (rollover) ya sean

automoviles, camionetas de carga, camionetas utilitarias,
camiones o trdileres, es un problema muy serio en el area
de transporte, ya que la volcadura de vehiculos causa un
nimero considerablemente mayor de heridas serias e incluso
fatales en comparacién con otros tipos de accidentes [1].
Hoy en dia, a pesar de repetidos esfuerzos por regular las
especificaciones vehiculares, existen en el mercado vehiculos
nuevos con una alta probabilidad de volcadura. Por ejemplo
en [1] se presentan resultados de valoracién de riesgo de
volcadura a vehiculos utilitarios modelo 2013 de unicamente
3 de 5 estrellas. Dicha valoracién se obtiene de pruebas
experimentales en una pista bajo condiciones controladas,
ver [1] para mayor informacién. Numerosos estudios se han
desarrollado en la udltima década para afrontar el problema
(vea [2], [3], [4] entre otros). Entre esos esfuerzos, se puede
destacar los dedicados a la prediccion de volcadura, y a la
mitigacién de volcadura por medio de control activo.
La NAFTA (North American Free Trade Agreement) define
el radio de transferencia de carga (Load Transfer Ratio
LTR) o indice de volcadura (Rollover Index RI) como un
indice que caracteriza que tan cerca se encuentra un vehiculo
de volcarse. El RI o LTR puede ser interpretado como
una medida del desequilibrio entre las fuerzas verticales de
contacto de las llantas con el suelo como se puede ver en su
definicién matematica [5]:

Y Fzr—> Fzr
Y Fzr+ > Fzr
Donde F'z;, es la suma de las fuerzas verticales en los puntos
de contacto suelo-llanta izquierdos y Fzpr es la suma de

RI=LTR =

(M

las fuerzas verticales en los puntos de contacto suelo-llanta
derechos.

Valores de |RI| por debajo de RI,.; = 0.6 son considerados
como seguros. Sin embargo la estimacion de este valor
depende de manera crucial de las fuerzas verticales en los
puntos de contacto, que a su vez dependen del tipo de terreno,
de caracteristicas de las llantas, entro otros factores, por lo
que su estimacion es relativamente compleja de obtener.
Debido a limitaciones humanas y técnicas, una alarma de
tiempo para volcadura como en [8] no es suficiente para
mitigar la volcadura por lo tanto es necesario establecer
politicas de control activo, donde usualmente se involucra
frenado diferencial, direccion eléctrica, suspension activa en-
tre otros. En [2] se propone un algoritmo de control que esta
constituido por i) un control supervisor, ii) un controlador
de traccién de nivel inferior y iii) un controlador de nivel
superior que determina el par de dos motores eléctricos que
proveen la fuerza de traccién del vehiculo. Se utiliza una
estrategia de asignacion de control basada en optimizacién
para mapear el control de nivel superior e inferior a los
comandos de los actuadores. Aunque muestra en simula-
ciones que el controlador es efectivo, tal estrategia hace uso
de suspension activa la cual no siempre estd disponible. En
[3], se propone un controlador predictivo el cudl asume que
la direccién de las llantas puede preverse de un sistema de
posicionamiento global (Global Positioning System, GPS) y
que existe un sistema de direccionamiento automadtico anti
colisién de las ruedas. Los autores proponen un controlador
lineal cuadrético dependiente de la salida (Linear Quadratic
Regulator, LQR) para obtener un comportamiento deseado
del conductor. En [4], se establece una analogia con el
problema de estabilizacion del péndulo mévil, y es usada para
derivar un control de linealizacién parcial bajo una técnica
Ilamada “energy shaping”. Los autores utilizan simulaciones
numéricas para mostrar el efecto de la friccién y propiedades
de la suspension en el efecto de levantamiento de las ruedas,
sin embargo la distribuciéon de las fuerzas de frenado no
queda clara. En [15] se presenta una estrategia de control
robusta ante incertidumbre paramétrica calculada para un
modelo lineal, sin embargo no describe como permitir una
conduccioén normal del vehiculo sin accién de control a todo
instante.

En este trabajo se utiliza una estrategia de prediccién de la
direcciéon de las ruedas a lo largo de la prediccién de la
respuesta del vehiculo, para luego proponer un controlador
hibrido basado en evento para mitigar el riesgo de volcadura.



Tabla I

NOMENCLATURA
Qy Angulos de deriva lateral de la llantas delanteras
ap Angulos de deriva lateral de la llantas traseras
B Angulo de deriva lateral del vehiculo
1) Angulo de las ruedas delanteras
Oeritico Umbral de riesgo en el dngulo de las ruedas
a lazo cerrado con controlador conmutado robusto
df Fin de carrera del dngulo de las ruedas
or Umbral de riesgo en el dngulo de las ruedas
a lazo abierto
Os Umbral de riesgo en el dngulo de las ruedas
a lazo cerrado con controlador robusto
P Angulo de giro del vehiculo
© Angulo de alabeo
Az, Ay Aceleracion longitudinal, lateral del vehiculo
b Ancho del chasis
c Coeficiente de amortiguacion
Cy, Ch Coeficiente de rigidez llanta delantera, trasera
CoG Centro de gravedad
Fzr,Fzr Fuerzas verticales izquierdas, derechas
g valor de la gravedad
h Altura del centro de gravedad respecto al suelo
J Momento de inercia respecto al eje vertical
Jz Momento de inercia respecto al eje longitudinal
k Coeficiente de rigidez del resorte de la suspension
Ly, Ly, Distancia del CoG al eje frontal, trasero
L Distancia entre ejes L = L, + Lp,
m Masa del vehiculo
RI Indice de volcadura
Sv, Sh Fuerza lateral en las ruedas delanteras, traseras
tr Instante en la prediccién
te Tiempo caracteristico a lazo cerrado
tco Tiempo caracteristico a lazo abierto
tr Tiempo minimo de residencia en modo 2
T Horizonte de prediccién
u Fuerza de frenado diferencial
Umaz Maixima fuerza de frenado diferencial
Vg Velocidad longitudinal del vehiculo
Vy Velocidad lateral del vehiculo
Orn Desplazamiento del vehiculo en la coordenada Oy,
PIn Desplazamiento del vehiculo en la coordenada Pr,,
qrn Desplazamiento del vehiculo en la coordenada Qr,,

El controlador estd conformado por una retroalimentacion de
estado cuyo disefio considera incertidumbre paramétrica, y
de un criterio de conmutacién dependiente del estado futuro
que determina si el control es aplicado o no. Para realizar la
prediccion de la respuesta dindmica del vehiculo, se define un
horizonte de prediccion y una dindmica de bajo orden para
emular el comportamiento del chofer acerca de la direccion
de las ruedas. La estrategia propuesta tiene la caracteristica
de ser simple y facil de implementar lo cual lo convierte en
candidato para una aplicaciéon en tiempo real. Ademds no
hace uso de suspensién activa, sistemas de posicionamiento
global o sistemas de direccion totalmente eléctrica.

Este documento esta organizado de la siguiente manera, en la
seccién II se presenta el modelo del vehiculo, en la seccién
IIT algunos preliminares, en la seccién IV el diseio del
controlador y el estudio de estabilidad, en el capitulo V
simulaciones numéricas y en el capitulo VI conclusiones.

II. MODELO DEL VEHICULO
A. Dindmica traslacional

Para aproximar la dindmica de un vehiculo de 4 ruedas
con un grado de libertad adicional conocido en la literatura
como alabeo (), se utiliza un modelo lineal de segundo
orden tipo bicicleta pero considerando que el dngulo ¢ del
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chasis (Figura 1) estd sujeto a una suspension idealizada
como un solo resorte y un solo amortiguador (Figura 2).
Se Utiliza una aproximacién lineal de la fuerza lateral en
el centro de la rueda como funcién del dngulo de deriva
(deformacidn) en la llanta. Esta aproximacion lineal es vélida
solo para dngulos pequefios de las ruedas delanteras &(t)
respecto a un eje longitudinal fijo en el chasis, en general
el comportamiento de esta aproximaciéon es no lineal e
involucra diversas variables y pardmetros [6]. Ademds se
asume una dependencia débil entre la dindmica lateral y ¢ lo
cudl también es vélido solo para dngulos 0(¢) pequefios. Se
utilizan estas aproximaciones porque nuestro interés radica en
obtener informacién de la dindmica en condiciones normales
de operacién (en el sentido de que d(t) sea pequefio) para
poder predecir una condicién de riesgo de volcadura y tomar
una accién correctiva antes de que se presente.

Para la deduccién de este modelo se asume que el
movimiento del vehiculo estd siempre restringido al plano
horizontal (suelo) a cierta velocidad, tal que efectos de levan-
tamiento del centro de gravedad del vehiculo C'oG, asi como
el dngulo de cabeceo se consideran constantes. De manera
andloga, los dngulos de deriva de las llantas y del vehiculo
se consideran pequefios. Ademas, las fuerzas aerodindmicas
y disturbios en el camino se consideran despreciables (ver
[12]). En la Figura 1 se puede ver la representacién del
modelo tipo bicicleta para la dindmica traslacional, asi como
una ilustracién de la notacién a utilizar. Las fuerzas laterales
en la llanta delantera y trasera S, S;, son aproximadas como
funciones lineales de los dngulos de deriva lateral [12], i.e.
Sy = ¢y, Sp = cpay, donde para dngulos pequefios:

O‘v:(S_ﬁ_Ij:l (2)
an=—B+ 2% 3)

Note que como se asumen angulos pequefios y velocidad
longitudinal constante, se satisface:

Bt @)

Usando las relaciones anteriores y la segunda Ley de Newton,
se obtiene la representacién en espacio de estados siguiente
para la dindmica traslacional [12]:

B :| _mclr),. 775)2 -1 |: /B :| |: n’ifz
. = x x “ . + o :2
[ v P 2 52

z

](5 (5)

donde los parametros auxiliares p, o, k se definen como:

O =Cy+cCp
p = Cth — CULU (6)
K= chLi + ch%

Note que se considera que h,L,,L;,J. son constantes,
esto se justifica porque variaciones de estos pardmetros en
vehiculos pequefios y medianos de 4 ruedas son pequefias
por la limitada capacidad de carga.
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Fig. 2. Suspension idealizada.

B. Dindmica rotacional

El modelo presentado a continuacién, es una de las repre-
sentaciones mds simples que capturan la dindmica de alabeo
y que incluyen el efecto de la suspension. Se considera que
la masa no amortiguada es despreciable, y realizando un
balance de torques uno obtiene la siguiente relacién (ver
Figura 2):

Jre, P + cp + ko = mh(aycos(p) + gsin(p)) (7

Donde por simplicidad se asume que la masa amortiguada
gira alrededor de un eje fijo horizontal a lo largo del chasis
y a nivel del suelo. En la ecuacién (7) J,., denota el
momento de alabeo equivalente derivado del teorema de
Huygens-Steiner, tomando en cuenta a h como se describe a
continuacion:

J.

Teq

= J, + mh? (8)

Considerando que el dngulo de alabeo es pequefio, cos(y) ~
1, sin(p) = ¢, se obtiene:

; 0 1
l: 90 :l = [ k—mgh c ‘| |: w }—F
SO B “Teq _TNI SD

7 T
C. Modelo completo

0
mh ]ay ©)

Teq

Suponga un sistema coordenado inercial >, =
(Orn, Prn,Qrrn) con origen a nivel del suelo (ver Figura
1), fijo y lo suficientemente lejano para considerar el des-
plazamiento vertical del vehiculo ¢, ~ 0, i.e. el vehiculo
se traslada solo en las coordenadas (or,,pr,) €l modelo
traslacional del vehiculo se puede aproximar como:

Oln :| — v |: COS(ﬂ—i—’l/)) :|
pln sin (5 + ¢)
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(10)

Derivando y transformando a un sistema coordenado con
origen en el C'oG, y considerando que (3 es pequeflo se tiene:

Qg ~ o j _B
o]~ e [V
Reemplazando (11) en (9), y a su vez en (5), y escribiendo
el vector de estados como z' = [3 ¥ ¢ ¢, donde 2’

representa el vector transpuesto de x, se puede escribir el
modelo completo como:

Y

i = A(vg)x + Bs6(t) + Buu (12)
donde
[ _9Jeeq  Plreq | __hc  h(mgh=k) ]
mugJy,  muiy Jz Vg Jz vz
A
A =
__ho hp _c mgh—k
Ja Vpda Jaz Ja
.0 0 1 0]
(13)
By=| Ska ak b }’ (14)
g mJzv J- Jx
B,=[0 —3 0 0] (15)

Donde u representa la fuerza de frenado diferencial y v, # 0.
Si u es positiva, entonces es la suma del valor absoluto de
las fuerzas de frenado frontal y trasera derechas, y si u es
negativa es la suma del valor absoluto de las fuerzas de
frenado frontal y trasera izquierdas, todo multiplicado por
-1
Aunque este modelo y sus variantes son utilizados en
miultiples estudios, note que es necesaria la determinacién de
los valores de los pardmetros que incluso pueden ser variantes
en tiempo. En [12], se propone una estrategia adaptativa para
la estimacién de dichos pardmetros.
En este documento se utiliza la aproximacion:
Jul

r = —

m

(16)

donde se considera que la resistencia de rodamiento y re-
sistencia aerodindmica son despreciables.

D. Cdlculo del RI

En [12] se determina una expresion para el RI que toma
en consideracién la velocidad angular de alabeo asi como
el angulo de alabeo mismo, y que puede detectar la fase
transitoria de la volcadura. Su derivacién es simple y difiere
de la definicién de la NAFTA en signo por lo cudl se adopta:

2
RI = ———(cp + k)

e (17)

Por el momento asuma que la matriz A € R**# es constante,
luego entonces la velocidad del vehiculo es constante. El
sistema completo incluyendo la salida y = RI con C' = [0

0— bfncg —%] queda denotado como:
& = Ax + Bsd(t) + Byu
y=Cx (18)
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III. PRELIMINARES

Se denota la norma euclidiana de la matriz A como || A||.
Se denota la solucién o trayectoria del sistema (18) en un
instante ¢ con condicién inicial zo a un tiempo inicial £,
como z (%o, t, zo). Un conjunto M es positivamente invariante
respecto a (18) si xg € M = z(tg,t,x9) € M,Vt > 0.
Sin pérdida de generalidad se asume que ¢ > (0. Se asume
que la funcién 6(t) : RT — R es continua (tal vez por
pedazos) y ademds |§| < &y por caracteristicas propias de
los vehiculos automotores convencionales. Cuando sea claro
del contexto se omite la dependencia del tiempo y/o las
condiciones iniciales en las expresiones. Sea:

Az + Byu+ Bsé £ f(x,u,6,t) (19)
entonces se satisface:
If(2,u,0,t) = f(y,u,0,8)| = [[Alx —y)||
[A(z =yl < [Allllz -yl (20
[Al[lz—yll < alz—yl

YVt € [to, t1], Yx,y con a > 0. Por el Teorema 3.2 de
[11], el sistema tiene una unica solucién en el intervalo
[to t1],Vt > to (a es la constante de Lipschitz). Por lo tanto
la trayectoria del sistema (19) no puede tener un escape en
tiempo finito.

IV. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y DISENO DEL
CONTROLADOR CONMUTADO

A. Planteamiento del problema

Este documento se enfoca en el disefio de un controlador
basado en la predicciéon de volcadura a un horizonte de
prediccion y su mitigacion por medio de frenado diferencial.
El disefio de una ley de control basada en pardmetros
constantes no asegura que la ley de control funcionara con
la misma efectividad si los pardmetros reales no coinciden
idénticamente con los del disefio, entonces es importante
que dicha ley de control sea robusta ante incertidumbre
paramétrica. Ademas no es deseable que la ley de control sea
aplicada de manera continua si no que se debe aplicar solo
cuando sea necesario. Pero sobre todo es de vital importancia
establecer condiciones bajo las cuales |RI| < RlI,.y. Nuestro
punto de partida es el resultado obtenido en [15] y [16], para
proponer una estrategia predictiva de conmutacién, ya que si
bien se asegura estabilidad, la ley de control se aplica a todo
momento incluso si no hay riesgo de volcadura. Entonces
como en [15] se somete al sistema (18) a incertidumbre
paramétrica y queda denotado como:

i = A(0)x + B;5(0)d + Bu(0)u
y=C(0)x

donde la matriz A(f) y los vectores Bs(6), By (6),C(6)
pueden ser escritos como una combinacién convexa de ma-
trices y vectores respectivamente, lo cudl es vélido en este
caso considerando que los pardmetros del vehiculo, varian
solo dentro de sus respectivos rangos convexos, cerrados y
acotados. Entonces es posible encontrar por medio de un
software de resolucion de desigualdades lineales matriciales
(Linear Matrix Inequalities, LMI’s) un vector renglén K
tal que ley de control u = Kz hace al sistema (21) Lo
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1)

i=1 (modo 1) |

7Si

[y(t,)| <Ri,
&& t.>t,

Fig. 3. Algoritmo de conmutacién.

estable para toda |0(¢)| < 45, donde d, representa la magnitud
maxima del dngulo en las ruedas para no violar la restriccién
|RI| < Rl,; para cierto nivel de desempefio 71, donde v;
es una medida de la capacidad del sistema a lazo cerrado
para atenuar el efecto de la entrada  en la salida RI [15].
Note que d;, < d; debido a la restriccién |Kz| < Umaqy
donde la fuerza de frenado méxima que se puede aplicar en el
vehiculo u,,, < 0o estd determinada por las caracteristicas
del camino, de las llantas y del vehiculo, en este trabajo se
considera que Up,qp = Mg.

Es natural proponer un sistema conmutado de dos subsis-
temas, uno con u(t) # 0 que se identificard como Modo 2 y
otro en el que como no existe riesgo de volcadura u(t) = 0
que se identificard como Modo 1. Es necesario establecer una
ley de conmutacién que determinard cual modo estard activo
a cada instante. Se utiliza una estrategia de conmutacién
que consiste en evaluar a lo largo de la trayectoria futura
del sistema si hay un riesgo de volcadura en cuyo caso se
conmuta al modo 2, la conmutacién al modo 1 se realizara
cuando no haya riesgo de volcadura en ningln instante a
lo largo de la trayectoria futura del sistema. Bajo esta ley
de conmutacion, no se tiene que esperar a que el riesgo de
volcadura esté presente para tomar una accion correctiva, sino
que se tomard la accién correctiva si se detecta algin riesgo
a lo largo de la prediccién. El sistema conmutado por la
estrategia predictiva y bajo incertidumbre paramétrica queda
definida como:

&= A;(0)x + B5(6)4(t),

{1 y=C(0)
=1 2

ly(tr,0)| < RI.; (Modo 1)
ly(tr,0)] > RI.cy (Modo 2)
con A1(0) = A(0) y A2(0) = A(0) + Bu(0)K y t <tp <
t+ T con T > 0. En la Figura 3 se ilustra el algoritmo
de la ley de conmutacién. Se sabe que el comportamiento
a lazo abierto es estable, i.e. A;(f) es Hurwitz. Por otro
lado, dado que el par (A3(6), B.(f)) es completamente
controlable, podemos seleccionar un vector K tal la matriz
As(0) = A(0) + Bu(0)K sea también Hurwitz. Dado el
resultado en [16], la incertidumbre de la matriz A(f) se
encuentra en un conjunto convexo, y se puede asegurar que
la matriz A5(6) es Hurwitz para todo punto dentro de este
conjunto.
Nota 1. Para determinar el valor de y(0, t7, #) en el intervalo
t < tp < T (prediccion de la salida o RI), se requiere
228
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conocer el valor de d(tr), por ello se considera que el com-
portamiento del conductor en el intervalo (¢,t+ 7T se conoce
debido a que se cuenta con datos sobre su comportamiento.
En particular en [14] se muestra como este conocimiento
de su comportamiento se utiliza para modelar al conductor
como un sistema lineal de orden n. En particular, en este
trabajo y dadas las conclusiones de [14], se considera por
conveniencia un comportamiento de orden 1.

En el marco de trabajo propuesto, prevalece el siguiente
problema que se intenta resolver:

Problema de control.
Sea el conjunto

Q£ {2(0,t,0) tal que |y(0,t,0)| < Rl s} (23)

Establecer condiciones bajo las cuales ) es positivamente
invariante para el sistema (22) (bajo una ley de control
conmutada en la cudl ninguna accion de control es efectuada
si no existen condiciones predichas de vuelco hasta un
horizonte de prediccion T). Es decir si x(0,0,0) € Q =
x(0,t,0) € Q,Vt > 0.

B. Propiedades del controlador conmutado

Se asume el conocimiento completo de los estados del
sistema, en [12] se puede encontrar un algoritmo para su
estimacion. Con el propésito de establecer la solucién del
problema, se presenta el siguiente:

Teorema 1: Sea el sistema conmutado (22) con
condicién inicial x(0,0,0) = xg € Q con Q definido en
(23), y 8, C © el conjunto de todos los vértices de la
incertidumbre 0 € ©. Si se cumple que:

‘6(t) | S 5cm’ticov

donde T es el horizonte de prediccion, t, es el minimo tiempo
de residencia en Modo 2, y:

T2> tcoa tr > te

te0,0ec] = argmin {~C@)e @ a0)B5(0)5, }

te:0e] = argmin {—0(9)6A2<9>t,4;1(9)35(9)&}

beritico = | (Rlves + CO)eAw,(6.)) 17" (k. 0.)

Con:
r(te,0c) = 0(6‘6)(6142(96)% - I)Agl(QC)BtS(HC)

0, = argmax {—C(G)A;l(G)Bg(Q)}
0€0,CO

57“ = _RIref (C(GT)Al_l(&)Bﬁ(e?”))

entonces el conjunto ) es positivamente invariante, es decir
x(0,t,29) € Q,Vt > 0.

Note que i) ., representa el minimo valor del horizonte de
prediccion y representa el tiempo caraceristico del sistema a
lazo abierto (21) ii) dcritico €8 un escalar que representa el
mdaximo valor que puede tomar |4 y iii) ¢, es el minimo
intervalo de tiempo que se debe permanecer en Modo 2
(aplicar frenado diferencial) ante una situacion predicha de
vuelco, son condiciones para cumplir con la restriccion
|RI| < RI,.s para todo tiempo para el sistema a lazo cerrado
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(22), i.e. para evitar la volcadura bajo la ley de control
conmutada propuesta.

Demostracion: La idea de la demostracién consiste en

construir el peor de los escenarios para: i) cuantificar el
valor del horizonte de prediccién con base en la respuesta
del sistema (22) a una entrada escalén 6., en Modo 1, y
ii) determinar el valor de la médxima entrada escal6n J. en
Modo 2 tal que la tesis del teorema se cumpla’.
Con el fin de cuantificar el valor del horizonte de prediccion,
sin perdida de generalidad, considere una condicién inicial
2(0,0,0) = x,.(0) cuasi riesgo de volcadura a la derecha
en estado estacionario, i.e. con 4, < 0, se supone que para
t < 0 se cumple que la trayectoria estuvo siempre en ).
Como A;(6) es Hurwitz, es invertible y entonces:

&=0= A0z, + Bs(6)d,
z,.(0) = —A; ' Bs(0)6,

(24)
(25)

Por lo que la salida en el escenario de cuasi riesgo de
volcadura, debe coincidir con Ry, i.e.:

C(0)z,(0) = Rl s = —C(0)A7"(0)B5(0)6,
6,(0) = ~Rl,es (C(O)AT*(0)B5(6))

(26)
27

Para establecer el peor escenario de incertidumbre, es decir
el valor de # que hace miximo el dngulo en las ruedas
de la ecuacién (27), en principio es necesario evaluarlo en
todo el conjunto © con § € ©O. Sin embargo dado que
A1(0), B5(6),C(6) pueden ser escritos como combinaciones
convexas, es suficiente hacer esta evaluacién para los valores
de sus vértices 0, C O:

0, = argmax {—C(0)A; " (0)Bs(0)} . (28)
0€0,CO
Entonces:
5 2 —RI.; (C(0,)A7"(6,)Bs(6,)) " (29)

Se desea calcular el tiempo que es necesario para predecir un
cuasi riesgo de volcadura hacia el costado izquierdo con x,
como condicién inicial, es decir un cuasi riesgo de volcadura
a la derecha. Se sabe que (22) tiene un comportamiento
subamortiguado estable en su salida, y cuyo sobreimpulso
dada una entrada escalén §(0") = 6., > 4, se presentard
a un tiempo caracteristico t., > 0. Considere entonces la
salida de (22) dada por y(0,¢,6) con condicién inicial x,
de (25) y una entrada escalén §(0") = 6., > 6. El peor
escenario de riesgo de volcadura ante estas condiciones, serd
cuando ninguna accién de control sea aplicada, i.e. el sistema
permanece en Modo 1. Bajo estas condiciones, se sabe que
la solucién esta dada por:

y(0,t,0) = C(0)eA Oty (0)+
C(0) (et — 1) ATH(0)B5(0)dco

Las trayectorias de respuesta ante este escalon estdn acotadas
dado que el sistema es estable. Observe que dadas las

(30)

IRecuerde que delta es la entrada de direccién del conductor. Este valor
esta acotado, primero por el angulo maximo de la direccién del auto y
segundo; por el tiempo de respuesta del conductor. Se sabe que un ser
humano puede alcanzar velocidades mdximas de 1700 grados/s sobre el
volante de la direccién [13]
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suposiciones anteriores, existe entonces un valor minimo de
y(0,t,0) en (30) que ocurre a un tiempo ¢, 2. Para establecer
claramente la existencia de este valor minimo considere lo
siguiente. Las primeras derivadas de (30) con z.(6) de (25),
con respecto del tiempo estdn dadas por:

W — C(e)eAl(G)tB(S(e)((sca . (5,,‘) _ 0 (31)
2 2
W = C(0)A1(0)e™ " B5(0)(8eo—0r) > 0 (32)

Por otro lado se sabe que e41(®t =37 "L (A, (6)t)*, por
lo que de (31) se tiene:
A1(0)t)?
C(0) <A1(9)t + (I(T)) + ) Bs(0) = —C(0) Bs(0)
(33)

por otro lado de (32) se tiene:

C(9) (Al(o)t+(‘41(0)t)2+._.> Bg(e)@ -

2! 34
Substituyendo (33) en (34):
—C(6)Bs(0) (600 — 6,) > 0 (35)
donde:
cpin = OO0y

Entonces es suficiente para la existencia de un minimo de
y(0,£,6) que:

dco > Oy (37)

Observe de (31) que el tiempo caracteristico t., no depende
de la magnitud de d., siempre que se cumpla (37). (Ver
Figura 4.) Sin pérdida de generalidad, en (30) se puede tomar
deo = 0, y asi el minimo de y(0, ¢, f) existe en algin vértice
de A1(0),Bs(0),C(0) y se calcula como:

[teo; Oco] = argmin {—0(9)6A1(g’tAII(G)Ba(G)éT} :
) v (38)

Entonces t., representa el menor tiempo en que sucede el
valor minimo de sobreimpulso, y si se quiere predecir la
volcadura eficazmente el horizonte de prediccién debe ser al
menos este tiempo caracteristico, es decir 7' > t.,. Observe
que esta restriccién constituye una de las condiciones del
teorema.

Abhora se quiere establecer un valor d.;tico para 6(t), tal que
si |0(t)|] < deritico entonces el sobreimpulso minimo de la
salida que ocurre a un tiempo ¢., cumple y(0, ¢, 8) = Rl,cs
en Modo 2, y como consecuencia y(0,t,0) < Rl..; =
x(0,t,0) € Q. Note que esto constituye la segunda condicién
del teorema.

Con el fin de establecer el valor d.r;tico considere la
condicién inicial z, () de (25), i.e. un cuasi riesgo de vol-
cadura hacia la derecha en estado estacionario, con 1" > ¢,
y que se detecta un riesgo a futuro y(0,t7,0) < —Rlyef
para t7 que cumple ¢ < ¢y < T bajo una maniobra
de viraje hacia la izquierda. Observe que virar hacia la

ZNote el valor minimo de y(0,¢,0) corresponde al sobreimpulso de la
trayectoria del sistema
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derecha constituye un riesgo de volcadura y por lo tanto,
no hay margen de seguridad hacia ese costado. Con los
argumentos anteriores en mente, considere una condicién
final cuasi riesgo de volcadura a la izquierda z.(0, ., 0), es
decir C'(0)x.(0,t.,0) = —RI,.y, entonces se busca el valor
del escalén §.(0T) tal que se cumpla la condicién final cuasi
riesgo de volcadura a la izquierda con evolucién en Modo 2.
La salida del sistema (22) en este escenario:

y(0,2,0) = C(0)2c(0,t,0) = —Rlycy
= C(0) (e*2tx,.(0) + (e42 — I) A7 (0)Bs(0)dc0)
(39)
El tiempo caracteristico en Modo 2 de sobreimpulso minimo
de y(0,t,6) calculado como en (38):

te,0c] = argmin {C(G)eAQ(e)tAfl(0)35(9)&} . (40)

Substituyendo ¢, 6. en (39) se obtiene:
5. = (—RI,.ef - 0(0)6A2<9>t6x,.(00)) r1(te, 0.)
con:
r(te,0c) = C(6c) ("% — 1) A5 (0) Bs (0e)

Note que si se parte de una condicion inicial de cuasi riesgo
de volcadura a la izquierda y se busca una condicién final
cuasi riesgo de volcadura a la derecha, obtenemos —d.,
entonces se puede escribir:

beritico = | (Rlres + C(0)e> e, (68.)) v (¢, 0.)

Observe que se debe mantener el Modo 2 al menos un tiempo
t = t. para que este resultado sea valido, entonces se denota
como t, al minimo tiempo de residencia en Modo 2 y se
debe cumplir que ¢, > t. que constituye la tltima condicién
del teorema.
Por construccién se cumplen todas las condiciones del teo-
rema y queda finalizada la demostracién. |
El valor t., segin especificaciones vehiculares es aproxi-
madamente medio segundo para SUV’s. Con una prediccién
estadistica lineal es posible calcular la entrada en la direccién
para tiempos moderadamente mayores de manera precisa.
En caso que no fuera suficiente la prediccién lineal, pueden
utilizarse aproximaciones de ordenes superiores, esquemas
de redes neuronales u otros.
Nota 2. El esquema propuesto es valido para variaciones
de velocidad y de otros pardmetros inciertos considerados en
la obtencion del vector de ganancia K, i.e. la descripcion
de la solucion estd dada para el simplejo de matrices bajo
incertidumbre.

V. SIMULACIONES

Con el fin de ilustrar el comportamiento del controlador
predictivo conmutado robusto, se realizaron las siguientes
simulaciones, para lo cudl se utilizaron los pardmetros de la
Tabla 2 y una velocidad inicial de 40m/s, una relacién lineal
entre el dngulo del volante y las ruedas de 18 : 1y la ecuacién
(16) para incluir el comportamiento de desaceleracién del
vehiculo. La prediccién de cierta maniobra tipo slalom sobre
el volante, puede ser verificada en la Figura 5 asi como la
prediccién resultante del Indice de volcadura a lazo abierto
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0.5

Indice de
volcadura

4.9 5 51 52 53 54 55 56 57 58 59
Tiempo (s)

Fig. 4. RI bajo diferentes entradas escalén.

Tabla 11
PARAMETROS

c 4000 N - m - s/rad
h 0.375 m

J. 1280 kg-m?

Jz 362.6 kg - m?

k 36075 N - m/rad

Ly 1.102 m
Lh 1.25m
m 1224 kg
b 1.51m

en la Figura 6. Aunque al aumentar demasiado el horizonte
las predicciones se degradan respecto al ideal, la prediccién
es bastante buena para el horizonte requerido por el Teorema.
Para los pardmetros de la Tabla 2 se obtiene un t., =
0.4204s, t. = 0.3711s y 6. = 0.06787. Para todas las
tendencias mostradas se fija un Horizonte de Predicciéon
T = 0.5s y un tiempo de residencia t, = 2t,, = 0.84s
y se considera que U,,., = mg. El vector de ganancia
del controlador conmutado en Modo 2, K se asigna segtin
[15], ie. K = mg[—7.1287 0.9842 0.3271 —.0944] con
el propdsito de presentar tendencias comparativas entre tal
control robusto y el control predictivo conmutado robusto
del presente trabajo. En la figura 7 se puede ver la tendencia
resultante para el Indice de volcadura, introduciendo una
maniobra escalonada en la direccién del vehiculo con valores

Maniobra Efectuada
,ﬂé 50+ —Maniobra Predicha
<
S 0
T~
S & 50 i
2%
2 2-100r Horizonte de prediccion 0.5 s
< 1500 | | | | PDE 1 (‘Euler) ‘@le—4‘s
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)
Fig. 5. Prediccién de la maniobra al volante.

—_
n
T

= —Real

é 1+ Predicho |
3

S 05t -
8 T
g 9
'_:_C:i _0.5F Horizonte de prediccién 0.5 s

ODE 1 (Euler) @le-4 s

8 9 10

|
]

4 5 6
Tiempo (s)
Fig. 6. Prediccién del Indice de volcadura.
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— Angulo de las ruedas
—Robusto
Predictivo Conmutado Robusto

14
n
T

Indice de volcadura
Angulo de las ruedas (rad)
f=}

-0.5 \. N 1
. \ . \ . , . . .
0 0.5 1 1.5 25 35 4 4.5 5
Tiempo (s)
Fig. 7. Comparativa del Indice de volcadura bajo maniobra agresiva.
0.6F ! ! ! =)
— Angulo en las ruedas
0.4F —Robusto b

02 Predictivo Conmutado Robusto

Indice de volcadura
Angulo de las ruedas (rad)

-0.21 855,
—0.4kE | i L I I . . i E
0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45 5
Tiempo (s)
Fig. 8. Comparativa Indice de volcadura maniobra slalom.

maximos +4., se muestra la maniobra introducida, el RI
resultante del controlador robusto no conmutado de [15] y
el RI del esquema propuesto en este documento; dada la
maniobra tan agresiva la ley de conmutacién siempre calcula
como Modo 2 activo, la accién de frenado es muy semejante
a la del controlador no conmutado y por lo tanto el RI es
muy semejante.

En las figuras 8 y 9 se muestran resultados de introducir
una maniobra tipo slalom donde §(¢) alcanza un valor —d,.
en 3.26 s, en la Figura 8 se muestra la maniobra introducida,
el RI resultante de frenar a todo tiempo como en [15]
y el RI del controlador predictivo conmutado robusto, en
ninglin caso el RI supera la referencia RI..; como se
esperaba, sin embargo en la Figura 9 se muestra la salida
de los controladores robustos predictivo conmutado y no
conmutado, y se puede notar claramente que la accién de
frenado se aplica solo cuando es necesario en el controlador
predictivo conmutado robusto mientras en el caso del con-
trolador robusto no conmutado se aplica a todo tiempo.

En la Figura 10, se presenta la tendencia de la fuerza de
frenado en conduccién normal del vehiculo, i.e. sin riesgo
de volcadura, donde para el caso del controlador predictivo
conmutado robusto en ningiin momento se aplica la ley de
control es decir u = 0.

Finalmente en la Figura 11 se presenta la comparativa del
angulo de alabeo a lazo abierto, contra el angulo de alabeo
obtenido con el esquema predictivo conmutado robusto y
contra el angulo de alabeo obtenido con el esquema control
robusto no conmutado, con la peculiaridad de que en este
caso se utiliza un modelo matematico no lineal de una Jeep
Cherokee 2001 generado por CarSim, y cuyos pardmetros
difieren de los de la Tabla 2. En este caso se introduce
una maniobra tan agresiva que a lazo abierto el vehiculo
se vuelca, el dngulo de alabeo en lazo cerrado se mantiene
por debajo del dngulo caracteristico de levantamiento de las
ruedas a lazo cerrado con ambos controladores robustos,
sin embargo la ventaja del controlador conmutado predictivo
robusto es que aplicard frenado diferencial solo cuando sea
necesario como es el caso de esta ultima simulacidn.
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Fig. 9. Fuerza de frenado Robusto vs Predictivo Conmutado Robusto.
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Fig. 10. Maniobra sin riesgo de volcadura.

VI. CONCLUSIONES

En el presente documento, se presentan resultados acerca
de la estabilidad de un sistema conmutado bajo un esquema
predictivo y con una ley de control robusta ante incertidumbre
paramétrica. Se establece el valor minimo del horizonte de
prediccion requerido para lograr los resultados esperados, asi
como también se recomienda una prediccién basada en un
modelo del chofer de bajo orden cuyo computo en tiempo
real no requiere grandes recursos computacionales para hor-
izontes de prediccién del orden del tiempo caracteristico del
sistema a lazo abierto. El presente estudio, desde luego sigue
siendo vélido para algiin modelo de chofer mas sofisticado,
que de lograr una prediccién mas precisa, conseguird un
mejor desempefio del controlador en el sentido de ser menos
conservador, i.e. el frenado diferencial se activard ante una
prediccién mds precisa y/o con mayor antelacién, mejorando
el desempeno del esquema global del controlador. Si la
predicciéon no fuera suficientemente precisa (e.g. usando
un modelo de chofer tipo muestreo y retencién) y/o a un
horizonte de prediccién menor que el indicado en el Teorema,
el riesgo de volcadura no es mitigado bajo el esquema de
esta propuesta, i.e. la predicciéon del comportamiento del
chofer debe ser capaz de detectar un riesgo de vuelco con la
anticipacion indicada por el Teorema y cumplir con todas sus
condiciones para mitigar el riesgo de volcadura eficazmente.
A diferencia de otros esquemas de control anti vuelco, en la
propuesta de este trabajo no se aplica frenado diferencial

)
L
5
<~
43
S F
E) .
& —Lazo abierto
< —1F —Predictivo Robusto Conmutado 8
—Robusto No Conmutado
| | | . I I I I I

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Fig. 11. Simulacién con modelo de Cherokee de CarSim.
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hasta que una situacién de riesgo lo amerite obteniendo
muy buenos resultados respecto a la mitigacion de riesgo
de vuelco, a coste de realizar la estimacion futura del
comportamiento del chofer y la prediccién de la dindmica
al horizonte de predicciéon. Ademds se logran establecer
condiciones sobre el 4dngulo en las ruedas para cumplir
con la norma referente al riesgo de volcadura, y aun mas
resulta relativamente sencillo reproducir este esquema para
implementar una estrategia que en tiempo real calcule este
umbral de dngulo en las ruedas permitido y por medio de un
mecanismo o alarma de cuenta al conductor del riesgo, y asi
se obtiene una solucién completa al problema de volcadura.
Como ejemplo, considere que se puede actuar disminuyendo
el nivel de asistencia en la direccion hidraulica, electrica-
mente asistida o completamente eléctrica proporcionada al
chofer, para retroalimentarle la situacién de riesgo a la que
estd expuesto. Esta implementacion es relativamente sencilla.
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