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Resumen—En este trabajo se determinan los rangos de
ganancias de un controlador Proporcional Integral-
Proporcional Derivativo para estabilizar un sistema de primer
orden con retardo de tiempo en la trayectoria directa. El
esquema de control propuesto consta principalmente de dos
partes: la primera es el estimador de estados asintético,
compuesto por la aproximacion del retardo en forma racional
y del proceso libre de retardo. Este esquema esta generalizado
para n estados, con estructura en la forma candnica
observador, y la segunda parte es el controlador PI-PD.
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I. INTRODUCCION

Existen muchos sistemas de alto orden que pueden ser
modelados como sistemas de primer o segundo orden con
retardo, estos sistemas son dificiles de controlar. Una
forma de controlar sistemas con retardo en la trayectoria
directa es utilizando el esquema propuesto por Smith
(Smith, 1957), conocido coloquialmente como predictor de
Smith. Esta estructura sélo aplica para sistemas estables y
la idea principal es construir un filtro estimador de la sefial
de salida, excluyendo el efecto del retardo de tiempo, que
permita generar la accién de control. Otra alternativa para
controlar sistemas con retardo es aplicando estrategias para
sistemas lineales representados en forma racional. Una
técnica para aproximar el retardo es el uso de la
aproximacién de Padé (Silva et al. 2004). Con la misma
idea de predecir la sefial antes del retardo, se propone un
estimador de estados (Jiménez, 2011) que se determina de
una representacion en variables de estado de un sistemas
con retardo en la forma candnica observador. Se disefia un
controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID), con
una estructura de control en la que se incluye un estimador
continuo asintético; los resultados que presentan cuentan
con oscilaciones aceptables.

Los controladores PID se utilizan ampliamente en
procesos industriales por varias razones: a) un proceso sin
un término integral presenta error en estado estacionario,
se requiere un integrador para eliminarlo ante una entrada
escaldn; b) las respuestas tipicas de los procesos pueden ser
modeladas con funciones de transferencia que pueden ser

controladas facilmente con un controlador PID; c) se puede
aplicar una simple prueba en lazo cerrado, tal como las de
(Astrom y Hingglund, 1984), que a menudo proporcionan
un buen ajuste para procesos que oscilen al variar la
ganancia proporcional.

En los tltimos afios, varios enfoques han sido sugeridos
para mejorar la sintonizacién del controlador PID, por
ejemplo: el método de margen de fase (Astrom vy
Hingglund, 1984), el método redefinido de Ziegler-
Nichols (i\strém y Hingglund, 1991), el método de disefio
Internal Model Control IMC (Lee et. al 2006), métodos de
disefio de margen de ganancia y de fase (Weng Khuen et
al. 1995). Sin embargo, estos métodos de ajuste no siempre
proporcionan respuestas de lazo cerrado satisfactorias.

El controlador PID clésico, es utilizado para el control
de plantas estables con pequefios retardos, que son tipicas
en muchas funciones de transferencia de plantas o
procesos, aunque normalmente se prefieran estructuras PI-
D. Por otro lado, (Valentine y Chidambaram, 1997),
proponen un controlador PID disefiado por el método de
polos dominantes para un sistema de primer orden
inestable con retardo de tiempo (FOPDT), y muestran que
su método es superior a los trabajos anteriores. Més tarde
(Park et. al. 1998), proponen una estrategia de control PID-
P con un lazo de realimentacién P interno que da como
resultado un exceso aceptable y un pequefo tiempo de
establecimiento. Kwak (Kwak et. al. 1997) demostraron
por un andlisis matematico que el término integrativo del
controlador PID produce una limitacién estructural en el
control de los procesos que estan constituidos por un solo
integrador y el retardo. Ellos sugieren primero un lazo de
realimentacion interno con P para hacer una reubicacion de
polos y posteriormente se utiliza un controlador PID en la
trayectoria directa para mejorar el desempefio del sistema.

Derek (Derek. et. al. 1999) presentaron nuevos
resultados para mostrar las ventajas de una estructura de
control PI-PD. Los pardmetros del controlador se obtienen
mediante la minimizacién del criterio ISTE (Integral
Squared Time Error) que por lo general produce una
respuesta al escalén de la forma deseable, aunque podrian
ser utilizados otros criterios. Normalmente, cuanto mayor
es la ponderacion de tiempo utilizado, mayor es el sobre
impulso y el tiempo de establecimiento es mds grande. Para



utilizar este método de sintonizacién en la préctica, la
funciéon de transferencia de la planta tiene que ser
conocida. Si se desconoce el modelo matemdtico, entonces,
el método de relé en la realimentacién se puede utilizar
para la determinacién de los pardmetros del modelo
(Atherton y Majhi, 1998). Esta estrategia evita el problema
de oscilaciéon que es debido a la accién derivativa en la
trayectoria directa, que atin existe cuando se incluye un
filtro. Ademads, la accion PD en el lazo interno de
realimentacién permite la reubicaciéon de los polos,
proporcionando un buen control para sistemas de lazo
abierto que sean sub-amortiguados, inestables, o con un
polo integrativo. Los resultados de simulacién muestran
una respuesta sin oscilaciones.

En este trabajo se consideran sistemas con retardo en la
trayectoria directa inestables de primer orden. El esquema
de control que se propone estd compuesto por un
observador y un control PI-PD para estabilizarlos. Se
estima la sefial W(s) a partir de un observador de estados,
ya que no se tiene acceso a esta sefial y es necesaria para
cerrar el lazo de control. El objetivo de este esquema es
estimar la sefial del sistema antes del retardo de tiempo
bajo el mismo concepto de un Predictor de Smith. El valor
estimado es realimentado con un controlador PD y una
ganancia unitaria. El controlador completo estd compuesto
por un PI en el lazo directo y el PD en la realimentacién de
la sefial W (s). Para el controlador PI-PD.

El trabajo se organiza de la siguiente forma: en la
seccion II se presenta la realizacién en variables de estado
del sistema de primer orden con retardo de tiempo para
disefiar el observador de estados. En la seccién III se
determinan los rangos de las ganancias del controlador PI-
PD para sistemas de primer orden. El andlisis para el
disefio del controlador se hace bajo la suposicién de que la
sefial entre la planta y el retardo puede ser estimada y
realimentada al sistema. La accién que se logra utilizando
esta estrategia es excluir el efecto del retardo, dejandolo en
cascada con el lazo cerrado, bajo el mismo concepto de un
Predictor de Smith. En la seccién IV se muestra un ejemplo
de un sistema inestable de primer orden con retardo, al cual
se aplica la estrategia de control propuesta. Se verifica el
desempefio del sistema de control con simulaciones
digitales. y se hace una comparacién con un controlador
PID cascada bajo la misma estructura de observacion.

II. REPRESENTACION EN VARIABLES DE ESTADO DEL
PROCESO CON RETARDO

En esta seccidon se obtiene un modelo matemdtico en
espacio de estados para un proceso con retardo, lineal e
invariante en el tiempo, denotado como P(s). El retardo es
racionalizado por una aproximacién de Padé y generalizado
para orden n. Dado el modelo P(s) = G(s)e ™, donde
G(s) representa al proceso libre de retardo. Una
representacion en variables de estado para P(s) esta dada
como:
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x = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
De acuerdo a (Jiménez, 2011), los coeficientes de la

representacion en variables de estado de la ecuacién (1)
estan dados como:

ey

A 0 B;
4=l an 2= lanl
BrnCl Arn Byn D )
C=[DmC Cp] D= [DrnDl]

Las matrices 4;, B;, C; y D;, dependen de los pardmetros
del proceso libre de retardo. Una realizacién para G (s), es
la siguiente:

le = Alxl(t) + Blu(t)

w(t) = Cx,(t) + Dyu(t). 3

La aproximaciéon de Padé del termino retardo estd
expresada por las matrices A,n, By, Con ¥ Dpn, que se
definen en forma general por:

—aq 1 0 0 0
[ —a, 0 1 0 0 O]
—as 0 1 0 0
A = : : : P
-a,4, 0 0 0 - 0 1
l -a, 0o 0 0 - 0 OJ
_2a1_
0
4
e, )

Brn = (_1)n+1 0

0

 2a,, ]
Cn=[1 0 0 0 0 - 0]
Drn:[(_l)n]

Donde los coeficientes estin dados por la siguiente
expresion:

_ 2n—-k) 1
kS Rl ®
III. CONTROLADOR PI-PD

El esquema de control que se propone para estabilizar
sistemas lineales invariantes en el tiempo, que representan
plantas inestables de primer orden con retardo, se muestra
en la Figura 1.
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Figura. 1. Esquema del estimador con un controlador PI-
PD

De acuerdo a la Figura 1, se estima la sefial W(s) a
partir de un observador de estados, ya que no se tiene
acceso a esta sefial y es necesaria para cerrar el lazo de
control con la estructura propuesta. El objetivo de este
esquema es estimar la sefial del sistema antes del retardo de
tiempo bajo el mismo concepto de un Predictor de Smith.
El valor estimado es realimentado con un controlador PD y
una ganancia unitaria. El controlador completo esta
compuesto por un PI en el lazo directo y el PD en la
realimentacion de la sefial W (s). Para el controlador PI-
PD, se proponen condiciones necesarias que aseguran la
estabilidad de proceso con retardo en lazo cerrado bajo el
esquema de realimentacion de la Figura 1.

Se considera la planta libre de retardo de la forma
descrita por la ecuacion (6):

K

s—a

G(s) = (6)

Donde K; € R*. El controlador Proporcional-Integral
tiene una funcion de transferencia:

k:
Pl =k, +— (7
S

De igual forma, para un Proporcional-Derivativo con
accion derivativa pura:

PD =k, + kys . (8)

A partir de las ecuaciones (6), (7) y (8), se determinan
las condiciones necesarias que aseguran estabilidad del
proceso con retardo. Para el andlisis no se considera el
término retardo ya que su efecto estara en cascada con
G(s) en lazo cerrado, de tal forma que la ecuacion
caracteristica estd dada como:

1+PI-G(s)+PD-G(s) =0 9)
Sustituyendo (6), (7) y (8) en la ecuacion (9) se obtiene:

k;

1+ (kp + ?> G(s) + (ky + kys)G(s) = 0 (10)
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Donde k,, es la ganancia proporcional, k; es la ganancia
integral y kg es la ganancia derivativa. Se asume que la
ganancia proporcional (kp), es la misma para los
controladores (PI y PD), entonces la ecuaciéon (10) puede
reducirse como:

(11)

kgs® + 2k,s + ki> —o
s

1+G(s)<

De la ecuacién (11) es claro que la estructura del
controlador empleada tiene la misma funcién de
transferencia que un controlador Proporcional-Integral-
Derivativo (PID), el cual aporta un polo fijo en el origen y
dos ceros libres. Si se sustituye G(s) en la ecuacion (11)
queda:

s(s —a) + Ky (kgs? + 2k,s + k;) = 0 (12)

Agrupando los términos cuadraticos, lineales y el
término independiente, se tiene:

(13)

Debido a que es un polinomio de segundo orden, la
estabilidad a lazo cerrado es equivalente a que todos los
coeficientes tengan el mismo signo. A partir de la ecuacién
(13) se deduce que los coeficientes del término cuadratico
y del término independiente son positivos debido a que las
ganancias kg4, k; y K; nunca toman valores negativos. Por
lo tanto, para que el sistema sea estable se debe cumplir
que:

s2(1 + Kykg) + s(2Kk, —a) + Ky k; = 0

a
k;>0), kd>0,k1,,>E (14)

De acuerdo a las condiciones obtenidas en la expresion
anterior, se observa que los rangos de ganancias no
dependen del valor del retardo. Sin embargo, para que estas
condiciones se cumplan, se debe garantizar que

(15)

Esto implica que el orden de la aproximacién que se elija
para la representacion del retardo sea tal que la diferencia
entre la sefial estimada W (s) y la sefial W (s) converjan a
cero.

lim (x(2) = £()) = 0

Un resultado que permite verificar la ecuacion (14), es
determinar el punto de ruptura y ratificar la posicion de
est¢t en el semiplano izquierdo, recurriendo al lugar
geométrico de las raices. Si se sustituye kq = Tgk, y k; =
k,/T; en la ecuacién (13) para dejar expresado en términos
de la ganancia k,, como:

k
s?(1+ K, Tyk,) + s(2K,k, — a) + K, Fp =0 (16
i
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Multiplicando la ecuacion (16) por T;, y factorizando k,,
se obtiene:

k(K TyTis* + 2K\ Tis + Ky) + Tys? —aTis = 0 a7
Despejando k,, se tiene:
T;s%2 — aT;s
o (Tis? = aTis) %)

P (KT Tis? + 2K Tis + K;)

. d
Se determina Ekp para obtener los puntos de ruptura y

de llegada en el lugar geométrico de las raices, usando la
ecuacion (19):

a

S =
1+ /1+aT;(2 +aTy)

(19)

Cuando se hace referencia al lugar geométrico de las
raices es necesaria la funcion de transferencia a lazo abierto
G(s)H(s), dada por la ecuacion (20), donde H(s), es el
controlador (PI-PD):

k, (KiT;Tis?+ 2K, T;s +K,)
G(s)H(s) :F{’. 1dat S(S_al)l !
13

(20)

IV. DISENO DE UN ESTIMADOR CONTINUO CON UN
CONTROLADOR PI-PD

Como gjemplo, considérese un sistema de primer orden
inestable con retardo, con funcién de transferencia:

Y(s) 1
UGs) s—1

es. 1)

Las ganancias son determinadas a través del lugar
geométrico de las raices con especificaciones en el tiempo
como el factor de amortiguamiento de 0.7 y una frecuencia
natural no amortiguada de 4 rad/seg, de donde se obtienen
las ganancias {Kp = 11.09 K; =20.19 K4 = 1.52}, para el
controlador PI-PD que cumplen las condiciones propuestas
en la ecuacidn (14). Adicionalmente, con fines de
comparacion se usan las mismas ganancias para un
controlador PID cascada, como se muestra en la Figura 2.
Cabe destacar que el disefio del controlador PID se hace a
partir de su funcidon de transferencia, sin tomar en cuenta
las diferentes estructuras que esté podria presentar. En el
caso de este trabajo, se proponen especificaciones
temporales y se calculan las ganancias que las cumplen.
Posteriormente ambas estructuras son sintonizadas con
estos valores de ganancias para evaluar el desempefio del
sistema realimentado.
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S W(s '

Figura 2. Esquema del estimador con un controlador PID

El disefio del estimador para el esquema de la Figura 1 y
2 se hace a partir de una aproximaciéon de Padé de orden
n = 4 del término retardo, con la finalidad de estimar la
variable de estado W (s) del sistema antes del retardo de
tiempo, debido a que esta sefial no es medible. El
observador asintdtico estima las variables de estado con
base en la medicidn de las variables de salida y de control.

El vector de ganancia G = [G; G]7 del estimador de
estado se determina a partir de un modelo matematico
continuo constituido por dos partes. La primera se obtiene
del proceso libre del retardo y la segunda proviene del
término retardo. El estimador de estado completo es
disefiado a partir del vector de estado estimado Z(t), donde
se obtendra la funcion del estado estimada Ww(t) =

[0 Glz@) =[0 1]12@).

El calculo de las ganancias para los reconstructores
puede hacerse calculando el vector & tal que las raices de la
ecuacion  caracteristica det(s] — (4,4 — GC M)) =0
estén ubicadas en  {—6,—4,—4,—4,—4}. El vector
resultante para esta ubicacion de polos de lazo cerrado
G =
[4.3706 —1.3706 118.02
para ambos esquemas.

—496.6713 4126.7]

En la Figura 3 se muestra la respuesta de los dos
esquemas propuestos en las Figuras 1y 2.

1.4

1.24

1.04

0.84

Salida

0.6+

0.4

0.24

0.0

Tiempo (s)

Figura 3. Respuesta de los esquemas de control propuestos
con el estimador analdgico
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En forma comparativa se observa que la respuesta y,
correspondiente al PID tiene un maximo sobre impulso del
24% mas que el valor de la entrada, mientras que en ese
mismo instante y; atn no ha rebasado la referencia. Por
otra parte el tiempo de establecimiento para ambas
esquemas es de 4 segundos

La Figura 4 muestra el error de estimacién de cada uno
de los controladores propuestos anteriormente. Es posible
visualizar en la Figura 4 la respuesta del error e (t) tiene
sobre impulsos que en magnitud estdn por debajo de los
que presenta la respuesta ey(t), correspondiente al
controlador PID. Sin embargo el tiempo en llegar a cero es
de 4 segundos para ambos errores.

020

—---e2

Error

=)
irg
o

Tiempo (s)

Figura 4. Respuesta de los errores de estimacion.

En la figura 5 se observan las respuestas del sistema para
los dos controladores propuestos ante una variacién del
15% en el valor nominal del retardo, esto sin modificar la
dindmica del estimador. Las magnitudes de los impulsos
que presenta la respuesta y; son inferiores con respecto a
los de y,, conservando una ligera ventaja el controlador PI-

PD.
25

—y1
- y2

Salida

30 40 50 60
Tiempo (s)
Figura 5. Respuesta de los esquemas de control propuestos
con 7 = 1.15 segundos.

Finalmente en la Figura 6, se muestra la respuesta
obtenida de los controladores con el esquema propuesto en
las Figuras 1 y 2 ante una perturbacién 10 veces mayor
que el valor de la referencia.
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Figura 6. Respuesta de los esquemas de control propuestos
ante una perturbacion.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se disefié un controlador (PI-PD), con una
estructura de control en la que se incluye un estimador
continuo asintético. Se comparé con un PID en cascada,
ambas estructuras de control tienen las mismas ganancias
de sintonizacion. Ademads, se realizo el analisis analitico
para la elecciéon de las ganancias del controlador y se
proponen condiciones necesarias para la estabilizacion de
una planta de primer orden con retardo en la trayectoria
directa. Se usaron ejemplos en simulacion digital para
evaluar el desempefio de ambas estructuras de control. Para
una planta nominal de primer orden con retardo, el sistema
con el controlador PI-PD presenta una respuesta transitoria
sin sobre impulsos a diferencia del PID en cascada.
Adicionalmente se presentan variaciones nominales del
valor del retardo y perturbaciones a la entrada.
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