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Resumen—En el presente trabajo se considera el problema
de estabilizacion y control de sistemas lineales con retardo
en el lazo directo. Es conocido que los retardos complican el
analisis de estabilidad y el disefio de controladores adecuados.
Se propone una metodologia para disefiar un predictor de
estados continuos para sistemas con retardo. La clave en la
propuesta es garantizar la existencia del dispositivo predictor,
independientemente de cuestiones como el orden de la planta,
su inestabilidad o el tamaiio del retardo. Se ilustra la aplicacion
del resultado mediante simulaciones numéricas en ejemplos
académicos.
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I. INTRODUCCION

Los retardos de tiempo estdn presentes practicamente en
todos los sistemas dindmicos, principalmente debido a fe-
némenos como el transporte de informacién, material o de
energia, sin embargo toman importancia cuando el retardo
es relativamente grande en comparacion con la constante de
tiempo del sistema. En este contexto, el retardo se convierte en
una situacién compleja desde el punto de vista de control. Los
retardos significativos pueden ser encontrados principalmente
en procesos quimicos y las cadenas de fabricacion, originados
por mecanismos tales como el transporte de material, bucles
de reciclado o incluso en el modelado de sistemas de al-
to orden (Skogestad, 2004) y (Kolmanovskii, 1992). Varias
estrategias de control se han desarrollado para hacer frente
a los retardos de tiempo. Tal vez la estrategia mas popular
es el predictor o estrategias basadas en la observacién, que
consiste en contrarrestar el retardo de tiempo y sus efectos,
por medio de esquemas destinados a predecir los efectos de
las entradas en las sefiales futuras. El predictor compensador
de Smith (SPC) (Smith, 1957), es la estrategia de prediccidén
mds comun en la literatura, que proporciona una estimacion
de la salida futura por medio de un esquema de observacion.
La principal limitacién de esta estrategia es que solo puede
ser aplicada a las sistemas estables. Con el fin de solucionar
este problema, muchas modificaciones al predictor de Smith
se han reportado en la literatura. Por ejemplo, Seshagiri
(Seshagiri, 2007), presenta una modificacion eficiente para
el SCP, con el fin de controlar sistemas de primer orden con
retardo de tiempo. Su metodologia se limita a los sistemas
que satisfacen 7 < 1.57,,, donde 7 es la magnitud del
retardo de tiempo y 7., es la constante de tiempo inestable.
El caso particular de los sistemas inestables de primer orden

con retardo de tiempo ha sido ampliamente discutido en
la literatura. En (Nesimioglu, 2010), se proporcionan una
parametrizacion de controladores proporcionales. En (Hwang,
2004), se muestra la técnica de D-particion, que se utiliza para
estimar los limites de estabilizacion de el controlador PID
y en (Silva,2005) y (Silva, 2002), utilizando una extensién
del teorema de Hermite-Bielhler, se da una parametrizacién
completa de los controladores PID estabilizantes para sistemas
de primer orden con retardo. Es importante tener en cuenta
que todos estos resultados proporcionan un controlador de
estabilizacion restringido a 7 < 27,,. En (del Muro, 2012),
se analiza el uso de observador (predictor), con especial
atencion al caso continuo de primer orden lineal de procesos
sujetos a grandes retardos en la trayectoria entrada-salida,
con especial interés al caso 7 > 27,,. En ese trabajo se
proporciona un controlador que permite la estabilizacién de
los sistemas con 7 < 37y,. En (Marquez, 2012), se utiliza
el mismo enfoque incluyendo el uso de controladores PID y
permitiendo estabilizar los sistemas con retardo restringido a
T < 47un. El caso general de sistemas inestables de orden
superiores con retardo de tiempo sigue siendo un desafié.
Un enfoque tradicional considera un modelo discreto de la
planta retardada, permitiendo asf el disefio de un controlador
digital. Esto implica algunas restricciones como lo son el
hecho de que el retardo debe ser un multiplo entero del
periodo de muestreo. Los procesos a considerar en este
trabajo son sistemas lineales, posiblemente inestables, de
alto orden con retardo en la trayectoria entrada-salida y
cuya magnitud de retardo es considerable. Se propone una
estrategia de control (continua) mediante retroalimentacién
estitica de los estados estimados. La parte mds importante
de la propuesta corresponde al observador (o predictor) de
estados: un observador de estados continuo pero que garantiza
la convergencia del error de estimacion a cero gracias a
una inyeccion discreta de la sefal de error. El trabajo estd
organizado de la manera siguiente: en la Seccién II se da el
planteamiento del problema. En la Seccién III se propone
la metodologia para realizar el predictor hibrido, para la
estabilizacién y control de los sistemas antes mencionados.
En la Seccién IV se proporciona un ejemplo para mostrar
la respuesta del sistema aplicando el predictor hibrido y con
otros ejemplos se realiza la comparacion del predictor hibrido
con el predictor discreto para mostrar las ventajas. Por dltimo
en la Seccién V se dan las conclusiones.



II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la funcién de transferencia de un sistema lineal
con una entrada, una salida y retardo de tiempo en el lazo
directo:

Y(s) _ N(s)
U(s)  D(s)
U(s) es la sefial de entrada, Y'(s) es la sefial de salida, 7 >
0 es el tiempo de retardo conocido, N(s) es el polinomio

numerador y D(s) es el polinomio denominador del sistema.
Utilizando una retroalimentacién estdtica de salida:

e—‘rs (1)

U(s) = R(s) = Y(s)k, 2

donde R(s) es una entrada de referencia y el término “k” es
la ganancia, como se ve en la Figura 1.

Y(s)
e~ ’

G(s)

Figura 1. Esquema del sistema con retardo y retroalimentacion estatica de
la salida.

Se obtiene el siguiente sistema a lazo cerrado:

Y(s) _ N(s)e™™* 3)

R(s) D(s)+ N(s)e 75k’

Como podemos observar al cerrar el lazo de control, obtene-
mos una nueva ecuacion caracteristica que posee el termino
del retardo e~ "¢ tanto en el numerador como en el denomina-
dor, dificultando un andlisis de estabilidad ya que tendremos
un numero infinito de polos. En trabajos reportados en la
literatura se utilizan predictores analégicos con aproximacion
de Padé, pero estos se vuelven complejos por el orden de la
aproximacion.

Al disefiar predictores continuos el problema estriba en
garantizar la convergencia de las seflales reales contra las
estimadas. Nuestra propuesta consiste en usar una inyeccion
discreta de la sefnal de error, misma que garantiza la conver-
gencia deseada, logrando ademds una prediccién continua de
las sefiales deseadas.

III. ESTRATEGIA PROPUESTA

La estrategia de control propuesta en este trabajo con-
siste en una retroalimentacion estitica de los estados es-
timados. La estimacion de tales estados, también llamada
prediccion, se realiza mediante un esquema de prediccién
analdgica, contempla unicamente una inyeccién digital de la
sefal de error disponible a la salida. El esquema de control
consta de los compensadores F = [f1, f2,..., fa], que
reubicardn los polos del sistema y que serdn calculados a
partir del modelo analégico sin retardo. El vector ganancia
G' = |91, 92, -, gn), (donde [G']es la transpuesta de [G)),
%eﬁteneciente al estimador de estado, se determina a partir de
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un modelo matematico discreto con retenedor de orden cero,
reubicando los polos. Consta de dos partes; una procedente
directamente de la parte lineal libre del retardo y la otra
obtenida del término retardo. A continuacién se muestra la
metodologia propuesta para obtener el predictor. Dado que
la inyeccidn de la sefial de error al observador serd discreta,
necesitaremos un periodo de muestreo 7', y para obtener el
periodo de muestreo consideremos:

T=1_ @)

n
donde n es el nimero entero de particiones.
Para discretizar el término del retardo, es necesario recordar
la siguiente propiedad de la transformada z:

Z{G(s)e ™} =z "Z{G(s)}, (5)

[P

donde Z {x} denota la transformada “2” de {x}, 7 es el valor
conocido del retardo de tiempo y n sigue siendo el nimero
entero de particiones seleccionadas para seccionar el retardo,
tomando en cuenta que este nimero de particiones aumentara
el orden de nuestro sistema, entre mayor sea dicho nimero,
sera mejor la repuesta del sistema pero también sera mayor
la dificultad para resolver este sistema.

Para la parte del sistema libre de retardo obtendremos
la representacién en variables de estados de la funcién de
transferencia de la ecuacién (1), asumiendo que tratamos con
sistemas estrictamente propios tenemos lo siguiente:

i(t) = Ax(t) + Bu(t) ©6)

y(t) = Cx(t)

Para obtener el vector de retroalimentacion del estado F' =

[f1, f2,---, fn], tenemos:
&= (A— BF)x(t) + Br(t) (7)
Ap = (A—-BF) 8)

Reubicando los polos del sistema continuo la ecuacién
caracteristica queda:

det(sI — Ap) =0 )

Observe la Figura 2 en donde se muestra el esquema del
control estdtica de los estados sin el retardo.

u(s)

R(s)* y(s)

F

Figura 2. Control por retroalimentacion de estados

Procederemos ahora al disefio del observador hibrido. Te-
niendo la representacién matemdtica en variables de estado
continuos (6), procederemos a discretizar dicha representa-
cién, para obtener el sistema discreto, a partir de las expre-
siones bien conocidas, ver por ejemplo (Ogata, 1996) 112



z(k +1) = Agz(k) + BaU (k) (10)
donde:
Ag =MD = £71(sT — A) ™! |=p (11)
T
By = / eAT=9) Bdg (12)
0

y donde T es el periodo de muestreo.

Pero esta discretizacion, es la forma tradicional respetando
el mapeo de la entrada hacia los estados del sistema, si
la aplicamos a un predictor hibrido que es un predictor
continuo que emplea compensadores discretos para ajustar la
estimacion de los estados a través de la sefal de error esto no
serfa adecuado y por eso es necesario tener la discretizacién
del sistema respetando el mapeo desde los estados hacia la
salida, o como se podria decir emplearemos la dualidad del
sistema para que puedan actuar los compensadores. Si bien
no es muy dificil deducir esta representacién discreta, por
cuestiones de espacio no daremos los detalles aqui, pero es
facil observar que corresponde con la versién dual de la
representacion dada anteriormente, i.e.,

Ay = AT = -

(s — Aoy (13)

T

Cu= [N TOcras,

0

(14)

donde A’y C’ son las matrices transpuestas de A y C,
respectivamente.

Observe la Figura 3 en donde se muestra el diagrama del
sistema discretizado, para su uso en el disefio del predictor.
Como podemos ver, dentro del recuadro punteado se encuen-
tra la discretizacion del sistema y fuera de este se encuentra
la discretizaciéon del retardo, que como se puede apreciar
depende de las n particiones seleccionadas, con lo cual
nuestro sistema analizado desde la dindmica de los estados
hacia la salida y(k), aumentara en dimensién dependiendo de
las particiones n.

""" R o i o i 8 e . e e i ;

m(k y(k)

()Roc-x-.ﬁ %]—.
retardo

Figura 3. Diagrama del sistema discreto.

Entonces procedemos a realizar la extension de la matriz
de variables de estados discretos, que incluye el sistema y el
termino _de retardo de tiempo
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e}
[
o
s}
s}

001 0 0
00 0 0 0
Aa= : (15)
00 0--- Cy Cq
00 0--- A; A
0 0 0o Ay Ay
0
0
By=|: (16)
0
1
Ca=1[1 0 0 0] (17)

Ahora que ya tenemos completa la discretizacion del siste-
ma, procederemos a calcular los controladores digitales G, a
través de la estrategia de control de retroalimentacion estatica
de la salida estabilizante. Vea la Figura 4.

Analizando obtenemos lo siguiente:

Age = (44— GCa) (18)

Para reubicar los polos del sistema discreto tenemos la

siguiente ecuacién caracteristica:
det(z] — ng) =0 (19)

Asi obtenemos la representacién general del predictor hi-

brido como se muestra en la Figura 4.

- =

Figura 4. Predictor hibrido

Como se observa tenemos (G7 que es el vector de ganancias
para inyectar la sefial de error a la parte del retardo y G2 que
inyecta la misma sefal de error pero al sistema antes de ser
retardado.
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IV. RESULTADOS EN SIMULACION

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos en
simulaciones numéricas del predictor hibrido.
Ejemplo 1, suponga el sistema:
Y(s) 1
U(s) (s+2)(s—1)

Separamos el termino de retardo de tiempo y aplicando la
ecuacién((6)), obtenemos:

—1.5s

(20)

i(t) = [g _11} o(t) + m ult)

y(t)=[1 0]x(t)

Discretizando el termino de retardo de tiempo 7' = 1.5,
aplicando la ecuacién (5)y seleccionando n =5

2y

Z{G(s)e "5} = 2 "Z{G(s)} (22)

Obteniendo el periodo de muestreo con la ecuacién (4)

1.5
T=—=03
5

Discretizamos aplicando la ecuacién (13) y (14), obteniendo:

(23)

. 10828 0.2670 0
k+1)= [0.5340 0.8158] a(k) + M uk) 24

y(k) = [0.3084 0.0414] x(k)

Aplicando las ecuaciones (15),(16) y (17) , tenemos la
matriz extendida:

(0 1.0 0 0 0 0
001 00 0 0
_ 00010 0 0
A;=10 0 0 0 1 0 0 (25)
00 0 0 0 0.3084 0.0414
0 0 0 0 0 1.0828 0.2670
0 0 0 0 0 0.5340 0.8158]
o
0
o 0
Ba= |0 (26)
0
0
_1_
Cqa=[1 0 0 0 0 0 0] (27)

Para obtener el vector de controladores G aplicamos la
ecuacion (19) reubicando los 7 polos discretos en 0, 0.1, 0.2,
0.3, 0.4, 0.5 y 0.6, consiguiendo:

[—0.2013]
0.6269
0.6045
0.8457
1.1402
4.3991
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(28)

Aplicando la ecuacién (9), obtenemos el vector de los
compensadores F reubicando los 2 polos continuos en -1 y
-3:

F=1[5 3 (29)

Al aplicarle el esquema predictor hibrido, obtenemos la res-
puesta del sistema obtenido incluyendo condiciones iniciales
en el estado 2 de -0.1. Ver la Figura 5:

Amplitud

Tiempo
Figura 5. Respuesta del sistema Ejemplol.
En la Figura 6, se ve la sefial de error, la cual podemos

describir como una sefial suave, con una amplitud pequefia y
que converge rapidamente a cero.

0.08

007

006

006 -

Amplitud

003

(S

Tiempo

Figura 6. Seifial de error del Ejemplo 1.

En el siguiente ejemplo mostraremos la comparacién del
predictor hibrido contra el predictor discreto.
Ejemplo 2, sea el siguiente sistema:
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(30)

1 6725
C(s—1)(s—2) '

Como se observa es un sistema con dos polos inestables
y el retardo es de 2 unidades de tiempo lo cual representa

A2
f

[

\‘\

i

\ —Hitrds
—Discrels

dificultad para controlar el sistema. En la Figura 7, se muestra
la comparaciéon de la respuesta del sistema al aplicarle el E”Z'\\
predictor hibrido accién y el predictor discreto. También hay t
que mencionar que se aplicaron condiciones iniciales de 0.1 Lo
en el estado dos para ambos predictores.
04
05
i
—Hbifs
—D sl
i P 4 |
/ b !
-
[ \-\ ]
y/// “\\.
i/ Y i
J o Figura 8.

Amplitud
7

1 A
Tiempo

Figura 7. Comparacién predictores Ejemplo 2.

Como se puede ver, la respuesta del predictor hibrido repre-
sentada con la linea color magenta, es una sefial que presenta
un sobreimpulso mayor pero se logra estabilizar en un periodo
de tiempo menor comparandola con el predictor discreto en

color azul. En la Figura 8, se puede ver la comparacién de
las sefiales de error, que muestra la sefal correspondiente al
predictor hibrido en color magenta, que es una sefial suave con
menor amplitud y converge a cero en tiempo menor, mientras
que la sefial de color azul correspondiente a la sefial de error
del predictor discreto es una sefial abrupta y converge a cero
en un periodo de tiempo mayor.

Se decidié realizar un ejemplo mds para mostrar la diferen-
cia existente entre los dos predictores, este ejemplo consiste
en el mismo sistema pero aumentando el valor del retardo.

Ejemplo 3, considere el sistema:
(€19

1 —2.8s
C(s—=1)(s—2) ’

Como se aprecia la complejidad para controlar el sistema
aumenta ya que el valor del retardo de 2.8 unidades de tiempo
es considerable. En la Figura 9, se muestra la comparacién
de las respuestas del sistema al aplicarle los dos predictores.

2.

ARIIicaIemos las mismas condiciones iniciales del ejemplo
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5 A
Tiempo

Comparacion sefnal de error Ejemplo 2.

Amplitud
L
&
—_—

=

Tiempo

Figura 9. Comparacion predictores Ejemplo 3.

La sefial del predictor hibrido, de color magenta, se logra
estabilizar a pesar de que el retardo sea de 2.8 unidades de
tiempo y como se puede observar la sefial de color azul del
predictor discreto no se puede estabilizar ante esta magnitud
de retardo, en la Figura 10 se ve la comparacién de las sefales

de error y el motivo por el cual el predictor discreto no logra

estabilizar el sistema debido a que la sefial de color azul
no logra converger a cero y en contraste la sefial de color
magenta del predictor hibrido es una sefial suave que tiende
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rapidamente a cero.
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Figura 10. Comparacién sefial de error Ejemplo 3.

Como se observo en estos dos ejemplos el predictor hibrido
tiene una mejor respuesta de estabilizacién ante el predictor
discreto e incluso en el Ejemplo 3 el predictor hibrido es
el unico en estabilizar el sistema. Se realizaron diversos
ejemplos que por falta de espacio no se expusieron en este
texto pero en los cuales el predictor hibrido mostré ser
superior que el predictor discreto.

V. CONCLUSION

En este trabajo se abord6 el problema de la estabilizacién
y control de sistemas de alto orden y con retardo en el lazo
directo. Para solucionar este problema se propone una meto-
dologia para el disefio de predictores hibridos, con la finalidad
de estimar la variable de estado antes del retardo. Dicha
estrategia esta basada en el uso de un predictor analégico
que se sirve de la inyeccién de la sefial de error en forma
discreta. De esta forma se obtiene una prediccién analdgica
de las senales internas de la planta. En este trabajo usamos
un vector de ganancias para reubicar los polos de la planta,
pero pudiera usarse otro tipo de estrategia, como por ejemplo
alguna de tipo integral. Se comprueba la eficacia del método
propuesto mediante simulaciones numéricas y la ventaja que
tiene en comparacién al predictor discreto.
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