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Campero-Littlewood, Irvin López-Garcı́a, Juan C. Olivares-Galván

Resumen— En este trabajo se presenta la simulación
numérica acoplada campo-circuito por elementos finitos de
un motor de inducción jaula de ardilla de 10 Hp con su
control de velocidad. El modelo acoplado incorpora el efecto
electromagnético del motor en 2D, y considera los aspectos
fı́sicos de la máquina y la no linealidad de los materiales
magnéticos. La respuesta electromecánica del motor se controla
a través de la estrategia conocida como campo orientado que
permite la regulación de flujo magnético y seguimiento de
velocidad. Se considera un análisis transitorio de los campos
magnéticos y de las variables electromecánicas desde una
condición en vacı́o hasta una condición de plena carga, con
una regulación de flujo constante.
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I. INTRODUCCIÓN

Durante décadas pasadas, el cálculo númerico de campos

magnéticos se ha convertido en un estándar para el diseño

y análisis de máquinas eléctricas. Al mismo tiempo, el

control de máquinas eléctricas hoy en dı́a es una demanda

común para un sin número de aplicaciones industriales.

El diseño de controladores y máquinas eléctricas se ha

realizado por separado tradicionalmente, pero la demanda

en el incremento de la eficiencia de estos sistemas a un bajo

costo ha promovido el proceso de diseño combinado [1]-

[4], especialmente en controladores para motores de gran

capacidad y generadores de velocidad variable. En tal caso,

se opta por un ambiente de simulación combinado, donde

el análisis de campos magnéticos se acopla con circuitos

externos donde se acondicionen las señales de alimentación

en las máquinas eléctricas, para realizar las tareas de control

de velocidad, y regulación de flujo.

El Método de Elementos Finitos (MEF) se ha convertido

en una de las herramientas numéricas más empleadas en

la solución de problemas de valor a la frontera [5]. Para

motores de inducción, el MEF permite resolver las ecua-

ciones de Maxwell especı́ficamente formuladas para modelar

el comportamiento electromagnético de estas máquinas. Los

resultados que se obtienen reflejan condiciones más reales de

operación del motor, ya que la solución tiene la ventaja de
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A.P. 02200 México D.F., MEXICO.vmjm1986@gmail.com,
fjgm@correo.azc.uam.mx, r.escarela@ieee.org,
ecl@correo.azc.uam.mx, irvinlopez@yahoo.com,
jolivare 1999@yahoo.com

considerar la no linealidad de los materiales magnéticos, y

básicamente puede representarse cualquier forma geométrica,

ya sea en dos o tres dimensiones.

Además del análisis y diseño del motor, el control de

velocidad y regulación de flujo en la máquina de inducción

es de interés industrial, debido a los múltiples procesos

en los que se encuentra embebida. Actualmente se cuenta

con diferentes estrategias que permiten realizar el control

de las máquinas de inducción: Control Proporcional Integral

Derivativo [6], Control Indirecto por Campo Orientado [7],

Control Escalar [8], Control Directo de Par [9], Control

Basado en Pasividad [10], Control Directo por Campo Ori-

entado [11]. Estos controladores se proponen a partir del

modelo espacio-estado del motor de inducción que considera

suposiciones como: a) saturación despreciable en el material

magnético, b) pérdidas por corrientes de remolino y pérdidas

por histéresis despreciables y c) las ranuras del estator no

impactan en el par que entrega la máquina [7], [12].

El comportamiento del motor de inducción está es-

trechamente relacionado con la acción combinada del motor

y de su sistema de control, ya que están ı́ntimamente acopla-

dos fı́sicamente uno con el otro. Sin embargo, el diseño

convencional del motor y de su sistema de control mediante

modelos de parámetros concentrados, no trata con rigor todos

los efectos fı́sicos entre estos dos sistemas al reducir la

realidad electromagnética de la máquina a una aproximación

simplista [7]. Por otro lado, en el análisis del motor mediante

el MEF clásico, se considera con detalle la geometrı́a y la

no linealidad magnética de la máquina, pero no la parte del

control. El planteamiento de una simulación acoplada MEF-

circuitos-sistema mecánico, refleja condiciones de compor-

tamiento práctico del motor de inducción y los resultados

permitirı́an mejorar los procesos industriales.

En este trabajo precisamente se considera un modelo de

elementos finitos a detalle de la máquina de inducción,

junto con una estrategia de control Directo por Campo

Orientado propuesta recientemente [11]. Los resultados de

esta estrategia han sido validados experimentalmente en [13].

Con la interfaz de comunicación con las que se conectan los

programas de simulación utilizados en este trabajo; Maxwell

v15 [14] y Simplorer v10 [15], es posible obtener un modelo

acoplado de los sistemas magnético, eléctrico, mecánico y

de control, permitiendo realizar estudios de control cuyos

resultados son muy cercanos al comportamiento fı́sico del

sistema acoplado.
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II. MODELO ELECTROMAGNÉTICO DEL MOTOR

DE INDUCCIÓN EN 2-D

Sin tener pérdida de generalidad, un dominio en 2-D

de un dispositivo electromagnético de baja frecuencia está

constituido por regiones no conductoras, asi como por un

número arbitrario de conductores filamentarios y subdomin-

ios de conductores sólidos. La ecuaciones de Maxwell llevan

al siguiente tipo de ecuación de difusión no lineal en este

dominio:

∇ · ν∇A = −Jf − Js = −Jf + σ

(

∇V +
∂A

∂t

)

(1)

si se desprecia la corriente de desplazamiento y las cargas

libres y si la densidad de campo magnético B y la intensidad

de campo magnético H están estrictamente contenidas en

un plano. A, Jf , Js, V, ν y σ ∈ R, son el potencial

magnético vectorial (función independiente de la coordenada

espacial perpendicular al plano en que está definido B y

H), la densidad de corriente en regiones con conductores

filamentarios (devanados del estator), la densidad de corriente

no uniforme en regiones con conductores sólidos (barras de

la jaula de ardilla del rotor), el potencial eléctrico a través de

los conductores, la reluctividad del material magnético, y la

conductividad del material eléctrico, respectivamente. Notesé

que, para un dominio en 2-D, el término ∇V se reduce a

la componente en z dV/dz, ∇A =
(

∂A/∂x

)

î+
(

∂A/∂y

)

ĵ

y ∇ · υ∇A =
(

∂/∂x

)

υ
(

∂A/∂x

)

+
(

∂/∂y

)

υ
(

∂A/∂y

)

. La

ecuación (1) se puede reescribir como [17]

∇ · υ∇A = 0 en Ωnc

∇ · υ∇A = −Jf en Ωfil (2)

∇ · υ∇A = −Js = σ

(

∇V +
∂A

∂t

)

en Ωsol

donde, Ωnc, Ωfil y Ωsol son los dominios de los materiales

no conductores, conductores filamentarios y conductores

sólidos, respectivamente. Cabe resaltar que en una máquina

de inducción hay un gran número de regiones no conduc-

toras, y conductores filamentarios y sólidos desarticuladas.

La forma del sistema (2) no es tratable directamente para

acoplar con circuitos externos y requiere de una mayor

manipulación. El término ∇V es un valor constante [16],

por lo tanto el potencial eléctrico escalar varı́a linealmente

a lo largo del conductor. De esta forma, ∇V =
(

dV/dz

)

=

−
(vs/ds

)

, donde vs es la diferencia de potencial en un

conductor sólido y ds es la longitud del conductor sólido.

La corriente total is ∈ R para toda región en los diferentes

conductores sólidos Ωs
sol de Ωsol se puede obtener de la

siguiente ecuación:

is = vs

∫

Ωs
sol

σ

ds
dΩ−

∂

∂t

∫

Ωs
sol

σAdΩ =
vs
rs

− σ
∂

∂t

∫

Ωs
sol

AdΩ

donde 1/rs =
∫

Ωs
sol

(σ/ds
)

dΩ es la resistencia en corriente

directa del conductor sólido. Notesé que pueden existir varios

conductores de diferentes conductividades en Ωsol, pero σ
se asume constante en cada conductor. Despejando vs de la

ecuación anterior se obtiene

vs = rsis + ds
∂

∂t

∫

Ωs
sol

AdΩ

Ss

, (3)

donde Ss ∈ R es el área de la sección transversal del

conductor sólido.

La densidad de corriente Jf en una cierta región con

conductor filamentario Ωf
fil de Ωfil se distribuye de manera

uniforme sobre el área Sf ∈ R de esta sección transversal. Si

hay nf ∈ R conductores filamentarios conectados en serie,

Jf se puede calcular con la corriente if ∈ R que circula

por los conductores como Jf = (nf if/Sf
). La expresión

del voltaje vf ∈ R para conductores filamentarios se obtiene

directamente de la Ley de Faraday, la cual para un sistema de

nf conductores filamentarios conectados en serie se puede

expresar como

vf = rf if + dfnf

∂

∂t

∫

Ω
f

fil

AdΩ

Sf

(4)

donde, df ∈ R es la longitud del conductor filamentario y rf
∈ R es la resistencia total de los nf conductores filamentarios

conectados en serie. Si se sustituye (3) y Jf = (nf if/Sf
) en

(2) se obtiene:

∇ · υ∇A = 0 en Ωnc

∇ · υ∇A = −
nf if
Sf

en Ωf
fil (5)

∇ · υ∇A = σ
∂A

∂t
− σ

∂

∂t

∫

AdΩ

Ss

−
is
Ss

en Ωs
sol

El modelo de campo electromagnético como se presentó

en (1), se conoce usualmente como formulación A − V en

2-D. Por otra parte, del sistema equivalente dado en (5) se

ha eliminado la presencia de V y esta formulación puede ser

referida simplemente como A en 2-D.

III. CONTROL DIRECTO DEL MOTOR DE

INDUCCIÓN

Considere el siguiente modelo del motor de inducción en

un marco de referencia fijo al estator (ver [7] y [18] para

más detalles del mapeo de las corrientes y flujos a un marco

de referencia bifásico):
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dω

dt
=

npLsr

JmLr

(λaib − λbia)−Bω −
τL
Jm

dλa

dt
= −

Rr

Lr

λa − npωλb +
Rr

Lr

Lsria

dλb

dt
= −

Rr

Lr

λb + npωλa +
Rr

Lr

Lsrib (6)

dia
dt

=
LsrRr

σLsL2
r

λa +
npLsr

σLsLr

ωλb − γia +
va
σLs

dib
dt

=
LsrRr

σLsL2
r

λb −
npLsr

σLsLr

ωλa − γib +
vb
σLs

donde ω es la velocidad angular del eje, ia, ib son las

corrientes de estator, λa, λb son los encadenamientos de

flujo, va, vb son las entradas de voltaje, τL es el par de

carga. También se definen los siguientes constantes auxil-

iares en términos de los parámetros de la máquina: γ =
(

L2

srRr+L2

rRs

σLsL2
r

)

y σ = 1−
L2

sr

LrLs
.

A. Propiedades de Desacoplamiento

El modelo del motor de inducción (6) tiene una propiedad

de desacoplamiento a partir de las ecuaciones dinámicas.

Si se expresan los encadenamientos de flujo λa y λb en

coordenadas polares: λ = |λ|ejφ, se pueden reescribir las

tres primeras ecuaciones del sistema (6) en términos de

la magnitud del flujo al cuadrado |λ|2 y del ángulo φ =
arctan( λb

λa
) de la siguiente manera,

Jm
dω

dt
=

npLsr

Lr

Im
(

iλ
)

−Bω − τL

d

dt
|λ|2 = −2

Rr

Lr

|λ|2 + 2
RrLsr

Lr

Re
(

iλ
)

Lr

d

dt
φ = npLrω +

1

|λ|2
RrLsrIm

(

iλ
)

(7)

dia
dt

=
LsrRr

σLsL2
r

λa +
npLsr

σLsLr

ωλb − γia +
va
σLs

dib
dt

=
LsrRr

σLsL2
r

λb −
npLsr

σLsLr

ωλa − γib +
vb
σLs

donde i = ia + jib, λ = λa + jλb y λ es el conjugado de λ.

De esta manera se puede ver que las dos primeras ecuaciones

del sistema (7) muestran propiedades de desacoplamiento: La

parte mecánica del sistema, representada por la ecuación de

la velocidad angular, está gobernada por Im(iλ), mientras

que la parte electromagnética, representada por la ecuación

de la magnitud del flujo al cuadrado, está gobernada por

Re(iλ).
En consecuencia si se consideran las corrientes como una

entrada de control auxiliar, en principio se puede controlar

independientemente cada una de las variables ω, y |λ|2.

Este hecho da origen al control indirecto clásico por campo

orientado explorado y utilizado en [19] y en [?].

Para descartar la idea tradicional del control por campo

orientado de doble lazo, se utiliza una estrategia de control

directo, donde el voltaje controla directamente las variables

ω y |λ|2, sin tener la necesidad de pasar por un lazo externo

de corrientes [11].

Para obtener la estrategia de control de un solo lazo, se

derivan las dos primeras ecuaciones del sistema (7) y apare-

cen los voltajes de entrada de control v como se muestra en

las siguientes ecuaciones:

d2ω

dt2
=

npLsr

JmLrLsσ
Im

(

vλ
)

+ ξ(·)

d2

dt2
|λ|2 =

2RrLsr

LrLsσ
Re

(

vλ
)

+ ξ(·), τL) (8)

donde,

ξw(·) =
npLsr

Lr

[(

Rr

Lr

− σ

)

Im
(

iλ
)

− npωRe
(

iλ
)

−
np

LsLrσ
ω|λ|2

]

−Bω̇ − τ̇L

ξλ(·) =

(

4R2
r

L2
r

+
2R2

rL
2
sr

LsσL3
r

)

|λ|2 +

(

2R2
rL

2
sr

L2
r

)

i2

+

(

−6R2
rLsr

L2
r

−
2RrγLsr

Lr

)

Re
(

iλ
)

+

(

2RrLsrnp

Lr

)

ωIm
(

iλ
)

Es interesante ver que las ecuaciones del sistema (8) tiene

la misma propiedad de desacoplamiento que (7), pero ahora

los términos involucrados son los voltajes del estator. De

esta manera se puede aplicar el control directo del motor de

inducción.

B. Control de Voltaje de Estator por Campo Orientado

Utilizando la misma idea del control por campo orientado,

de hacer una proyección directa y de cuadratura de un control

auxiliar u de la forma:

v =

(

λ

|λ|2

)

u (9)

hacia cada componente del flujo, las ecuaciones del sistema

(8) se expresan en términos del control auxiliar u

d2ω

dt2
=

npLsr

JmLrLsσ
ub + ξω(·)

d2

dt2
|λ|2 =

2RrLsr

LrLsσ
ua + ξλ(·) (10)

El control auxiliar ub para el seguimiento de velocidad y

el control auxiliar ua para la regulación de flujo, se basan en

controladores PID (Proporcional-Integral-Derivativo) [13]:

ua(t) =
LrLsσ

2RrLsr



−gpeλ (t)− gi

t
∫

0

eλ (t) dt

− gd
deλ(t)

dt
+

d2 |λ|2

dt2

]

(11)
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ub(t) =
JLrLsσ

npLsr



−kpeω (t)− ki

t
∫

0

eω (t) dt

− −kd
deω(t)

dt
+

d2ω∗

dt2

]

(12)

donde,

eλ (t) = |λ|2 − |λ∗|2= error en la regulación de flujo

eω (t) = ω(t) − ω∗(t)= error en el seguimiento de

velocidad

gp, gi, gd ganancia proporcional, integral y derivativa del

controlador de flujo, respectivamente.

kp, ki, kd ganancia proporcional, integral y derivativa del

controlador de velocidad, respectivamente.

Finalmente, si se sustituyen (11) y (12) en (9) se obtienen

los voltajes de estator del motor de inducción

va =
1

|λ|2
[|λa|ua − |λb|ub] (13)

vb =
1

|λ|
2
[|λb|ua − |λa|ub] (14)

La convergencia a que se alude implica que el error de

seguimiento ew, y el error de estabilización eλ convergen

asintóticamente a una vecindad tan pequeña como se requiera

del origen.

IV. MODELO ACOPLADO

MOTOR-CONTROLADOR

El análisis del sistema campo-circuito se lleva a cabo

a través de un acoplamiento débil [17], que implica un

intercambio de datos entre las ecuaciones de campo del MEF

con las ecuaciones de los circuitos externos de alimentación

del motor en cada paso de integración. Esto es, del análisis

con el MEF se calculan los flujos magnéticos, velocidad y

par electromagnético en el motor. Estas son las variables de

entrada al sistema de control que hace la tarea de alcanzar

los valores deseados. A la salida del controlador se tienen

los voltajes de estator del motor que llevan a la máquina a

la velocidad de referencia.

Las ecuaciones de acoplamiento entre el sistema motor-

controlador que se muestra en la figura 1, son la ecuación

de campo (5) y la ecuación de voltaje en conductores

filamentarios (4) . Es decir para llevar a cabo los cálculos

con el MEF se deben precisar los voltajes de estator de la

máquina, con estos valores se resuelve las dos ecuaciones

anteriores de forma simultánea para conocer la densidad de

corriente y el valor del potencial magnético vectorial en el

dominio solución.

Cabe resaltar que en el modelo acoplado no se necesita un

observador para estimar los flujos mágneticos en la máquina,

ya que a la salida del modelo de elementos finitos se tienen

disponibles estás variables de interés.

u v w, ,
l

w

a b,
l

a
v

b
v

Transformación

Inversa a,b

Campo

Orientado

PID

Dinámica de Flujo

PID

Dinámica de

Velocidad

Transformación

a,b

a
u

b
u

wv
vv
uv

Modelo MEF del

Motor de Inducción

Figura 1. Esquema del modelo acoplado del motor y su sistema de control

Para el análisis transitorio, en el modelo acoplado se debe

fijar el paso de integración en el para resolver las ecuaciones

de campo del MEF y las ecuaciones algebraicas/diferenciales

de los circuitos. En la simulación acoplada, el circuito con-

trola el paso de tiempo a lo largo de toda la simulación, y los

resultados del MEF se ajustan con este paso de integración.

La precisión de los resultados y el comportamiento del

modelo campo-circuito dependen de una apropiada elección

del paso de integración. Valores más pequeños de paso,

arrojan resultos más exactos, pero requieren de un tiempo de

procesamiento más largo. Para especificar el paso de tiempo

se necesita hacer un balance entre exactitud de los resultados

y tiempo de cálculo, para obtener resultados aceptables en

un tiempo de procesamiento menor.

V. SIMULACIÓN Y ANÁLISIS DE RESULTADOS

El motor de inducción jaula de ardilla que se modela

mediante el MEF es una máquina de 2 polos, 7.5 kW , 380
V , motor trifásico conectado en estrella. La máquina tiene

24 ranuras en el estator, y un diámetro interno y externo

del núcleo magnético del estator de 120 mm y 212 mm,

respectivamente, mientras que el diámetro interno y externo

del núcleo magnético del rotor miden 40 mm y 119 mm.

El espesor del entrehierro es de 0.5 mm y la profundidad

de la máquina es de 125 mm. El estator tiene un devanado

de doble capa de 208 vueltas por fase. El rotor tiene una

doble jaula de ardilla con 20 barras de aluminio colado. Los

núcleos magnéticos del estator y rotor están fabricados de un

material ferromagnético no lineal con su punto en el codo

de la curva de saturación en 1.61 T con 7000 A/m.

Para las simulaciones se considera que el motor arranca

sin carga, y que ésta tiene un incremento suave de 0 a 24.72
N −m, durante un intervalo de 3 s (suave en comparación

con la respuesta rápida del controlador para alcanzar los

valores deseados que es del orden de ms). El motor no se

arranca a plena carga ya que las corrientes serı́an elevadas.

En la práctica se utiliza el método de arranque a voltaje

reducido, entre otros, para disminuir la corriente de arranque

y no provocar una caı́da de voltaje súbita en el nodo donde

está conectado el motor.

La velocidad angular de referencia, ω∗(t), se define como
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una subida suave de 0 a 50 rad/s, durante un intervalo de

tiempo de 2 s, seguida de una bajada suave de 50 a 25
rad/s, durante un intervalo de tiempo de 1.8 s. El valor de

referencia de la magnitud del flujo se considera como el flujo

nominal del motor (|λmax| = |λ|∗ = 1.7 Wb), con el fin de

maximizar el par electromagnético en la máquina a pesar de

los requerimientos de trabajar a velocidad variable [?]. Con

este valor para la regulación de flujo se asegura que no se

rebasen los valores de las corrientes nominales cuando se

demanda el par nominal a la máquina.

Las constantes de sintonización asociadas al control PID

para la dinámica de la velocidad son: kp = 1.01e4, ki = 5e5
y kd = 52. Y las contantes de sintonización asociadas al

control PID para la dinámica de la magnitud del flujo al

cuadrado son: gp = 1.002e4, gi = 1e5 y gd = 12.

A. Respuesta Dinámica del motor

En las Figuras 2 y 3 se muestra el seguimiento de veloci-

dad y la regulación de flujo. Los resultados son aceptables

con errores muy bajos (del orden de 0.28 rad/s para el

seguimiento de velocidad y 0.007 Wb para la regulación de

flujo). En la regulación de flujo en 0.3 s, ya se tiene una

convergencia muy cercana del flujo en el motor al flujo de

referencia.
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Figura 2. Seguimiento de la trayectoria de la velocidad de referencia
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Figura 3. Regulación de la magnitud del flujo al cuadrado

En las Figuras 4 y 5 se muestra el comportamiento de

los voltajes y las corrientes de estator, donde se puede

observar que los voltajes se ajustan tanto en magnitud como

en frecuencia para poder alcanzar la velocidad de referencia.

En la Figura 5 se observa que conforme aumenta el par de

carga aumenta la magnitud de las corrientes en el estator. En

el intervalo de tiempo de 2 a 4 seg donde el par de carga es

cero, la magnitud pico de las corrientes se mantiene constante

en 4.8 A, una vez que la máquina alcanza la operación en

estado permanente en este intervalo. De 4 a 7 s el par y el

valor pico de las corrientes aumentan hasta alcanzar valores

nominales.
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Figura 4. Voltajes de estator en el marco trifásico
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Figura 5. Corrientes de estator en el marco trifásico

En la Figura 6 se muestra el comportamiento del par

electromagnético desde que el motor trabaja sin carga hasta

que se demanda su carga nominal.

El transitorio del par electromagnético, que tiene una

duración de 10 ms y un par máximo τmax = 121 N −m,

se debe al trabajo de control tanto del controlador PID de

flujo, como del controlador PID de velocidad, por alcanzar

los valores de referencia tan rápido como sea posible.

B. Campo Magnético Transitorio

En la Figura 7 se muestra la evolución de la penetración

del campo magnético en el núcleo magnético del rotor,

mediante una serie de gráficos de la densidad de flujo en

diferentes instantes de tiempo. De la Figura 7 es importante

notar que a pesar de que la máquina opera a su flujo nominal,
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Figura 6. Par electromagnético

cerca de la frontera del núcleo magnético del estator el

material magnético no está saturado. El valor máximo de

densidad de flujo cerca de la frontera exterior de la máquina

que se obtiene del gráfico es Bmax = 1.39 T y corresponde

al color verde.

Figura 7. Lı́neas de campo magnético en diferentes instantes de tiempo

En las Figura 7 se observa que conforme aumenta la

magnitud del flujo magnético hasta llegar al flujo de ref-

erencia (|λ∗| = 1.7 Wb), se nota claramente que el campo

magnético comienza a penetrar gradualmente el núcleo del

rotor (en t = 0.002 s) hasta que lo hace por completo (en

t = 0.3 s, tiempo en que se alcanza la referencia de flujo)

y a partir de este momento, debido a que la regulación de

flujo es constante, se mantiene este comportamiento para

todo el tiempo de simulación, independientemente de los

requerimientos de velocidad y par de carga variable en el

motor.

VI. CONCLUSIONES

En este artı́culo se mostró que puede trabajar con un

modelo acoplado campo-circuito para simular la tarea de

control de seguimiento de velocidad y regulación de flujo

con un control directo por campo orientado en un motor

de inducción. La simulación se lleva a cabo a través de

un acoplamiento débil entre las ecuaciones del MEF que

modelan el comportamiento electromagnético de la máquina,

y los circuitos de alimentación y control del motor. El

modelo acoplado representa un banco de pruebas virtual al

considerar la fı́sica electromagnética de la máquina con el

MEF.

Este trabajo ahonda sobre los problemas de control, op-

timización y diseño de máquinas eléctricas en la práctica

moderna, ya que se pueden abordar estos problemas mediante

modelos acoplados, y cuando se tienen resultados favorables

llevarlos a la práctica para mejorar los requerimientos de los

procesos industriales, con la certeza de que van a operar de

manera satisfactoria.
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