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Resumen— Uno de los métodos más populares para el
diseño de superficies por modos deslizantes está basado en la
solución del problema de estabilización óptima singular (SOSP,
por sus siglas en inglés) con ı́ndice 1. Éste permite el diseño
de superficies deslizantes convencionales (de primer orden).

En el presente artı́culo se revisa la noción de singularidad
del SOSP. Entonces, se muestra que la solución del SOSP de
ı́ndice arbitrario puede ser considerada como el conjunto de
deslizamiento: la superficie deslizante es diseñada como la so-
lución del SOSP con el ı́ndice de singularidad correspondiente.
Finalmente, un controlador por modos deslizantes del mismo
orden es seleccionado para asegurar la convergencia en tiempo
finito a la superficie diseñada.
Palabras clave: Modos Deslizantes, Diseño de Superficies,
criterio LQ singular.

I. INTRODUCCIÓN

El Control por Modos Deslizantes (SMC, por sus siglas

en inglés) es bien conocido por ser una herramienta muy

eficiente para la compensación de perturbaciones o incer-

tidumbres acopladas (V. Utkin, 1991), (C. Edwards and S.

Spurgeon, 1998).

Los modos deslizantes convencionales (de primer orden)

requieren el diseño de una superficie deslizante de grado

relativo uno. Por otro lado, los Controladores por Modos

Deslizantes de Orden Superior (HOSMC, por sus siglas

en inglés), aseguran la estabilización en tiempo finito de

los estados de cualquier sistema SISO controlable, incluso

en presencia de perturbaciones o incertidumbres acopladas.

Más aun, cuando el orden del HOSMC y el grado relativo

del sistema coinciden ya no es necesario el diseño de una su-

perficie ( A. Levant, 2003),(Levant, A., 2005),(Laghrouche,

S., Plestan, F., Glumineau, 2007),(Dinuzzo, F., Ferrara,

A., 2009). En presencia de no idealidades (discretización,

retardos, ruido, etc.), HOSMC proveen la máxima precisión

asintótica posible (A. Levant, 2007),(A. Levant, 2010).

En ocasiones no existe una ventaja real en usar el máximo

orden del HOSMC porque la precisión de la realización

está restringida por la velocidad de los sensores y actua-

dores. Además, la complejidad computacional del HOSMC

incrementa con el orden del algoritmo. Esto significa que es

razonable tener la posibilidad diseñar el HOSMC de orden

mayor a uno pero menor al orden del sistema, y por lo tanto

la superficie deslizante del orden correspondiente.

Es conocido que el diseño de modos deslizantes conven-

cionales consiste en dos pasos (V. Utkin, 1991),(C. Edwards

and S. Spurgeon, 1998):

Diseño de una superficie deslizante con grado relativo

uno.

Diseño de un controlador por modos deslizantes con-

vencional asegurando convergencia en tiempo finito a

la superficie diseñada.

Una forma posible de elegir el conjunto deslizante de

dimensión (n − 1) es el uso de un criterio de desempeño

Lineal Cuadrático (LQ, por sus siglas en inglés). La su-

perficie de deslizamiento es diseñada como la solución del

problema óptimo LQ singular con una matriz de ponde-

ración de los estados simétrica positiva definida Q y de

“control sin costo” (V. Utkin, 1991),(C. Edwards and S.

Spurgeon, 1998),( A. Luk’yanov and V. Utkin, 1982),( A.

Poznyak, Y. Shtessel, and C. Jimenez, 2003),(A. Loukianov,

M. Basin, and M. Hernandez-Gonzalez, 2011). Después, un

controlador convencional puede ser diseñado para asegurar

la convergencia en tiempo finito a la superficie óptima. De

la teorı́a de control óptimo singular (H. J. Kelley, 1964),(J.

Speyer and D. Jacobson, 1971),(R. Gabasov and N. Choksy,

2001) se sabe que cuando la matriz de ponderación de los

estados es positiva semidefinida, la dimensión del conjunto

óptimo estabilizante es menor que (n− 1).
El propósito de este artı́culo es mostrar cómo el orden del

modo deslizante puede ser elegido con base en el orden de

la singularidad del criterio de desempeño dado. Después

se utiliza el conjunto óptimo estable como la superficie

deslizante, y posteriormente es posible el diseño de un

controlador Cuasi-Continuo del orden correspondiente.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea el sistema perturbado lineal invariante en el tiempo

ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + f(t, x)),
‖x0‖ ≤ L, L ∈ R+,

(1)

donde A ∈ R
n×n es la matriz del sistema, B ∈ R

n es la ma-

triz de control, x(t) ∈ Rn es el vector de estado, u(t) ∈ R

es la entrada escalar de control, f(t, x) es una perturbación

acoplada con una cota conocida |f(t, x)| < F ∈ R+

que puede representar tanto perturbaciones externas como

dinámicas acotadas no modeladas del sistema. Se supone el

par (A,B) controlable y rango(B) = 1.

Los modos deslizantes son robustos con respecto a per-

turbaciones acopladas, sin embargo, para el diseño de la

superficie deslizante, se considera el sistema nominal con
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una función de costo de “control sin costo”, es decir, que

es singular con respecto al control u(t).

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (2)

J(x(t)) =
1

2

∫
∞

t0

(
x(t)TQx(t)

)
dt, (3)

donde Q ∈ Rn×n es simétrica y positiva semidefinida.

Para solucionar el SOSP, es necesario aplicar una trans-

formación del sistema (2) a la forma canónica de contro-

lador (sección III). El criterio de desempeño (2) también

necesita ser transformado para mantener el sentido de

ponderación de los estados del sistema original.

Después, en la sección IV se hace la definición de orden

de singularidad del ı́ndice de desempeño del SOSP, y se

elige el orden de la superficie de deslizamiento a diseñar.

En la sección V se hace el diseño de la superficie

deslizante del orden correspondiente a la solución del SOSP

y, en la sección VI, se realiza el diseño del HOSMC

asegurando la convergencia en tiempo finito a la superficie

de deslizamiento propuesta.

III. TRANSFORMACIÓN DEL SISTEMA Y DEL ÍNDICE

DE DESEMPEÑO

III-A. Transformación a forma Canónica de Controlador

Dado que el par (A,B) se asume controlable, entonces

existe una transformación no singular T , tal que el sistema

ż = Āz + B̄u (4)

está en la forma Canónica de Controlador. Donde z = Tx,

Ā = TAT−1, B̄ = TB, y Ā ∈ Rn×n, B̄ ∈ Rn×1.

La matriz Ā tiene la forma de Brunovsky

Ā =











0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . . 0

0 0 0
... 1

α1 α2 . . . αn−1 αn











, B̄ =










0
0
...

0
1










,

donde {α1, ..., αn} son los coeficientes del polinomio ca-

racterı́stico.

III-B. Transformación del Índice de Desempeño

La matriz de ponderación Q debe ser transformada para

mantener el sentido de la ponderación al sistema (4)

Q̄ = (T−1)TQT−1 =

(
Q̃11 Q̃12

Q̃21 Q̃22

)

, (5)

Q̃11 ∈ R(n−1)×(n−1), Q̃22 ∈ R.

En modos deslizantes convencionales, el sistema (4) es

particionado con las mismas dimensiones que Q̃ en (5),

el vector de estado es dividido en dos conjuntos z =
[
z̄T1 z̄T2

]T
, donde z1 ∈ R(n−1) y z2 ∈ R. La variable z̄2

se toma como control virtual para estabilizar el subsistema

z̄1. Los bloques Q̃11 ≥ 0 y Q̃22 > 0 son utilizados

para ponderar los estados z̄1 y el control virtual z̄2, res-

pectivamente. Esto lleva a un problema regular de control

óptimo de orden reducido usualmente resuelto mediante

la Ecuación Algebraica de Riccati (ARE, por sus siglas

en inglés). Entonces el control estabilizante z̄2 = −Kz̄1
es diseñado, y la superficie deslizante se selecciona como

σ = z̄2 +Kz̄1 con grado relativo r = 1.

Los Modos Deslizantes convencionales no consideran el

caso cuando Q̃22 = 0 y de aquı́ surge un nuevo problema

debido a que la solución del SOSP no tiene grado relativo

uno.

IV. ORDEN DE SINGULARIDAD DEL SOSP

IV-A. Caso de Orden Superior

Proposición 1: Si Q̃22 = 0 en (5), debido a las propie-

dades de simetrı́a y positividad semidefinida de Q̃, todos

los elementos de Q̃12 y Q̃21 son cero.

Esto significa que en general la matriz Q̄ sólo puede tener

la forma

Q̄ =















Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

0 0
...

...

0 0
︸ ︷︷ ︸

n−k columnas

0 . . . 0
0 . . . 0
0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

k−columnas cero















(6)

Q̄11 ∈ R(n−k−1)×(n−k−1) es una matriz simétrica positiva

semidefinida, Q̄22 > 0, Q̄22 ∈ R, y por consiguiente el

ı́ndice de desempeño tiene la forma

J̄ = 1
2

∫
∞

t0

(
z̄T1 (t)Q̄11z̄1(t) + 2z̄T1 (t)Q̄12z̄2(t)

+z̄T2 (t)Q̄22z̄2(t)
)
dt

(7)

Definición 1: El Orden de Singularidad es el número

i = k+1, donde k es el número de columnas (o renglones)

cero sobre Q̄ tales que Q̄22 > 0.

Para eliminar los términos cruzados en (7), se introduce

el cambio de variable:

ν = z̄2 +
(
Q̄22

)
−1

Q̄T
12z̄1 (8)

Finalmente, el ı́ndice de desempeño es

J̄ = 1
2

∫
∞

t0
(z̄T1 (t)(Q̄11 − Q̄12 (Q̄22)

−1Q̄T
12

︸ ︷︷ ︸

=Q̂

)z̄1(t)

+νT (t) Q̄22
︸︷︷︸

=R̂

ν(t))dt
(9)

Nótese que después de la transformación T y el cambio

de variable ν, el ı́ndice de desempeño (3) que era singular

con respecto al control u(t), se ha convertido en uno

no singular con matrices de ponderación Q̂ = Q̄11 −
Q̄12 (Q̄22)

−1Q̄T
12, y R̂ = Q̄22, y ν como el control virtual
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V. DISEÑO DE SUPERFICIE DE ORDEN SUPERIOR

V-A. Partición del sistema

Después de la partición de Q̄, es necesario hacer la misma

partición al sistema (4). El vector de estado es particionado

en tres subconjuntos z =
[
z̄T1 z̄T2 z̄T3

]T
donde z̄1 es la

dinámica de orden reducido a estabilizar, z̄2 un control

virtual y z̄3 el resto de las variables de estado.

z̄1 =
[
z1 . . . zn−i

]T

z̄2 = zn−i+1

z̄3 =
[
zn−i+2 . . . zn

]T
(10)

Con las particiones, se obtiene el siguiente sistema

˙̄z1 = Ā11z̄1 + Ā12z̄2, (11)

donde Ā11 ∈ R(n−i)×(n−i), y Ā12 ∈ R(n−i). Nótese que

Q̄11 tiene la misma dimensión que Ā11.

Debido a la forma de Brunovsky de Ā, las particiones

Ā11 y Ā12 tienen la forma Canónica de Controaldor

Ā11 =










0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . . 1
0 0 0 . . . 0










︸ ︷︷ ︸

n−i columnas

; Ā12 =










0
0
0
...

1
















n−i renglones

Finalmente, después del cambio de variables (8), el

subsistema (11) es

˙̄z1 = (Ā11 + Ā12(Q̄22)
−1Q̄T

12)z̄1 + Ā12ν, (12)

Â = Ā11 + Ā12(Q̄22)
−1Q̄T

12 ∈ R(n−i)×(n−i)

B̂ = Ā12 ∈ R(n−i) , (13)

V-B. Solución de la ecuación algebraica de Riccati

El sistema (2) y el ı́ndice de desempeño (3) han sido

transformados de un problema de control óptimo singular a

un sistema de orden reducido (12), optimizado con respecto

a un ı́ndice de desempeño no singular (9), que usualmente

es resuelto mediante (ARE).

PÂ+ ÂTP + Q̂− PB̂(R̂)−1B̂TP = 0 (14)

y P es la única solución positiva definida de la ecuación

matricial de Riccati, si el par (Â, D̄) es observable, con D̄
una matriz tal que D̄T D̄ = Q̂ (Moore, B. and Anderson,

BDO, 1971).

V-C. Control Virtual y Diseño de Superficie

Podemos construir un control óptimo virtual (bajo las

condiciones de controlabilidad de (A,B) y la observabili-

dad de (Â, D̄) (Moore, B. and Anderson, BDO, 1971) con

la matriz P , solución de (ARE), y el cambio de variable

(8),

z̄2 = −Kz̄1
= −(R̂)−1(B̂TP + Q̄T

12)z̄1
= −(Q̄22)

−1(ĀT
12P + Q̄T

12)z̄1

, (15)

que provee estabilidad en lazo cerrado al subsistema (12),

y entonces, la superficie de modos deslizantes de grado

relativo r > 1 es

σ = z̄2 + (Q̄22)
−1(ĀT

12P + Q̄T
12)z̄1 (16)

Proposición 2: El Orden de Singularidad del ı́ndice

de desempeño es igual al grado relativo de la superficie

deslizante diseñada.

Prueba: Se obtiene de las ecuaciones (16), (10) y de

la forma original de cadena de integradores de Ā del

sistema (4) que la k-ésima derivada temporal de la superficie

deslizante es

σ(1) = z(n−i+2) + (Q̄22)
−1(ĀT

12P
+Q̄T

12)z̄
(1)
1 ,

σ(2) = z(n−i+3) + (Q̄22)
−1(ĀT

12P
+Q̄T

12)z̄
(2)
1 ,

... =
...

σ(k) = z(n−i+1+k) + (Q̄22)
−1(ĀT

12P
+Q̄T

12)z̄
(k)
1 ,

(17)

donde z̄
(k)
1 =

[
zk+1 zk+2 . . . z(n−i+k)

]T
y z(n+1) :=

żn = α1z1 + ...+ αnzn + u.

Es posible observar en la expresión (17) que la señal de

control sólo aparecerá hasta la i-ésima derivada temporal de

la superficie óptima

σ(i) = α1z1 + ...+ αnzn + u+ (Q̄22)
−1(ĀT

12P
+Q̄T

12)z̄
(i)
1

(18)

N

Lema 1: Si Q̄22 > 0, con un Orden de Singularidad i,
el par (A,B) es controlable, y el par (Â, D̄) es observable,

donde D̄T D̄ = Q̂, entonces el vector óptimo actuando

como control virtual minimizante en (11) es (15), donde

P , es la única solución positiva definida de la Ecuación

Algebraica de Riccati (14).

Nota 1: La observabilidad del par (A,D) (con DTD =
Q) no garantiza la observabilidad de las particiones (Â, D̄),
donde D̄T D̄ = Q̂.
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Esto puede ser mostrado fácilmente con el ejemplo

ẋ =





0 1 0
0 0 1
γ1 γ2 γ3



x; y

Q̄ = DTD =





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 =





0
0
1




[
0 0 1

]

(19)

En este caso la matriz de observabilidad es

rango(O) = rango





0 0 1
γ1 γ2 γ3
γ1γ3 γ1 + γ2γ3 γ2

3 + γ2



 = 3

(20)

entonces, el sistema es observable.

El par de particiones Ā11 =

[
0 1
0 0

]

y Q̄11 =

[
0 0
0 0

]

son claramente no observable. Entonces, la condición de

observabilidad del Lema 1 está hecha sobre las particiones.

VI. DISEÑO DE CONTROL

La expresión (18) en general puede ser escrita como

σ(i) = β1z1 + β2z2 + ...+ βnzn
︸ ︷︷ ︸

−ueqn

+u (21)

donde ueqn es el control nominal equivalente

ueqn = − [β1z1 + β2z2 + ...+ βnzn] (22)

Aplicando la ley de control

u = ueqn + vi (23)

donde vi es una nueva entrada de control y expre-

sando el sistema (4) en nuevas variables de estado
[
z̄T1 , σ, σ̇, σ̈, . . . , σ

(i−1)
]T

˙̄z1 = (Ā11 − Ā12K)z̄1 + Ā12σ

σ(i−1) = vi + f̄ ; |f̄(t, z̄1, σ)| ≤ F , y F ∈ R+ (24)

donde K = (Q̄22)
−1[AT

12P + Q̄T
12].

El HOSMC es diseñado para restringir las trayectorias del

sistema a la variedad (16), donde la dinámica es descrita por

el modelo de orden reducido

˙̄z1 = (Ā11 − Ā12 (Q̄22)
−1[AT

12P + Q̄T
12]

︸ ︷︷ ︸

K

)z̄1 (25)

La selección del HOSMC proviene del orden de sin-

gularidad del ı́ndice de desempeño (el grado relativo de

la superficie deslizante). Es decir, para poder llevar las

trayectorias del sistema a la variedad σ = 0, es necesario el

uso de un HOSMC del mismo orden que el grado relativo

de la superficie.

Nota 2: Para el i-ésimo orden de singularidad, es posible

utilizar un controlador Cuasi-Continuo de i-ésimo orden

(Levant, A., 2005) definido por

ϕ0,i = σ, N0,i = |σ|, Ψ0,i = ϕ0,i/N0,i = sign(σ)

ϕj,i = σ(j) + φjN
−1/(i−j+1)
j−1,i ϕj−1,i,

Nj,i = |σ(j)|+ φjN
−1/(i−j+1)
j−1,i |ϕj−1,i|,

Ψj,i = ϕj,i/Nj,i

vi = −αiΨi−1,i,
(26)

donde φ1, ..., φi−1, αi son números positivos, y j =
1, ..., i− 1.

Por ejemplo, para los primeros tres ordenes,

v1 = −α1sign(σ)

v2 = −α2

(

|σ̇|+ |σ|
1

2

)
−1 (

σ̇ + |σ|
1

2 sign(σ)
)

v3 = −α3

[

|σ̈|+ 2(|σ̇|+ |σ|
2

3 )−
1

2 |σ̇ + |σ|
2

3 signσ|
]
−1

[σ̈ + 2(|σ̇|+ |σ|
2

3 )−
1

2 (σ̇ + |σ|
2

3 signσ)]
...

(27)

EL uso de (26) garantiza que forzosamente las trayecto-

rias del sistema converjan a la superficie deslizante óptima

en tiempo finito, incluso en presencia de perturbaciones

acopladas (Levant, A., 2005).

VII. EJEMPLO

Considere el sistema lineal invariante en el tiempo de

cuarto orden ẋ = Ax+B(u+ f), donde

A =







0.63 0.26 0.92 0.91
0.81 −0.8 0.93 −0.029
−0.75 −0.44 −0.68 0.6
0.83 0.094 0.94 −0.72






;B =







−0.16
0.83
0.58
0.92







donde f = γ1ξ(t) + γ2sin(t) + γ3cos(5t), γ1 = 1,

γ2 = 5, γ3 = 4, y ξ(t) una variable aleatoria tal que

ξ(t) ∈ [−0.5, 0.5]. Las condiciones iniciales son x0 =
[
2 −3.5 −3.5 5

]T

El ı́ndice de desempeño para el diseño de la superficie es

J = 1
2

∫
∞

t0

[
x(t)TQx(t)

]
dt;

Q =







1.35 −11.7 0.632 10.4
−11.7 113.0 −5.56 −100.0
0.632 −5.56 0.466 4.83
10.4 −100.0 4.83 89.2






≥ 0

(28)

que es singular con respecto a u(t).
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Es posible observar que rango(B) = 1 y la matriz de

controlabilidad es

C =
[
B AB A2B . . . An−1B

]

=







−0.16 1.486 0.6259 0.9301
0.83 −0.2809 1.352 −1.573
0.58 −0.0876 −1.034 0.3882
0.92 −0.172 1.248 −1.225







(29)

con rango(C) = 3, entonces, el par (A,B) es controlable.

VII-A. Transformación del sistema y del ı́ndice de desem-

peño

La transformación T no singular es construida a partir

de la matriz de controlabilidad C:

q = el último renglón de C−1

T =
[
qT (qA)T (qA2)T . . . (qA(n−1))T

]T

T =







−0.3841 −4.571 −0.7438 4.526
0.3699 4.309 0.1558 −3.922
0.3518 −3.788 0.5557 3.129
−0.667 3.172 −0.6365 −1.489






,

(30)

Las transformaciones del sistema y del ı́ndice de desem-

peño están dadas por

z = Tx,

Ā = TAT−1 =







0 1.0 0 0
0 0 1.0 0
0 0 0 1.0

−0.244 0.48 0.204 −1.57






,

B̄ = TB =







0
0
0
1.0






,

Q̄ = (T−1)TQT−1 =







4.5 5.2 6.0 0
5.2 6.2 7.0 0
6.0 7.0 9.0 0
0 0 0 0







(31)

VII-B. Orden de Singularidad del SOSP

Quitando las columnas (y renglones) k = 1, las particio-

nes se definen como





4.5 5.2 6.0
5.2 6.2 7.0
6.0 7.0 9.0



 ⇒ Q̄22 = 9.0
︸ ︷︷ ︸

R̂

; Q̄11 =

[
4.5 5.2
5.2 6.2

]

El Orden de Singularidad es i = k + 1 = 2 y Q̂ =

Q̄11 − Q̄T
12(Q̄22)

−1Q̄12 =

[
0.5 0.533

0.533 0.756

]

El sistema (31) debe ser particionado con las mismas

dimensiones:

Ā11 =

[
0 1.0
0 0

]

Ā12 =

[
0
1.0

]

Ā21 =
[
0 0

]

Ā22 = 0; Â =

[
0 1.0

0.667 0.778

]

; B̂ =

[
0
1.0

]

Los subconjuntos de variables de estado son z̄1 =
[
z1 z2

]T
, z̄2 = z3 y z̄3 = z4.

VII-C. Diseño de superficie

La solución a la Ecuación Algebraica de Riccati es

P =

[
6.5973 12.364
12.364 23.684

]

(32)

y entonces la superficie es

σ = z̄2 + (Q̄22)
−1(ĀT

12P
+Q̄12)z̄1

= z3 +
[
2.0404 3.4093

] [
z1 z2

]T (33)

Después de la segunda derivada temporal

σ̈ = −0.2439z1 + 0.48z2 + 2.245z3 + 1.839z4
︸ ︷︷ ︸

−ueqn

+u (34)

VII-D. Diseño de Control

Finalmente, la ley de control tiene la forma (23) con el

controlador Cuasi-Continuo (26) de orden i = 2

ueqn = 0.2439z1 − 0.48z2 − 2.245z3 − 1.839z4

v2 = −α2

(
|σ̇|+ |σ|1/2

)−1 (
σ̇ + |σ|1/2sign(σ)

)

u = ueqn + v2
(35)

donde α2 = 15 ⇒ |α2| ≥ ‖x0‖+ ‖f̄‖

VII-E. Simulación
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Es posible observar que las perturbaciones pueden afectar

el transitorio (reaching phase) del sistema hacia la superficie

deslizante. Sin embargo, cuando las trayectorias del sistema

han llegado a la superficie σ = 0 en tiempo finito (en

2.1 segundos aproximadamente), el sistema se comporta

de manera óptima con respecto a J , con insensibilidad (de

forma nominal) a las perturbaciones acopladas f .

VIII. CONCLUSIONES

En éste artı́culo se propuso el diseño de superficies de

orden superior basado en la solución del SOSP. El orden

de la singularidad del SOSP está conectado directamente

con el orden del modo deslizante. La solución del SOSP

es considerada como la superficie deslizante del orden

correspondiente.

Se propuso un procedimiento de tres pasos para el diseño

de superficies por modos deslizantes de orden arbitrario:

La selección del orden del modo deslizante basado en

el orden de la singularidad del SOSP;

El diseño de la superficie deslizante como la solución

del SOSP;

El uso del controlador de orden superior Cuasi-

Continuo para forzar a las trayectorias del sistema a

converger en tiempo finito a la superficie deslizante

diseñada.
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