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Resumen—En este articulo se disefia una nueva clase de
controlador discontinuo para un sistema incierto de segundo
orden con una iunica entrada de control. En contraste con
las técnicas reportadas, que se basan en el control por modo
deslizante clasico, el disefio del controlador propuesto se basa
en métodos de Lyapunov, lo cual permite obtener condiciones
suficientes para garantizar la estabilidad en tiempo fijo
del sistema en lazo cerrado con el controlador discontinuo
propuesto. El desempeiio es comparado por medio de una
simulacion.
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I. INTRODUCCION

El control por modos deslizantes (CMD) es ampliamente
utilizado, ya que garantiza estabilidad robusta con respecto
a incertidumbres y perturbaciones externas. Bdsicamente,
el disefio cldsico de CMD se basa en la busqueda de una
entrada de control discontinua para llevar las trayectorias
de estado a la superficie deslizante en un tiempo finito
(Utkin, 1992). La superficie deslizante es una variedad
previamente disefiada para satisfacer algunos requisitos de
desempeiio dindmico. El comportamiento dindmico descrito
por las trayectorias sobre la superficie deslizante se conoce
como modo deslizante. Generalmente, el CMD clasico
asegura convergencia asintdtica de las trayectorias del sis-
tema reducido durante el modo deslizante, debido a que
la superficie deslizante disefiada satisface alguna condicién
Lipschitz.

El control basado en modos deslizantes terminales
(CMDT) es otro método que garantiza convergencia en
tiempo finito utilizando entradas de control discontinuas
y superficies deslizantes no Lipschitz , mejor conocidas
como superficies deslizantes terminales (SDT’s) (Man et.
al, 1994), (Wu et. al, 1998) y (Yu y Man, 2002). Des-
afortunadamente, el uso de términos no lineales en la
superficie produce términos indeseables en la estructura de
control que hacen que la ley de control sea no acotada
en algiin dominio del espacio de estado. Limitando la
aplicacién de estos controladores en la préctica, ya que
las trayectorias de estado deben comenzar en un sector
predeterminado del espacio de estados con el fin de evitar
una sefal de control no acotada. Para mejorar la velocidad
de convergencia durante el modo deslizante terminal (MDT)
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se pueden introducir algunos términos lineales a la SDT.
Este enfoque se conoce como control basado en modos
deslizantes terminales rapidos (CMDTR) (Yu y Man, 2002).
Sin embargo, como la superficie deslizante es todavia no
Lipschitz, la sefial de control sigue siendo no acotada para
algunos valores de los estados.

Recientemente ha crecido el interés por disefiar con-
troladores discontinuos capaces de garantizar estabilidad
del origen en tiempo fijo (Cruz Zavala et. al, 2012),
(Polyakov, 2012). La relevancia de estos controladores nace
de garantizar tareas de control en algin tiempo previamente
dado. Por ejemplo, en control de sistemas hibridos con
‘dwell time’ estrictamente positivo, es preferible que la
acciéon de control proporcione estabilizacion robusta del
sistema antes de que el siguiente switcheo ocurra.

En este articulo se introduce un nuevo controlador dis-
continuo capaz de llevar las trayectorias de un sistema
perturbado de segundo orden al origen en un tiempo fijo.
Se asume que la cota de la incertidumbre/perturbacién es
conocida. Como veremos el conjunto donde el controlador
es discontinuo, puede verse como una superficie deslizante
uniforme que proporciona propiedades de convergencia
en tiempo finito. Ademds, el controlador propuesto tiene
una estructura mucho mds simple que el reportado en
(Polyakov, 2012).

II. PRELIMINARES

Primero se presentan algunos conceptos importantes so-
bre sistemas homogéneos. Definase al operador dilatacién
como ¢ (z) := (€Mxy,....,emxy), Yo € R", donde r;
son numeros positivos (pesos de las coordenadas). De
(Bacciotti, A. y Rosier, L., 2005), se dice que

= un campo vectorial f : R” — R™ es homogéneo de

grado [ (I € R) con respecto a (c.r.a) la dilatacién
07 (z), si para cualquier € > 0 se cumple f;(67 (x)) =
etrifi(x), Vo € R™ and Vi € [1,n].
= una funcién V : R™ — R es homogénea de grado m
(m € R) (c.r.a) la dilatacién 07 (x), si para cualquier
e > 0 se cumple V(07 (x)) = €™V (z), Vo € R™.
La estabilidad asintética de sistemas homogéneos se puede
estudiar por medio de funciones de Lyapunov homogéneas
(no necesariamente una forma cuadratica) (Bacciotti, A.
y Rosier, L., 2005). Sin embargo, no se ha desarrollado



una metodologia general para construir tales funciones de
Lyapunov. Ademads, la estabilidad dindmica de un sistema
homogéneo asintéticamente estable puede ser caracterizada
por el grado de homogeneidad de su campo vectorial. En
general, (a) si el grado de homogeneidad es negativo, el
sistema es estable de tiempo finito; (b) si el grado es
cero, es exponencialmente estable y (c) si el grado es
positivo, es asintdticamente estable, (Hahn, 1967), (Bhat
y Bernstein, 2005), (Bacciotti, A. y Rosier, L., 2005). El
concepto de homogeneidad se puede extender a inclusiones
diferenciales (Levant, 2005).

Definicion 1: (Levant, 2005) Una inclusion diferencial
€ F(z) € R", z € R", es homogénea de grado ¢
c.ra la dilatacién ¢7 (), si para cualquier € > 0 se cumple
F(x) = 7967 (2) F (3¢ (x)).

Finalmente, se presenta la nocion de estabilidad en tiem-
po fijo.

Definicion 2: (Polyakov, 2012) Se dice que x = 0 es
estable en tiempo fijo si es globalmente estable en tiempo
finito y globalmente atractivo en tiempo fijo, es decir, existe
un constante Tisx > 0 tal que el tiempo de convergencia
T(x0) esta uniformemente acotado por Tiax, i-€., T'(2g) <
Timsx, Vrg € R™.

La cota T,,5x es una constante positiva independiente
de las condiciones iniciales. Llamaremos a esta constante,
constante de tiempo fijo.

En este articulo se usa la siguiente notacion: [z|™ =
|x|™ sign (), Vm > 0, para representar un operador que
preserva el signo del valor de las funciones. Acorde con
esto [z]0 = sign(z), L[z|™ = mlz[m 1y Ljz|™ =
ml|z|™ Lsign (z) = m[z]™!. Tenga en cuenta que
[2]™ = 2™ para cualquier entero impar m.

III. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Esencialmente, el problema propuesto consiste en disefar
un controlador discontinuo para el sistema dindmico

T = 22, (Eng(l')-i-g(l',t)u—f—’l,l)((ﬂ,t), (D)

que garantice la estabilidad en tiempo fijo del origen. En
vez de disefiar previamente la variedad deslizante con la
caracteristica de convergencia en tiempo fijo, el controlador
propuesto es derivado mediante una funcién de Lyapunov.
Tenga en cuenta que © = [x1,72] € R? es el vector de
estado, u € R! es la entrada de control, f(z) es la dindmica
nominal del sistema, g(z,¢) es una funcién que satisface
g(x,t) > b, donde b una constante conocida, w(z,t) es una
incertidumbre/perturbacion que actda sobre el sistema y que
se considera uniformemente acotadas en ¢, V¢ > 0. Cuando
w(x,t) no desvanece en el origen = = 0 ningiin controlador
continuo puede estabilizar el sistema (1). Las soluciones del
sistema (1) se entienden en el sentido de (Filippov, 1988).

IV. PROBLEMAS CON EL DISENO CLASICO DEL CMD

Considere el problema de estabilizacién en tiempo finito
del siguiente sistema de segundo orden

By =xp, d2 = u+w(z,t), (2)
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u € R! es la entrada de control a ser disefiada mediante
el disefio cldsico de CMD. En este caso, la superficie
deslizante tiene la siguiente estructura

s=xo+cr[z1]P =0, pe (0,1). 3)

Este tipo de variedad deslizante se conoce en la literatura
como SDT (Man et. al, 1994). Tomando (z1,s) como
nuevas variables de estado, el sistema dindmico (2) queda
representado por

i1 =—ciz1]P+ s, §=u+crple [P ey + w(x, ).
4)
Cuando existe el modo deslizante (s = 0), la dindmica
reducida del sistema es 1 = —c1 [x1|?, donde la constante

c1 > 0. La soluciones de esta ecuacién diferencial conver-
gen en un tiempo finito a cero para cualquier p € (0,1)
(Bhat y Bernstein, 2000). Si p = 1, s6lo se garantiza
convergencia exponencial al origen. Una ley de control que
asegura la existencia del modo deslizante, es decir, que
logra que la condicién de suficiencia s$ < —n|s| se cumpla
(Utkin, 1992), se disefia como

u = —cip|r1|P 22 — Qsign (s), ©)

donde @ se elige como () > p, si se conoce la cota superior
p de la incertidumbre acoplada w(z, t). Note que la entrada
de control u no esta acotada en el conjunto x = {z €
R? : 21 = 0}. Esto se debe a la no diferenciabilidad de la
superficie deslizante. Dado que la ley de control discontinua
se disefia de la derivada de la superficie deslizante c.r.a
el tiempo, los términos de bajo orden producen algunos
términos de control que son singulares en algtin conjunto del
espacio de estados. Para atacar el problema de singularidad
en la entrada de control, algunos autores han propuesto
un enfoque de “desingularizacion”para evitar la aparicion
de términos no deseados en la ley de control (Feng et.
al, 2002), (Yu et. al, 2005). Basicamente, se reescribe
la SDT preservando la propiedad de convergencia tiempo
finito. En cierto sentido, la idea principal consiste en recribir
la superficie deslizante de modo que sea diferenciable al
menos una vez. Para ilustrar esto, s = xo + kq[21]P =
se sustituye por ¢(x1,x2), tal que ¢(z1,22) =0 & a9 =
—k1[x1]P, con ¢(x1,12) siendo C* en R2, Por lo tanto, el
disefio del control se reduce a buscar la funcién ¢(z1, x2).
Proponiendo

Gy, 09) = [22) P + k1/Pay =0, (6)

y usando las coordenadas (z1, @), el sistema (2) se puede
reescribir como

1= [¢— ky/Px1]P, § = |wa] Plpu+ kP27

Inspirado en el CMD cldsico, se puede elegir u =
— (ko sign (¢) + k}/p [x2|P)/p para obtener

i1 = [¢— ka1 ]VP, ¢ = —ko|ao| P sign (¢) .

Ahora, la entrada de control u estd libre de términos
singulares preservando la propiedad de convergencia tiempo
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finito. Sin embargo, el disefio por CMD clésico para obtener
leyes control que garanticen convergencia en tiempo finito al
origen parece ser complicado cuando se trata de extender a
sistemas de orden arbitrario. Ademds, no se puede estimar el
tiempo de convergencia de las trayectorias en lazo cerrado.

V. CONTROLADOR DE TIEMPO F1JO (CTF)

Esta seccidn presenta el resultado principal de este articu-
lo. El disefio de un controlador discontinuo que proporciona
convergencia tiempo fijo.

Suposicion I1: Existen constantes p, py, fif, fl, > 0 tal
que

lw(@, t)| < ppg + pupiu]s2|*/, (7)

donde sy = [z2]? + kis1 y 81 = pyw1 + fi f:zclji
Teorema 1: Para el sistema (1), se suponga que (7) se
cumple. Si la entrada de control v se elige como

. 3 8
v = —kopysign(sa) — k[ s2] 2 ®)

entonces, el origen x = 0 es estable en tiempo-fijo para
cgalciulier Kinky > 2k + p, Kpks > 2k + pu y ki >
28y

El controlador es ciertamente insensible a las pertur-
baciones que satisfacen la Suposicién 1. El conjunto de
ganancias son solo una condicién suficiente para garantizar
la estabilidad de tiempo finito.

V-A. Demostracion del Teorema 1

Se propone una funcién de Lyapunov para hallar las con-
diciones sobre las ganancias que garantizan la estabilidad
en lazo cerrado del sistema (1), asi como, caracterizar sus
propiedades de estabilidad. El Teorema 1 se demuestra con
la siguiente proposicion.

Proposicion 1: La funcién continua y diferenciable

V = Laol? + K sizo + 22K3]s1 |3, 9)

donde s1 = pyx1 + py 21 %, es una funcién de Lyapunov
global para el sistema retroalimentado y la derivada V de
la funcién de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del
sistema satisface

V < —asapg|spa| — kiuplsu| — baspia|spo| 3

f (10)
— 22 prbar |21 |2 |sul,

donde a9 = kg —p— 2I€%, b22 = kg — Pu — 2I€%%uu%, y
boy = k% — 2%#;1.

Demostracion: Primero se demuestra que la funcién
de Lyapunov es definida positiva. De Lema 1 (véase el
Apéndice), podemos deducir facilmente que

3 3 _
=3 512 + 337 |wal?) < [l
3. B
< 298 |s1]2 4 3700 wf3
Entonces, la funcién de Lyapunov puede ser acotada como

anlsi|? + ap|ze]? <V <builsi|? + bua|za|?
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3
donde a;; = %k%@kl — ), ap = %(1 - k%”yf‘q’), byl =
2k3 (k1472 ), buz = £(1+k?7,?). La funcién de Lyapunov
es definida positiva si a;; > 0y a2 > 0, es decir, si

3 _
2k3 (k1 —2) >0, (1 —k$y®) > 0.

Observamos que ~y; siempre existe si (2k;1)?> > kI. Por
lo tanto, la funcién de Lyapunov es definida positiva,
decreciente y la positividad definida no depende del valor de
k1. En segundo lugar, se muestra que la entrada de control
propuesta en lazo cerrado con el sistema dindmico hace
que el origen sea un punto de equilibrio asintéticamente
estable. Tomando la derivada de tiempo de V' a lo largo de
las trayectorias del sistema (1), se tiene

V = so(f + gu+w(=, b)) + k2(z2 + k1[51)3)é1
+k3[s1]2 51,

donde sy = [22]? + kis1 y 1 = 3—2111561 = (ur +
%uu|x1|§)x2. Definiendo so; = w2+ k1[s1]2, se puede ob-
servar que sg; y So definen la misma curva zo = —k; [sljé

cuando s9; = so = 0. Tomando en cuenta esto

‘./2 = 82({[ + gu + w(x, t)g) + k%szl(ﬂf + gﬂu|$1|%)$2
+k$[s1)2 (g + Spalzi]2) 22,

Como x5 = —k; [slﬁ + s9;, se obtiene
V = sa(v+w(z,t) + kF|sul? (s + Spalz|?) — kiVA,

donde Vi = (us + %uu|x1|%)|sl| Bajo la Suposicién 1y
la entrada de control (8) se llega a

: s
Va < (k2 = p)uglssa| — (ks = pu)bulsz|®
ksl (g + Spalzi]?) — k{VA

Del Lema 2 (véase el Apéndice) y la desigualdad de Young,

se deduce que

21 ¥ ot ? < 2| [sa] <2 (3l + 2ol ), (1)
Tomando en cuenta estas desigualdades, se tiene que

V< —a22#1'|52|%— b22yu|82|% — kL (py + 3palaa]?)]s1]
+2%(k%%llu|$1|5)|$1|57

donde a929 = ]{2 - P — 2]@'%, b22 = k3 — Pu — 2k%%ﬂu%
Definiendo @ = |z1] 3 /1s1], se observa que lim,, 0 @y =
0y limg, oo wo = 1/|pg /27 + pru] = 1/ . )

Sea w(max = max{wy}, entonces la derivada V' satisfa-
ce (10), con byy = k? — 2%u;1. Finalmente, V es siempre
definida negativa si ags > 0, baa > 0y ba; > 0. Lo cual es
garantizado si las ganancias se eligen como en el Teorema.
Ademds, las funciones V(x) y V(z) tiene propiedades de
homogeneidad en el bi-limite (Andrieu et. al, 2008).

1) Cuando p, = 0, las funciones V(z) y V(x) son
homogéneas c.r.a los pesos r; = {1,1/2} con grado
de homogeneidad my = % y my, = 1. Con esto la
funcién ky(x) = —V(2)/V3(z) es homogénea de
grado m,;, = 0 con pesos r; = {1,1/2} y la funcién
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kf(x) puede ser evaluada sobre una esfera homogénea
By = {2 € R?||21|? + |22| = 1}. Como las funcio-
nes V'y V son continuas sobre una esfera homogénea,
k¢(x) alcanza su minimo sobre el conjunto compacto
By,¢. Defina kfmm = mingep,, ky(z) y note que
Kfmm > 0 porque —V>(x) es definida positiva. Esto

implica que —V(x)/Vf“%p () > Kfmm, ¥

V < —kpmmV 3 (), Kf min = mingep,,
{lazops|spa] + kipglaa|2]/V3}, Vo € R,

con sy = [z2]% + kiusxs.

2) Cuando s = 0, las funciones V(x) y V(x) son
homogéneas c.r.a los pesos 7; = {1,5/4}, con grados
my = % y my, = 4. Respectivamente, la funcién

ku(z) = —V(x)/Vis(z) es homogénea de grado
m,., = 0 con pesos r; = {1,5/4} y ky(x) se puede
evaluar sobre una esfera homogénea By, = {z €

R2||z1|** + |x2|® = 1}. Entonces,

V S _fiumigv%7 Ry min — ml’nwefhu
{[D22prus2]5 + 5ETb21 prulaa|*]/V 35,

Vi € R2, con sy = [22]2 + k2pu[21]3.
De esto se deduce que V (10) puede ser acotada por una
funcién de V. Luego, a partir del Corolario 1, existe una
constante Ky, tal que

8
5

a22,uf|5f2|g+ ktprlsul + b22,u2u|5f2 .
+ 3k pubar| 21|21l = i (1 VE + 1, V'15),

y se puede establecer que

V < —fomin (V3 + p,V18). (12)

El primer término del lado derecho de la desigualdad ca-
racteriza la estabilidad en tiempo finito. El segundo término
caracteriza la propiedad de convergencia en tiempo fijo a
una vecindad del origen (Cruz Zavala et. al, 2012). En
conclusién, ambos términos caracterizan la propiedad en
tiempo fijo. [ ]

La siguiente Proposicién da una estimacién del tiempo
de convergencia.

Proposicion 2: La ley de control (8) en lazo cerrado con
el sistema dindmico (2) fuerza a las trayectorias a converger
al origen antes de una constante de tiempo fijo

1 1
T,(o) = —3—w3 15515
u( ) Kmin b f + Kmin Hu 7

13)

donde K, es una constante que depende de (K1, ko, k3) y
Ps Pu-

Demostracion: Es inmediata de (12). Como V
satisface ambas desigualdades diferenciales V/ () <
—nmfnus% (x) y V(:z:) < —/@ml’n,uuv% (x), el valor de
V' esta por debajo de la solucién de cualquiera de las dos
desigualdades. }a solucién de la desigualdad diferencial
U= —Kmmpsv5, v(0) = vy > 0 esta dada por

1
o(t) = (v — Smiupist)?.
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La solucion de la desigualdad diferencial v =

— k015, v(0) = vy > 0 esta dada por

_ 1
v(t) = (vy ™ + & Kmmpat) 5.

Del principio de comparacién (Khalil, 2002), para Vy =
V (zo), la solucién1 V(t) satisface V(t) < ml’n{Vf,qu},
donde Vi = (Vi® — Shmmppt)® y Vo = (Vy * +
%nmin,uut)_w.Finalmente, el tiempo de convergencia se
estima como sigue: primero se calcula el tiempo de conver-
gencia T5 de cualquier trayectoria con condicién inicial xg
asociada a una curva de nivel V{, en el cual la trayectoria
llega la conjunto de nivel Vy (xz) = w (para alguna 0 <
w < Vp). Después, se calcula el tiempo T4 (), en el cual
la trayectoria converge a © = 0 cuando inicia del conjunto
de nivel V; = w. Entonces, cualquier trayectoria llega al
origen dentro de un tiempo 7T'(zo, w) = T} (w)+T2(x0, @),
el cual esta uniformemente acotado por la constante T, ().

|
Comentario 1: El controlador tiene un termino que es
discontinuo en el conjunto [z2|? + k?s; = 0. De he-

cho, el controlador es discontinuo también en el conjunto
To + k1 [sljé = 0. En este sentido, ambos conjunto son
discontinuous cuando zo = —k; (sljé y definen la misma
curva. Este conjunto se puede entender como un modo
deslizante que asegura convergencia en tiempo fijo de las
trayectorias del sistema.

Comentario 2: En el caso p, = 0, se recupera el
control discontinuo v = —kysign([z2|? + k1?z1), que
es discontinuo en el conjunto [r3]? + kfx; = 0, es
decir, cuando x5 = —k;[z1]"/?. El controlador v =
—ky sign (w2 + k1 [21] 1/ ?), reportado en (Levant, 2007),
también es discontinuo en el mismo conjunto. La diferencia
es que el controlador propuesto se obtiene a través de
una funcién de Lyapunov. Para este caso, las ganancias
se seleccionan como k1 > 0y ko > 2k? + p, las cuales
siempre aseguran que las trayectorias llegan a la superficie
deslizante (Levant, 2007).

VI. EJEMPLO ACADEMICO

El primer término del lado derecho de la desigualdad
caracteriza la estabilidad en tiempo finito. El segundo
término caracteriza la propiedad de convergencia en tiempo
Esta secciéon esta dedicada a mostrar el desempefio del
controlador propuesto para controlar un sistema hibrido con
dwell time estrictamente positivo. Para ello, se considera
un sistema lineal hibrido modelado por la ecuaciéon = =
Aqr + b(u + w(t)), donde z € R? es el estado continuo,
q € [1,2] es el estado discreto que indexa a los subsistemas

0 1 0 1
=l 2] oasfo)
Tanto A; como Ay son inestables, b = [0 1]T, w(t) =
0,5sin(2t) 40,5 cos(5t) y la entrada de control  esta dada

por (14). Se considera que la dindmica del sistema conmuta
cada 4 segundos.
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La tarea de control es estabilizar el origen z = 0 del
sistema en tiempo fijo. Se asume que existe un observador
que brinda la estimacion exacta de los estados. Si solo z;
se mide, las parejas [C, A1] y [C, A3] son observables con
respecto al vector del salida C' = [1 O}. Entonces, es
posible disefiar un diferenciador uniforme (Cruz Zavala et.
al, 2011), el cual da la estimacién exacta de lo estados
en menos de un segundo. Por lo tanto, se puede encender
el controlador después de un segundo. Para la simulacién
se han tomado condiciones iniciales z(0) = [1,5 1]T y
tiempo de muestreo 7 = 0,001. Se han comparado tres tipos
de controladores

1. el CTF propuesto (8) con pardmetros jiy = 2, p = 1,

uu:2, klzlyk3:k2:4k%+p

2. el CTF propuesto en (Polyakov, 2012) (CTFP), u =

Ueq + U, donde Uy = —a21T1 — a2222 Yy

U= 7"1+3B;y%+2p sign(s) — [aas + fa[s]?]1/2,
s =22+ [[22]? + arx1 + Bi w1 ]2 |1/2,

donde G = g = 6—21 = [y = szix Y Thax = 3.

3. el controlador uniforme de primer orden (CUPO) re-
portado en (Cruz Zavala et. al, 2012). Las superficies
deslizantes se han disefiado como s4, = x2 + 71 +
0,5|@1|2 sign (1) y s4, = @2+ 221 +|21| 2 sign (1)
y el controlador esta dado por

U = UeqAi + U, (14)

Uegai = — [—C1a12¢1 + (@21 — agzc1)] 11
—(a12¢1 + ag2)sa, + (cra12 + agz)calx|?sign (z1)
—qajaca|r |97 [—e1z1 — ealar|9sign (z1) + s4a,],

donde ¢ = 3/2 y para i = 1, se eligieron a2 = 1,

a1 = 2, a20 = —1,¢1 =1, ¢ = 0,5y para ¢ =
2, se eligieron a1z = 1, az1 = 2, aze = 1, &1 =
2, co = 1. Finalmente, v = —Qqsign (s) — Kas —

K; |s|% sign (s), con Qo =4, Ky =2, K3 =1.

Comentario 3: La estructura del CUPO y del CTFP es
un poco mds complicada que la estructura del controlador
propuesta.

El desempeiio de los controladores se muestra en la
Fig.1. Solo los controladores de tiempo fijo CTFP y CTF
garantizan la convergencia de los estados al origen en
tiempo finito, Fig.1.(a) y Fig.1.(b). Aunque la magnitud del
control es grande durante la repuestas transitorio en todos
los controladores, el CTFP usa mas esfuerzo de control para
atraer las trayectorias del sistema, ver Fig.1.(d). El esfuerzo
es tan grande que se pueden tener enormes sobrepasos
durante la repuesta transitoria en los estados, Fig.1.(b).
Lo cual puede deberse a que el diseiio de las ganancias
sea conservativo para el disefio de la constate de tiempo
fijo. Sorprendentemente, el CUPO y el CTF pueden ser
sintonizados para tener un comportamiento muy similar,
por supuesto, la ventaja del CTF es que la convergencia
al origen es en tiempo finito.
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VII.

Se ha introducido un nuevo controlador discontinuo que
proporciona convergencia tiempo fijo durante el modo des-
lizante. En lugar de disefiar la variedad deslizante y la
entrada de control discontinua por el CMD estdndar, el
disefo del controlador discontinuo propuesto esta basado en
una funcién de Lyapunov para el sistema dindmico en lazo
cerrado. La funcién de Lyapunov nos permite caracterizar
las propiedades de estabilidad de las trayectorias del sistema
en lazo cerrado y estimar el tiempo de convergencia.

El controlador propuesto es insensible a las perturbacio-
nes acopladas que cumplan la Suposicion 1. De hecho, solo
se necesita conocer las cotas superiores de las incertidum-
bres/perturbaciones. La estructura de entrada de control es
mucho mds simple que la reportada en (Polyakov, 2012).
Por otra parte, la magnitud de control es menor que
el utilizado por (Polyakov, 2012) garantizando el mismo
desempeiio deseado.

Las ganancias se obtienen de forma explicita. Sin em-
bargo, son sélo una condicion suficiente para garantizar la
estabilidad de tiempo finito.

CONCLUSIONES

VIII.

Los autores agradecen el apoyo financiero del CONACyT
grant 132125 y CVU 267513, PAPIIT, UNAM, grants
IN111012, IN113613 y Fondo de Colaboracién del II-
FI,UNAM, IISGBAS-144-2012.

AGRADECIMIENTOS

REFERENCIAS

Andrieu, V., Praly, L. & Astolfi, A., (2008) Homogeneous approximation,
recursive observer design and output feedback, SIAM J. Control
Optim., vol. 47 (4), pp. 1814-1850.

Bacciotti, A. & Rosier, L., (2005) Lyapunov Functions and stability in
control theory, 2nd ed, Springer-Verlag, NY, 238 p.

Bhat, S, and Bersntein, D. (2000) Finite-time stability of continuous
autonomous systems, SIAM J. Control Optim., Lecture Notes in
Control and Information Sciences, Vol. 38, No. 3, pp. 751-766.

04r —
= 5 -10¢4
\
\ - - -CTFP
1 —CTF
20 ' " CUPO
-1
0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20
Tiempo [s] Tiempo [s]
. (© (d
- - -CTFP 20011
L, 6 —CTF :
£ . Locupoll 2o
T = 4001 s
g 20 § 200/ f 20
» » H 0
0 N -400} 1%
20 1 12 16
0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 1. Resultados de simulacién

536



Bhat, S.P. and Bernstein, D.S., Geometric homogeneity with applications
to finite-time stability, Math. of Control Signals Systems, vol. 17,
2005, pp. 101-127.

Cruz Zavala, E., Moreno, J.A. & Fridman, L.(2011) Uniform Robust
Exact Differentiator, IEEE Transactions on Automatic Control, vol.
56, No.11, pp. 2727-2733.

Cruz Zavala, E., Moreno, J.A. & Fridman, L. (2012). Uniform sliding
mode controllers and uniform sliding surfaces, IMA Journal of
Mathematical Control and Information, doi:10.1093/imamci/dns005

Davila, J., Fridman, L. & Levant, A. (2005) Second-Order Sliding- Modes
Observer for Mechanical Systems, IEEE Transactions on Automatic
Control, vol. 50, No. 11, pp. 1785-1789.

Feng, Y., Yu, X. & Man, Z. (2002). Nonsingular terminal sliding mode
control of rigid manipulators, Automatica, vol. 38, pp. 2159-2167.

Filippov, A.F. (1988) Differential equations with discontinuous right hand
side, Kluwer, Dordrecht, The Netherlands, 304 p.

Hahn,W. (1967) Stability of Motion. Berlin, Springer-Verlag.

Hardy, G.H., Littlewood, J.E. & Pdlya, G. (1951) Inequalities, London,
Cambridge University Press.

Khalil, H.K. (2002). Nonlinear Systems. Third ed. Prentice—Hall. Upsadd-
le River, New Jersey.750 p.

Levant, A. (2005). Homogeneity approach to higher-order sliding mode
design, Automatica 41, pp. 823-830.

Levant, A. (2007) Construction Principles of 2-sliding mode design,
Automatica, 43, pp. 576-586.

Man,Z., Paplinski,A. P. & Wu, H. R. (1994). A robust MIMO terminal sli-
ding mode control for rigid robotic manipulators, IEEE Transactions
on Automatic Control, vol. 39, pp. 2464-2468,

Moreno, J.A., Lyapunov approach for analysis and design of second order
sliding mode algorithms, in Sliding Modes after the first decade of
the 21st Century, L. Fridman, J. Moreno, and R. Iriarte, Eds. LNCIS,
412, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, 2011, pp. 113-150.

Polyakov, A., (2012) Fixed-Time Stabilization of Linear Systems via Sli-
ding Mode Control. /2th IEEE International Workshop on Variable
Structure Systems, VSS’12, January 12-14, Mumbai, 2012.

Utkin, V.I., Sliding Modes in Control and Optimization, Springer Verlag,
Berlin Heidelberg, 1992, 286 p.

Wu, Y., Yu, X. & Man, Z. (1998). Terminal sliding mode control design for
uncertain dynamic systems, Syst. Control Lett., vol. 34, pp. 281-287.

Yang, L. & Yang, J., Nonsingular fast terminal sliding-mode control for
dynamical sytems, Int. J. Robust. Nonlinear Control, 21 (16), pp.
1865-1879.

Yu, X. & Man, Z. ,(2002) Fast terminal Sliding Mode Control Design
for Nonlinear Dynamical Sytems, in Transactions on Circuits and
Systems-1: Fundamental Theory and Applications, vol. 49. No. 2,
February 2002, pp. 261-264.

Yu, S., Yu,X., Shirinzadeh,B. & Man, Z. (2005) Continuous finite-
time control for robotic manipulators with terminal sliding mo-
de,Automatica, vol. 41, pp. 1957-1964.

APENDICE A

Lema 1: (Moreno, 2011) Para cada nimero real a > 0,
b>0,¢>0,p>1,¢g>1,conl/p+1/q=1,lasiguiente
desigualdad se satisface ab < cPaP /p + ¢~ 1b7/q.

Lema 2: Para cualquier 1,22 € R, y p,q ndmeros
reales mayores a cero, tal que 0 < p < g, se cumple

[[02)7 + [ ]P['/7 < 25775 [aa) o+ [y J2]/%. - (16)
Corolario 1: (Andrieu et. al, 2008) Sea ¢ : R®™ - Ry
¢ : R™ — R, dos funciones homogéneas en el bi-limite con
los mismos pesos 7y Y oo, grados dg o, dg.oc Y d¢,0, de,oo ¥
funciones de aproximacion 7y, ¢oo ¥ (o, (so- Si los grados
satisfacen dg,0 > d¢o ¥ dg,00 < d¢ o Y las funciones ¢, (o
y el (s son positivas definidas, entonces existe un niimero
real positivo \ que satisface

o(z) < X(x), Yo € R™.
Bésicamente, las funciones ¢y 0 ¢, son aproximaciones
de ¢ cerca de cero y cerca del infinito. Si una funcién

CNCA 2013, Ensenada B.C. Octubre 16-18

homogénea en la bi-limit ¢ tiene una funcién de aproxi-
macién ¢y 0 ¢, la cuales son homogéneas en el sentido
estandar con el mismo peso y grado. Para mds detalles
sobre funciones homogénea en las bi-limit ver (Andrieu et.
al, 2008).
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