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Resumen— En este artı́culo se diseña una nueva clase de
controlador discontinuo para un sistema incierto de segundo
orden con una única entrada de control. En contraste con
las técnicas reportadas, que se basan en el control por modo
deslizante clásico, el diseño del controlador propuesto se basa
en métodos de Lyapunov, lo cual permite obtener condiciones
suficientes para garantizar la estabilidad en tiempo fijo
del sistema en lazo cerrado con el controlador discontinuo
propuesto. El desempeño es comparado por medio de una
simulación.
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I. INTRODUCCIÓN

El control por modos deslizantes (CMD) es ampliamente

utilizado, ya que garantiza estabilidad robusta con respecto

a incertidumbres y perturbaciones externas. Básicamente,

el diseño clásico de CMD se basa en la búsqueda de una

entrada de control discontinua para llevar las trayectorias

de estado a la superficie deslizante en un tiempo finito

(Utkin, 1992). La superficie deslizante es una variedad

previamente diseñada para satisfacer algunos requisitos de

desempeño dinámico. El comportamiento dinámico descrito

por las trayectorias sobre la superficie deslizante se conoce

como modo deslizante. Generalmente, el CMD clásico

asegura convergencia asintótica de las trayectorias del sis-

tema reducido durante el modo deslizante, debido a que

la superficie deslizante diseñada satisface alguna condición

Lipschitz.

El control basado en modos deslizantes terminales

(CMDT) es otro método que garantiza convergencia en

tiempo finito utilizando entradas de control discontinuas

y superficies deslizantes no Lipschitz , mejor conocidas

como superficies deslizantes terminales (SDT’s) (Man et.

al, 1994), (Wu et. al, 1998) y (Yu y Man, 2002). Des-

afortunadamente, el uso de términos no lineales en la

superficie produce términos indeseables en la estructura de

control que hacen que la ley de control sea no acotada

en algún dominio del espacio de estado. Limitando la

aplicación de estos controladores en la práctica, ya que

las trayectorias de estado deben comenzar en un sector

predeterminado del espacio de estados con el fin de evitar

una señal de control no acotada. Para mejorar la velocidad

de convergencia durante el modo deslizante terminal (MDT)

se pueden introducir algunos términos lineales a la SDT.

Este enfoque se conoce como control basado en modos

deslizantes terminales rápidos (CMDTR) (Yu y Man, 2002).

Sin embargo, como la superficie deslizante es todavı́a no

Lipschitz, la señal de control sigue siendo no acotada para

algunos valores de los estados.

Recientemente ha crecido el interés por diseñar con-

troladores discontinuos capaces de garantizar estabilidad

del origen en tiempo fijo (Cruz Zavala et. al, 2012),

(Polyakov, 2012). La relevancia de estos controladores nace

de garantizar tareas de control en algún tiempo previamente

dado. Por ejemplo, en control de sistemas hı́bridos con

‘dwell time’ estrictamente positivo, es preferible que la

acción de control proporcione estabilización robusta del

sistema antes de que el siguiente switcheo ocurra.

En este artı́culo se introduce un nuevo controlador dis-

continuo capaz de llevar las trayectorias de un sistema

perturbado de segundo orden al origen en un tiempo fijo.

Se asume que la cota de la incertidumbre/perturbación es

conocida. Como veremos el conjunto donde el controlador

es discontinuo, puede verse como una superficie deslizante

uniforme que proporciona propiedades de convergencia

en tiempo finito. Además, el controlador propuesto tiene

una estructura mucho más simple que el reportado en

(Polyakov, 2012).

II. PRELIMINARES

Primero se presentan algunos conceptos importantes so-

bre sistemas homogéneos. Defı́nase al operador dilatación

como δrǫ (x) := (ǫr1x1, ..., ǫ
rnxn), ∀x ∈ R

n, donde ri
son números positivos (pesos de las coordenadas). De

(Bacciotti, A. y Rosier, L., 2005), se dice que

un campo vectorial f : Rn → R
n es homogéneo de

grado l (l ∈ R) con respecto a (c.r.a) la dilatación

δrǫ (x), si para cualquier ǫ > 0 se cumple fi(δ
r
ǫ (x)) =

ǫl+rifi(x), ∀x ∈ R
n and ∀i ∈ [1, n].

una función V : Rn → R es homogénea de grado m
(m ∈ R) (c.r.a) la dilatación δrǫ (x), si para cualquier

ǫ > 0 se cumple V (δrǫ (x)) = ǫmV (x), ∀x ∈ R
n.

La estabilidad asintótica de sistemas homogéneos se puede

estudiar por medio de funciones de Lyapunov homogéneas

(no necesariamente una forma cuadrática) (Bacciotti, A.

y Rosier, L., 2005). Sin embargo, no se ha desarrollado
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una metodologı́a general para construir tales funciones de

Lyapunov. Además, la estabilidad dinámica de un sistema

homogéneo asintóticamente estable puede ser caracterizada

por el grado de homogeneidad de su campo vectorial. En

general, (a) si el grado de homogeneidad es negativo, el

sistema es estable de tiempo finito; (b) si el grado es

cero, es exponencialmente estable y (c) si el grado es

positivo, es asintóticamente estable, (Hahn, 1967), (Bhat

y Bernstein, 2005), (Bacciotti, A. y Rosier, L., 2005). El

concepto de homogeneidad se puede extender a inclusiones

diferenciales (Levant, 2005).

Definición 1: (Levant, 2005) Una inclusion diferencial

ẋ ∈ F (x) ⊂ R
n, x ∈ R

n, es homogénea de grado q
c.r.a la dilatación δrǫ (x), si para cualquier ǫ > 0 se cumple

F (x) = ǫ−qδ−r
ǫ (x)F (δrǫ (x)).

Finalmente, se presenta la noción de estabilidad en tiem-

po fijo.

Definición 2: (Polyakov, 2012) Se dice que x = 0 es

estable en tiempo fijo si es globalmente estable en tiempo

finito y globalmente atractivo en tiempo fijo, es decir, existe

un constante Tmáx > 0 tal que el tiempo de convergencia

T (x0) esta uniformemente acotado por Tmáx, i.e., T (x0) ≤
Tmáx, ∀x0 ∈ R

n.

La cota Tmáx es una constante positiva independiente

de las condiciones iniciales. Llamaremos a esta constante,

constante de tiempo fijo.

En este articulo se usa la siguiente notación: ⌈x⌋m =
|x|m sign (x), ∀m ≥ 0, para representar un operador que

preserva el signo del valor de las funciones. Acorde con

esto ⌈x⌋0 = sign (x), d
dx⌈x⌋

m = m|x|m−1 y d
dx |x|

m =
m|x|m−1 sign (x) = m⌈x⌋m−1. Tenga en cuenta que

⌈x⌋m = xm para cualquier entero impar m.

III. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Esencialmente, el problema propuesto consiste en diseñar

un controlador discontinuo para el sistema dinámico

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(x) + g(x, t)u + w(x, t), (1)

que garantice la estabilidad en tiempo fijo del origen. En

vez de diseñar previamente la variedad deslizante con la

caracterı́stica de convergencia en tiempo fijo, el controlador

propuesto es derivado mediante una función de Lyapunov.

Tenga en cuenta que x = [x1, x2] ∈ R
2 es el vector de

estado, u ∈ R
1 es la entrada de control, f(x) es la dinámica

nominal del sistema, g(x, t) es una función que satisface

g(x, t) > b, donde b una constante conocida, w(x, t) es una

incertidumbre/perturbación que actúa sobre el sistema y que

se considera uniformemente acotadas en t, ∀t ≥ 0. Cuando

w(x, t) no desvanece en el origen x = 0 ningún controlador

continuo puede estabilizar el sistema (1). Las soluciones del

sistema (1) se entienden en el sentido de (Filippov, 1988).

IV. PROBLEMAS CON EL DISEÑO CLÁSICO DEL CMD

Considere el problema de estabilización en tiempo finito

del siguiente sistema de segundo orden

ẋ1 = x2 , ẋ2 = u+ w(x, t), (2)

u ∈ R
1 es la entrada de control a ser diseñada mediante

el diseño clásico de CMD. En este caso, la superficie

deslizante tiene la siguiente estructura

s = x2 + c1⌈x1⌋
p = 0, p ∈ (0, 1). (3)

Este tipo de variedad deslizante se conoce en la literatura

como SDT (Man et. al, 1994). Tomando (x1, s) como

nuevas variables de estado, el sistema dinámico (2) queda

representado por

ẋ1 = −c1⌈x1⌋
p + s , ṡ = u+ c1p|x1|

p−1x2 + w(x, t).
(4)

Cuando existe el modo deslizante (s = 0), la dinámica

reducida del sistema es ẋ1 = −c1⌈x1⌋
p, donde la constante

c1 > 0. La soluciones de esta ecuación diferencial conver-

gen en un tiempo finito a cero para cualquier p ∈ (0, 1)
(Bhat y Bernstein, 2000). Si p = 1, sólo se garantiza

convergencia exponencial al origen. Una ley de control que

asegura la existencia del modo deslizante, es decir, que

logra que la condición de suficiencia sṡ < −n|s| se cumpla

(Utkin, 1992), se diseña como

u = −c1p|x1|
p−1x2 −Q sign (s) , (5)

donde Q se elige como Q > ρ, si se conoce la cota superior

ρ de la incertidumbre acoplada w(x, t). Note que la entrada

de control u no esta acotada en el conjunto x = {x ∈
R

2 : x1 = 0}. Esto se debe a la no diferenciabilidad de la

superficie deslizante. Dado que la ley de control discontinua

se diseña de la derivada de la superficie deslizante c.r.a

el tiempo, los términos de bajo orden producen algunos

términos de control que son singulares en algún conjunto del

espacio de estados. Para atacar el problema de singularidad

en la entrada de control, algunos autores han propuesto

un enfoque de ”desingularización”para evitar la aparición

de términos no deseados en la ley de control (Feng et.

al, 2002), (Yu et. al, 2005). Básicamente, se reescribe

la SDT preservando la propiedad de convergencia tiempo

finito. En cierto sentido, la idea principal consiste en recribir

la superficie deslizante de modo que sea diferenciable al

menos una vez. Para ilustrar esto, s = x2 + k1⌈x1⌋
p = 0

se sustituye por φ(x1, x2), tal que φ(x1, x2) = 0 ⇔ x2 =
−k1⌈x1⌋

p, con φ(x1, x2) siendo C1 en R
2. Por lo tanto, el

diseño del control se reduce a buscar la función φ(x1, x2).
Proponiendo

φ(x1, x2) = ⌈x2⌋
1/p + k

1/p
1 x1 = 0, (6)

y usando las coordenadas (x1, φ), el sistema (2) se puede

reescribir como

ẋ1 = ⌈φ− k
1/p
1 x1⌋

p, φ̇ = |x2|
1−p[pu+ k

1/p
1 ⌈x2⌋

p].

Inspirado en el CMD clásico, se puede elegir u =

−(k2 sign (φ) + k
1/p
1 ⌈x2⌋

p)/p para obtener

ẋ1 = ⌈φ− kp1x1⌋
1/p, φ̇ = −k2|x2|

1−p sign (φ) .

Ahora, la entrada de control u está libre de términos

singulares preservando la propiedad de convergencia tiempo
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finito. Sin embargo, el diseño por CMD clásico para obtener

leyes control que garanticen convergencia en tiempo finito al

origen parece ser complicado cuando se trata de extender a

sistemas de orden arbitrario. Además, no se puede estimar el

tiempo de convergencia de las trayectorias en lazo cerrado.

V. CONTROLADOR DE TIEMPO FIJO (CTF)

Esta sección presenta el resultado principal de este artı́cu-

lo. El diseño de un controlador discontinuo que proporciona

convergencia tiempo fijo.

Suposición 1: Existen constantes ρ, ρu, µf , µu ≥ 0 tal

que

|w(x, t)| ≤ ρµf + ρuµu|s2|
3/5, (7)

donde s2 = ⌈x2⌋
2 + k21s1l y s1 = µfx1 + µu⌈x1⌋

5

2 .

Teorema 1: Para el sistema (1), se suponga que (7) se

cumple. Si la entrada de control υ se elige como

u = (−f(x)/Km + υ),

υ = −k2µf sign(s2)− k3µu⌈s2⌋
3

5 ,
(8)

entonces, el origen x = 0 es estable en tiempo-fijo para

cualquier Kmk2 > 2k21 + ρ, Kmk3 > 25

8
k21 + ρu y k21 >

2 3

8
µ−1
u .

El controlador es ciertamente insensible a las pertur-

baciones que satisfacen la Suposición 1. El conjunto de

ganancias son solo una condición suficiente para garantizar

la estabilidad de tiempo finito.

V-A. Demostración del Teorema 1

Se propone una función de Lyapunov para hallar las con-

diciones sobre las ganancias que garantizan la estabilidad

en lazo cerrado del sistema (1), asi como, caracterizar sus

propiedades de estabilidad. El Teorema 1 se demuestra con

la siguiente proposición.

Proposición 1: La función continua y diferenciable

V = 1

3
|x2|

3 + k21s1x2 + 2 2

3
k31 |s1|

3

2 , (9)

donde s1 = µfx1 + µu⌈x1⌋
5

2 , es una función de Lyapunov

global para el sistema retroalimentado y la derivada V̇ de

la función de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del

sistema satisface

V̇ ≤ −a22µf |sf2| − k41µf |s1l| − b22µu|sf2|
8

5

− 5

2
k21µub21|x1|

3

2 |s1l|,
(10)

donde a22 = k2 − ρ − 2k21 , b22 = k3 − ρu − 2k21
5

2
µu

5

8
, y

b21 = k21 − 2 3

8
µ−1
u .

Demostración: Primero se demuestra que la función

de Lyapunov es definida positiva. De Lema 1 (véase el

Apéndice), podemos deducir fácilmente que

−(2
3
γ

3

2

l |s1|
3

2 + 1

3
γ−3

l |x2|
3) ≤ |s1||x2|

≤ 2

3
γ

3

2

u |s1|
3

2 + 1

3
γ−3
u |x2|

3.

Entonces, la función de Lyapunov puede ser acotada como

al1|s1|
3

2 + al2|x2|
3 ≤ V ≤ bu1|s1|

3

2 + bu2|x2|
3

donde al1 = 2

3
k22(2k1 − γ

3

2

l ), al2 = 1

3
(1 − k21γ

−3

l ), bu1 =
2

3
k22(k1+γ

3

2

u ), bu2 = 1

3
(1+k21γ

−3
u ). La función de Lyapunov

es definida positiva si al1 > 0 y al2 > 0, es decir, si

2

3
k22(k1 − γ

3

2

l ) > 0, 1

3
(1− k21γ

−3

l ) > 0.

Observamos que γl siempre existe si (2k1)
2 > k21 . Por

lo tanto, la función de Lyapunov es definida positiva,

decreciente y la positividad definida no depende del valor de

k1. En segundo lugar, se muestra que la entrada de control

propuesta en lazo cerrado con el sistema dinámico hace

que el origen sea un punto de equilibrio asintóticamente

estable. Tomando la derivada de tiempo de V a lo largo de

las trayectorias del sistema (1), se tiene

V̇ = s2(f + gu+ w(x, t)) + k21(x2 + k1⌈s1⌋
1

2 )ṡ1
+k31⌈s1⌋

1

2 ṡ1,

donde s2 = ⌈x2⌋
2 + k21s1 y ṡ1 = ∂s1

∂x1
ẋ1 = (µf +

5

2
µu|x1|

3

2 )x2. Definiendo s2l = x2+k1⌈s1⌋
1

2 , se puede ob-

servar que s2l y s2 definen la misma curva x2 = −k1⌈s1⌋
1

2

cuando s2l = s2 = 0. Tomando en cuenta esto

V̇2 = s2(f + gu+ w(x, t)) + k21s2l(µf + 5

2
µu|x1|

3

2 )x2

+k31⌈s1⌋
1

2 (µf + 5

2
µu|x1|

3

2 )x2,

Como x2 = −k1⌈s1⌋
1

2 + s2l, se obtiene

V̇ = s2(υ + w(x, t)) + k21 |s2l|
2(µf + 5

2
µu|x1|

3

2 )− k41V1,

donde V1 = (µf + 5

2
µu|x1|

3

2 )|s1|. Bajo la Suposición 1 y

la entrada de control (8) se llega a

V̇2 ≤ −(k2 − ρ)µf |sf2| − (k3 − ρu)µu|s2|
8

5

+k21|s2l|
2(µf + 5

2
µu|x1|

3

2 )− k41V1.

Del Lema 2 (véase el Apéndice) y la desigualdad de Young,

se deduce que

|x1|
5

2 |s2l|
2 ≤ 2|x1|

3

2 |s2| ≤ 2
(

3

8
|x1|

4 + 5

8
|s2|

8

5

)

, (11)

Tomando en cuenta estas desigualdades, se tiene que

V̇ ≤ −a22µf |s2| − b22µu|s2|
8

5 − k41(µf + 5

2
µu|x1|

3

2 )|s1|

+2 3

8
(k21

5

2
µu|x1|

3

2 )|x1|
5

2 ,

donde a22 = k2 − ρ − 2k21, b22 = k3 − ρu − 2k21
5

2
µu

5

8
.

Definiendo ̟0 = |x1|
5

2 /|s1|, se observa que ĺımx1→0 ̟0 =

0 y ĺımx1→∞ ̟0 = 1/|µf/x
3

2

1 + µu| = 1/µu.

Sea ̟0máx = máx{̟0}, entonces la derivada V̇ satisfa-

ce (10), con b21 = k21 − 2 3

8
µ−1
u . Finalmente, V̇ es siempre

definida negativa si a22 > 0, b22 > 0 y b21 > 0. Lo cual es

garantizado si las ganancias se eligen como en el Teorema.

Además, las funciones V (x) y V̇ (x) tiene propiedades de

homogeneidad en el bi-limite (Andrieu et. al, 2008).

1) Cuando µu = 0, las funciones V (x) y V̇ (x) son

homogéneas c.r.a los pesos ri = {1, 1/2} con grado

de homogeneidad mV = 3

2
y mV̇ = 1. Con esto la

función κf (x) = −V̇ (x)/V
2

3 (x) es homogénea de

grado mκf
= 0 con pesos ri = {1, 1/2} y la función
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κf (x) puede ser evaluada sobre una esfera homogénea

Bhf = {x ∈ R
2||x1|

1

2 + |x2| = 1}. Como las funcio-

nes V y V̇ son continuas sobre una esfera homogénea,

κf (x) alcanza su mı́nimo sobre el conjunto compacto

Bhf . Defina κf mı́n = mı́nx∈Bhf
κf (x) y note que

κf mı́n > 0 porque −V̇2(x) es definida positiva. Esto

implica que −V̇ (x)/V
2

3−p (x) ≥ κf mı́n, y

V̇ ≤ −κf mı́nV
2

3 (x), κf mı́n = mı́nx∈Bhf

{[a22µf |sf2|+ k41µf |x1|
2

2 ]/V
2

3 }, ∀x ∈ R
2,

con s2 = ⌈x2⌋
2 + k21µfx1.

2) Cuando µf = 0, las funciones V (x) y V̇ (x) son

homogéneas c.r.a los pesos ri = {1, 5/4}, con grados

mV = 15

4
y mV̇ = 4. Respectivamente, la función

κu(x) = −V̇ (x)/V
16

15 (x) es homogénea de grado

mκu
= 0 con pesos ri = {1, 5/4} y κu(x) se puede

evaluar sobre una esfera homogénea Bhu = {x ∈
R

2||x1|
15

4 + |x2|
3 = 1}. Entonces,

V̇ ≤ −κumı́nV
16

15 , κumı́n = mı́nx∈Bhu

{[b22µu|s2|
8

5 + 5

2
k21b21µu|x1|

4]/V
16

15 },

∀x ∈ R
2, con s2 = ⌈x2⌋

2 + k21µu⌈x1⌋
5

2 .

De esto se deduce que V̇ (10) puede ser acotada por una

función de V . Luego, a partir del Corolario 1, existe una

constante κmı́n tal que

a22µf |sf2|+ k41µf |s1l|+ b22µu|sf2|
8

5

+ 5

2
k21µub21|x1|

3

2 |s1l| ≥ κmı́n(µfV
2

3 + µuV
16

15 ),

y se puede establecer que

V̇ ≤ −κmı́n(µfV
2

3 + µuV
16

15 ). (12)

El primer término del lado derecho de la desigualdad ca-

racteriza la estabilidad en tiempo finito. El segundo término

caracteriza la propiedad de convergencia en tiempo fijo a

una vecindad del origen (Cruz Zavala et. al, 2012). En

conclusión, ambos términos caracterizan la propiedad en

tiempo fijo.

La siguiente Proposición da una estimación del tiempo

de convergencia.

Proposición 2: La ley de control (8) en lazo cerrado con

el sistema dinámico (2) fuerza a las trayectorias a converger

al origen antes de una constante de tiempo fijo

Tu(̟) = 3

κmı́nµf
̟

1

3 + 15

κmı́nµu
̟−

1

15 , (13)

donde κmı́n es una constante que depende de (k1, k2, k3) y

ρ, ρu.

Demostración: Es inmediata de (12). Como V
satisface ambas desigualdades diferenciales V̇ (x) ≤
−κmı́nµfV

2

3 (x) y V̇ (x) ≤ −κmı́nµuV
16

15 (x), el valor de

V esta por debajo de la solución de cualquiera de las dos

desigualdades. La solución de la desigualdad diferencial

v̇ = −κmı́nµfv
2

3 , v(0) = v0 ≥ 0 esta dada por

v(t) = (v
1

3

0 − 1

3
κmı́nµf t)

3.

La solución de la desigualdad diferencial v̇ =
−κµu

v
16

15 , v(0) = v0 ≥ 0 esta dada por

v(t) = (v
−

1

15

0 + 1

15
κmı́nµut)

−15.

Del principio de comparación (Khalil, 2002), para V0 =
V (x0), la solución V (t) satisface V (t) ≤ mı́n{Vf , Vu},

donde Vf = (V
1

3

0 − 1

3
κmı́nµf t)

3 y Vu = (V
−

1

15

0 +
1

15
κmı́nµut)

−15.Finalmente, el tiempo de convergencia se

estima como sigue: primero se calcula el tiempo de conver-

gencia T2 de cualquier trayectoria con condición inicial x0

asociada a una curva de nivel V0, en el cual la trayectoria

llega la conjunto de nivel Vf (x) = ̟ (para alguna 0 <
̟ < V0). Después, se calcula el tiempo T1(̟), en el cual

la trayectoria converge a x = 0 cuando inicia del conjunto

de nivel Vf = ̟. Entonces, cualquier trayectoria llega al

origen dentro de un tiempo T (x0, ̟) = T1(̟)+T2(x0, ̟),
el cual esta uniformemente acotado por la constante Tu(̟).

Comentario 1: El controlador tiene un termino que es

discontinuo en el conjunto ⌈x2⌋
2 + k21s1 = 0. De he-

cho, el controlador es discontinuo también en el conjunto

x2 + k1⌈s1⌋
1

2 = 0. En este sentido, ambos conjunto son

discontinuous cuando x2 = −k1⌈s1⌋
1

2 y definen la misma

curva. Este conjunto se puede entender como un modo

deslizante que asegura convergencia en tiempo fijo de las

trayectorias del sistema.

Comentario 2: En el caso µu = 0, se recupera el

control discontinuo υ = −k2 sign(⌈x2⌋
2 + k1

2x1), que

es discontinuo en el conjunto ⌈x2⌋
2 + k21x1 = 0, es

decir, cuando x2 = −k1⌈x1⌋
1/2. El controlador υ =

−k2 sign
(

x2 + k1⌈x1⌋
1/2

)

, reportado en (Levant, 2007),

también es discontinuo en el mismo conjunto. La diferencia

es que el controlador propuesto se obtiene a través de

una función de Lyapunov. Para este caso, las ganancias

se seleccionan como k1 > 0 y k2 > 2k21 + ρ, las cuales

siempre aseguran que las trayectorias llegan a la superficie

deslizante (Levant, 2007).

VI. EJEMPLO ACADÉMICO

El primer término del lado derecho de la desigualdad

caracteriza la estabilidad en tiempo finito. El segundo

término caracteriza la propiedad de convergencia en tiempo

Esta sección esta dedicada a mostrar el desempeño del

controlador propuesto para controlar un sistema hibrido con

dwell time estrictamente positivo. Para ello, se considera

un sistema lineal hı́brido modelado por la ecuación ẋ =
Aqx + b(u + w(t)), donde x ∈ R

2 es el estado continuo,

q ∈ [1, 2] es el estado discreto que indexa a los subsistemas

A1 =

[

0 1
2 −1

]

, A2 =

[

0 1
2 1

]

.

Tanto A1 como A2 son inestables, b =
[

0 1
]T

, w(t) =
0,5 sin(2t)+0,5 cos(5t) y la entrada de control u esta dada

por (14). Se considera que la dinámica del sistema conmuta

cada 4 segundos.
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La tarea de control es estabilizar el origen x = 0 del

sistema en tiempo fijo. Se asume que existe un observador

que brinda la estimacion exacta de los estados. Si solo x1

se mide, las parejas [C,A1] y [C,A2] son observables con

respecto al vector del salida C =
[

1 0
]

. Entonces, es

posible diseñar un diferenciador uniforme (Cruz Zavala et.

al, 2011), el cual da la estimación exacta de lo estados

en menos de un segundo. Por lo tanto, se puede encender

el controlador después de un segundo. Para la simulación

se han tomado condiciones iniciales x(0) =
[

1,5 1
]T

y

tiempo de muestreo τ = 0,001. Se han comparado tres tipos

de controladores

1. el CTF propuesto (8) con parámetros µf = 2, ρ = 1,

µu = 2, k1 = 1 y k3 = k2 = 4k21 + ρ.

2. el CTF propuesto en (Polyakov, 2012) (CTFP), u =
ueq + v, donde ueq = −a21x1 − a22x2 y

υ =
α1+3β1y

2

1
+2ρ

2
sign(s)− ⌈α2s+ β2⌈s⌋

3⌋1/2,

s = x2 + ⌈⌈x2⌋
2 + α1x1 + β1⌈x1⌋

3⌋1/2,

donde α1

2
= α2 = β1

2
= β2 = 64

T 2

máx

y Tmáx = 3.

3. el controlador uniforme de primer orden (CUPO) re-

portado en (Cruz Zavala et. al, 2012). Las superficies

deslizantes se han diseñado como sA1
= x2 + x1 +

0,5|x1|
3

2 sign (x1) y sA2
= x2+2x1+ |x1|

3

2 sign (x1)
y el controlador esta dado por

u = ueqAi + v, (14)

ueqAi = − [−c1a12c1 + (a21 − a22c1)]x1

−(a12c1 + a22)sAi
+ (c1a12 + a22)c2|x1|

q sign (x1)
−qa12c2|x1|

q−1 [−c1x1 − c2|x1|
q sign (x1) + sAi

] ,
(15)

donde q = 3/2 y para i = 1, se eligieron a12 = 1,

a21 = 2, a22 = −1, c1 = 1, c2 = 0,5 y para i =
2, se eligieron a12 = 1, a21 = 2, a22 = 1, c1 =
2, c2 = 1. Finalmente, v = −Q0 sign (s) − K2s −

K3 |s|
3

2 sign (s), con Q0 = 4, K2 = 2, K3 = 1.

Comentario 3: La estructura del CUPO y del CTFP es

un poco más complicada que la estructura del controlador

propuesta.

El desempeño de los controladores se muestra en la

Fig.1. Solo los controladores de tiempo fijo CTFP y CTF

garantizan la convergencia de los estados al origen en

tiempo finito, Fig.1.(a) y Fig.1.(b). Aunque la magnitud del

control es grande durante la repuestas transitorio en todos

los controladores, el CTFP usa mas esfuerzo de control para

atraer las trayectorias del sistema, ver Fig.1.(d). El esfuerzo

es tan grande que se pueden tener enormes sobrepasos

durante la repuesta transitoria en los estados, Fig.1.(b).

Lo cual puede deberse a que el diseño de las ganancias

sea conservativo para el diseño de la constate de tiempo

fijo. Sorprendentemente, el CUPO y el CTF pueden ser

sintonizados para tener un comportamiento muy similar,

por supuesto, la ventaja del CTF es que la convergencia

al origen es en tiempo finito.

VII. CONCLUSIONES

Se ha introducido un nuevo controlador discontinuo que

proporciona convergencia tiempo fijo durante el modo des-

lizante. En lugar de diseñar la variedad deslizante y la

entrada de control discontinua por el CMD estándar, el

diseño del controlador discontinuo propuesto esta basado en

una función de Lyapunov para el sistema dinámico en lazo

cerrado. La función de Lyapunov nos permite caracterizar

las propiedades de estabilidad de las trayectorias del sistema

en lazo cerrado y estimar el tiempo de convergencia.

El controlador propuesto es insensible a las perturbacio-

nes acopladas que cumplan la Suposición 1. De hecho, solo

se necesita conocer las cotas superiores de las incertidum-

bres/perturbaciones. La estructura de entrada de control es

mucho más simple que la reportada en (Polyakov, 2012).

Por otra parte, la magnitud de control es menor que

el utilizado por (Polyakov, 2012) garantizando el mismo

desempeño deseado.

Las ganancias se obtienen de forma explı́cita. Sin em-

bargo, son sólo una condición suficiente para garantizar la

estabilidad de tiempo finito.
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APÉNDICE A

Lema 1: (Moreno, 2011) Para cada número real a > 0,

b > 0, c > 0, p > 1, q > 1, con 1/p+1/q = 1, la siguiente

desigualdad se satisface ab ≤ cpap/p+ c−qbq/q.

Lema 2: Para cualquier x1, x2 ∈ R, y p, q números

reales mayores a cero, tal que 0 < p ≤ q, se cumple

|⌈x2⌋
p + ⌈x1⌋

p|1/p ≤ 2
1

p
−

1

q |⌈x2⌋
q + ⌈x1⌋

q|1/q. (16)

Corolario 1: (Andrieu et. al, 2008) Sea φ : Rn → R y

ζ : Rn → R+ dos funciones homogéneas en el bi-limite con

los mismos pesos r0 y r∞, grados dφ,0, dφ,∞ y dζ,0, dζ,∞ y

funciones de aproximación η0, φ∞ y ζ0, ζ∞. Si los grados

satisfacen dφ,0 ≥ dζ,0 y dφ,∞ ≤ dζ,∞ y las funciones ζ, ζ0
y el ζ∞ son positivas definidas, entonces existe un número

real positivo λ que satisface

φ(x) ≤ λζ(x), ∀x ∈ R
n.

Básicamente, las funciones φ0 o φ∞ son aproximaciones

de φ cerca de cero y cerca del infinito. Si una función

homogénea en la bi-limit φ tiene una función de aproxi-

mación φ0 o φ∞, la cuales son homogéneas en el sentido

estándar con el mismo peso y grado. Para más detalles

sobre funciones homogénea en las bi-limit ver (Andrieu et.

al, 2008).
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