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Resumen— El presente trabajo aborda el problema de
seguimiento de trayectoria para el robot (3, 0) y propone
una solución mediante el diseño de una estrategia de control
que a priori toma en cuenta las cotas máximas permitidas
de la señal de control i.e. la velocidad lineal y angular
máximas que puede alcanzar el robot móvil. Esto permite
maximizar el uso de los actuadores sin poner en riesgo la
estabilidad del sistema. El resultado es una ley de control
no lineal relativamente simple basada en un cambio de
coordenadas y en funciones de saturación imbricadas que
permite ser implementada en sistemas embebidos con bajo
poder computacional. Además, la ley de control contiene
parámetros de sintonización que permiten que las trayectorias
del sistema en lazo cerrado entren en una vecindad, definida
a priori, de las trayectorias deseadas en un tiempo finito y se
mantengan ahı́ en adelante. Simulaciones numéricas muestran
el desempeño del sistema en lazo cerrado y sustentan los
resultados teóricos.

Palabras clave: Robot móvil (3,0), funciones de saturación,
control no lineal, seguimiento de trayectoria.

I. INTRODUCCIÓN

En los últimos años los avances en sensores, actuadores,
sistemas de computo embebido, sistemas de comunica-
ciones y sistemas de alimentación, han permitido que se
mantenga un fuerte interés por la robótica móvil terrestre
(Dierks y Jagannathan, 2007; Yandong et al., 2010; Shen
et al., 2011; Saidonr et al., 2011; Chang, 2012), y en
particular, por el robot móvil omnidireccional también co-
nocido como robot móvil (3,0), esto debido a las múltiples
aplicaciones en las que este tipo de vehı́culos pueden
ser considerados, operando de manera individual (Rivera,
2006; El-Shenawy et al., 2008) o cooperativa como es el
caso del robot manipulador paralelo móvil omnidireccional
propuesto en (Villarreal et al., 2012). A diferencia de
los robots no-holónomos (e.g. configuración diferencial o
Ackerman) que requieren previamente un movimiento de
rotación antes de realizar la traslación, el robot móvil (3,0)

posee “total movilidad en el plano”, lo que significa que en
cualquier instante se puede mover en cualquier dirección
independientemente de su orientación. Esta capacidad los
hace muy atractivos en ambientes dinámicos donde una gran
capacidad de movilidad y respuesta es deseable (Villarreal
et al., 2012).
En general el desarrollo de algoritmos de control de movi-
miento de los robots móviles se clasifica en dos categorı́as,
a saber, control basado en el modelo dinámico y el control
basado en el modelo cinemático (Campion y Bastin, 1996).
Un modelo dinámico describe directamente la relación entre
las fuerzas y pares generadas por cada uno de los motores
conjuntamente con las ruedas y el movimiento del robot. En
este caso los pares aplicados a cada llanta son considerados
la entrada del sistema y el movimiento del robot en términos
de posición y velocidad angular y lineal, la salida. Una
gran número de trabajos han abordado este enfoque con
sólidos resultados (Rivera, 2006). Desafortunadamente, este
enfoque muestra algunas desventajas, ya que en general
las leyes de control son dependientes del modelo por lo
que las variaciones dinámicas causadas por los cambios
en el momento de inercia del robot o cambio en los
parámetros del sistema debido a imperfecciones mecánicas
o desgaste hacen que la robustez del sistema en lazo cerrado
esté altamente comprometida y los algoritmos de control
sean complejos y difı́ciles de implementar en sistemas
embebidos donde el poder de cálculo es reducido.
Asumiendo que no existe deslizamiento de las ruedas, que
el terreno es totalmente plano y que se tienen los sensores
suficientes, el uso del modelo cinemático en el desarrollo
de leyes de control es bastante útil ya que la estructura
de los mismos resultan relativamente simples y fáciles a
implementar. Bajo este enfoque, las entradas del sistema
son velocidades angulares en cada una de las ruedas del
robot y se considera como salida la velocidad lineal y
angular en el centro de masa del robot. En este caso el
comportamiento dinámico de los actuadores es considerado
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lo suficientemente rápido lo que permite ser ignorado. De
esta forma se asume que las velocidades deseadas en cada
una de las llantas se pueden alcanzar inmediatamente, es
decir, la respuesta del motor es instantánea. Sin embargo,
estas consideraciones son bastante conservativas ya que
en la realidad existe un lı́mite en la respuesta dinámica
del actuador lo que puede degradar el desempeño en los
movimientos del robot, sobre todo cuando las leyes de
control son discontinuas. Otro aspecto fundamental en el
control de robots es el aspecto estático de los actuadores,
es decir, los limites de saturación. Puesto que en la práctica
las velocidades que puede alcanzar cualquier motor están
acotadas por las caracterı́sticas fı́sicas, estos lı́mites deben
ser tomados en cuenta dentro del diseño del control, ya que
de lo contrario estos efectos pueden provocar un desempeño
pobre e incluso la instabilidad del sistema en lazo cerrado
(Scolari Conceiçāo y Costa, 2006; Indiveri et al., 2006).
El desarrollo de leyes de control que permitan obtener
señales de control acotadas es de constante interés ya que
todos los dispositivos de control (actuadores) están sujetos
a restricciones de amplitud, fuerzas, torques, voltaje, flujo,
etc.. En realidad, todas las entradas fı́sicas en cada tecno-
logı́a están restringidas, ası́ que el diseño de controladores
que tomen en cuenta estás caracterı́sticas es una necesidad.
En las últimas décadas varios métodos han sido propuestos
para el diseño de este tipo de controladores con un en-
foque completamente no lineal. Este eje fue iniciado por
(Teel, 1992), quien propone un control basado en funciones
de saturación anidadas para la estabilización de cadena
de integradores. A partir de éste, varios trabajos fueron
desarrollados extendiendo los resultados y proponiendo
mejoras respecto a velocidad de convergencia y robustez
(Sussmann et al., 1994; Rao y Bernstein, 2001; Johnson y
Kannan, 2003; Marchand y Hably, 2005; Kaliora y Astol-
fi, 2005; Yong y Ru-Ning, 2010) y aplicados en una gran
cantidad de áreas, como la robótica de manipuladores (Álva-
rez et al., 2003), ingenierı́a civil (Arfiadi y Hadi, 2006),
robótica aérea (Guerrero-Castellanos et al., 2011; Rifai et
al., 2012) y sistemas con retardos (Fischer et al., 2013).
Sin embargo, al mejor conocimiento de los autores, no
existe reportado en la literatura alguna estrategia de control
no lineal para el robot (3,0) que permita obtener señales
de control acotadas de manera explicita y que garantice
la convergencia asintótica global de las trayectorias del
sistema en lazo cerrado a las trayectorias deseadas.
El presente trabajo aborda el problema de seguimiento de
trayectoria para el robot (3, 0) y propone una solución
mediante el diseño de una estrategia de control que a priori
toma en cuenta las cotas máximas permitidas de la señal de
control i.e. la velocidad lineal y angular máximas que puede
alcanzar el robot móvil. Esto permite maximizar el uso de
los actuadores sin poner en riesgo la estabilidad del sistema.
El resultado es en una ley de control no lineal relativamente
simple basada en funciones de saturación imbricadas que
permite ser implementada en sistemas embebidos con bajo
poder computacional. Además, la ley de control contiene

parámetros de sintonización que permiten modificar la ve-
locidad de convergencia de las trayectorias del sistema en
lazo cerrado.
El artı́culo esta organizado de la siguiente manera: en la sec-
ción II se establece el modelo cinemático del robot móvil.
La sección III corresponde al diseño de la estrategia de
control y la demostración de la estabilidad en lazo cerrado.
En la sección IV se presentan los resultados obtenidos en
simulación. Finalmente, las conclusiones y perspectivas se
presentan en la sección V.

II. MODELO CINEMÁTICO

De acuerdo a la clasificación establecida por (Campion
y Bastin, 1996) el robot móvil (3,0) es un robot holónomo
con tres ruedas omnidireccionales que tiene la capacidad de
moverse en cualquier dirección con cualquier orientación.
Presenta tres grados de movilidad y no contempla grado de
direccionabilidad.

La representación esquemática del robot móvil (3,0), se
muestra en la Figura 1. Un sistema de coordenada inercial
{w} se fija en el plano de movimiento y un sistema
de coordenada {m} se considera en el robot móvil. Sea
η̇w = (ẋw ẏw φ̇w)T y η̇m = (ẋm ẏm φ̇m)T la velocidad
linear y angular del robot móvil con respecto al sistema
de coordenada inercial {w} y al sistema de coordenada del
móvil {m}, respectivamente. Se asume que el robot móvil
tiene una estructura rı́gida, con ruedas que no se deforman,
no deslizan y su movimiento es en un plano horizontal
(suelo) con un punto de contacto entre la llanta y el suelo;
considerando δ1 = π

6 y δ3 = π
3 , el modelo cinemático se

puede representar en (1).

ẋw = ẋm cosφw − ẏm sinφw
ẏw = ẋm sinφw + ẏm cosφw
φ̇w = φ̇m

(1)

El mapeo entre la velocidad lineal de las llantas y la
velocidad angular y lineal del robot móvil se representa
en (2) donde θ̇ = (θ̇1 θ̇2 θ̇3)T es la velocidad angular de
las ruedas, rr = 0,0625m es el radio de las ruedas y la
distancia entre el centro geométrico del móvil y la llanta se
representa como L = 0,287m.

θ̇1rr = 1
2

√
3ẋm + 1

2 ẏm + Lφ̇m
θ̇2rr = −ẏm + Lφ̇m
θ̇3rr = − 1

2

√
3ẋm + 1

2 ẏm + Lφ̇m

(2)

III. DISEÑO DEL SISTEMA DE CONTROL

Sea el vector de estado x =
(x11 x12 x21 x22 x31 x32)T =
(
∫
xw xw

∫
yw yw

∫
φw φw)T y el vector de señal

de control u = (u1 u2 u3)T = (ẋm ẏm φ̇m)T , la
representación en variable de estado del sistema (1) se
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Figura 1. Diagrama esquemático del robot móvil (3,0).

define en (3).

ẋ11 = x12
ẋ12 = u1cos(x32)− u2sin(x32)
ẋ21 = x22
ẋ22 = u1sin(x32) + u2cos(x32)
ẋ31 = x32
ẋ32 = u3

(3)

Considere el sistema (3) con la siguiente retroalimenta-
ción:

u1 = cos(x32)r1 + sin(x32)r2
u2 = −sin(x32)r1 + cos(x32)r2
u3 = r3

(4)

De esta forma, el sistema retroalimentado se convierte en el
denotado por (5)-(7) y donde se observa que la cinemática
del robot móvil (3, 0) se descompone en tres subsistemas.
Los subsistemas Σ1 y Σ2 representan las ecuaciones del
movimiento de traslación, mientras que el subsistema Σ3

representa la ecuación del movimiento de rotación.

Σ1 :=

{
ẋ11 = x12
ẋ12 = r1

(5)

Σ2 :=

{
ẋ21 = x22
ẋ22 = r2

(6)

Σ3 :=

{
ẋ31 = x32
ẋ32 = r3

(7)

Denotando a la posición deseada del robot móvil con
respecto al sistema inercial por ξ̇1d = αx y ξ̇2d = αy y
a la orientación deseada por ξ̇3d = αφw

, la dinámica de
error queda determinada por (8) :

Σi :=

{
˙̃zi1 = z̃i2
˙̃zi2 = ri − ξ̈id

∀ i ∈ {1, 2, 3} (8)

donde z̃i1 = xi1 − ξid, z̃i2 = xi2 − ξ̇id ∀ i ∈ {1, 2, 3}.

Definición 1: (Función de Saturación) Se denota a σMj :
R → R como la función clásica de saturación definida
como:

σMj(s) := min(Mj ,max(−Mj , s))

y la cual satisface que sσMj(s) > 0 para todo s 6= 0.

Una vez dada la definición anterior, nuestro principal
resultado es el siguiente:

Teorema 1: Considere el sistema (8). Asuma que las
siguientes condiciones son satisfechas: |ξ̈id| ≤ Mi3 − δi
para todo t > t0 (seguimiento restringido) y para algún
δi > 0, con Mi2 ≤ δi, Mi2 > 2Mi1. Entonces, la ley de
control

ri =

σMi3

(
ξ̈id−σMi2

(
ai1z̃i2 + σMi1(ai2z̃i2 + ai1ai2z̃i1)

))
(9)

con σMij(·) ∀ i, j = 1, 2, 3, funciones de saturación y
ai1, ai2 constantes reales positivas, provoca que las tra-
yectorias de (8) converjan globalmente y asintóticamente
a cero. En consecuencia, xi1 → ξid y xi2 → ξ̇id, cuando
t→∞. Además la señal de control ri se mantiene acotada,
i.e. |ri| ≤Mi3.

Demostración: Con la ley de control dada si la
magnitud de ξ̈id cumple siempre con |ξ̈id| ≤ Mi3 − δi
para todo t > t0 con Mi2 ≤ δi, entonces la magnitud del
argumento σMi3 es

|ξ̈id −Mi2| ≤Mi3 (10)

en consecuencia, Mi3 se encuentra funcionando en la región
lineal, resultando en

˙̃zi1 = z̃i2

˙̃zi2 = −σMi2

(
ai1z̃i2 + σMi1(ai2z̃i2 + ai1ai2z̃i1)

) (11)

Para proseguir con la demostración, se define el siguiente
cambio de variables:

ζi1 = ai1ai2z̃i1 − ai2z̃i2, ζi2 = ai1z̃i2 (12)

En consecuencia, el sistema (11) se escribe como:

ζ̇i1 = ai2[ζi2 − σMi2(ζi2 + σMi1(ζi1))]

ζ̇i2 = −ai1σMi2(ζi2 + σMi1(ζi1))
(13)

Con el fin de analizar la convergencia de las variables del
sistema, considere primeramente la evolución del estado
ζi2. Considere la función candidata de Lyapunov Vi2 =
ζi2

2. Derivando esta función y evaluandola a lo largo
de las trayectoria de ζi2, se obtiene V̇i2 = 2ζi2ζ̇i2 =
−2ai1ζi2σMi2(ζi2 + σMi1(ζi1)). Suponiendo que |ζi2| >
2Mi1, i.e |ζi2| ∈ [2Mi1 +∞], lo que implica que |ζi2 +
σMi1(ζi1)| ≥Mi1 + ε, con ε > 0 suficientemente pequeño.
Por lo tanto, se puede afirmar que ζi2 + σMi1(ζi1) es
del mismo signo que ζi2 y en consecuencia V̇i2 < 0. Lo
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anterior implica que ζi2 va a entrar al conjunto Φi2 =
{ζi2 : |ζi2| ≤ 2Mi1} en un tiempo finito t1 y va a perma-
necer en él para todo t > t1. Mientras tanto, por el Lema
4 en (Marchand y Hably, 2005) se garantiza que el estado
ζi1 se mantiene acotado.
Una vez, sucedido esto, ζi2 + σMi1(ζi1) ∈ [−2Mi1, 2Mi1],
y esto significa que σMi2(· ) no está saturada, por lo tanto
el sistema (13) se convierte en:

ζ̇i1 = −ai2σMi1(ζi1)

ζ̇i2 = −ai1[ζi2 + σMi1(ζi1)]
(14)

Sea la siguiente función candidata de Lyapunov para
considerar la evolución de ζi1 : Vi1 = ζ2i1. Derivando
esta función y evaluandola a lo largo de la trayectoria de
ζi1, se obtiene, V̇i1 = 2ζi1ζ̇i1 = −2ai2ζi1σMi1

(ζi1). De
acuerdo a la definición de la función de saturación, esto
implica que V̇i1 < 0 y ζi1 decrece y entra al conjunto
Φi1 = {ζi1 : |ζi1| ≤Mi1} en un tiempo finito t2 > t1 y se
mantiene en él para todo t > t2. Esto significa que σMi1(· )
no está saturada y el sistema (14) se convierte en:

ζ̇i1 = −ai2ζi1
ζ̇i2 = −ai1(ζi2 + ζi1)

(15)

o en forma matricial:(
ζ̇i1
ζ̇i2

)
=

(
−ai2 0
−ai1 −ai1

)(
ζi1
ζi2

)
(16)

que tiene la forma ζ̇i = Aiζi, cuya solución ζi = eAitζi(0)
tiende a cero cuando t → ∞, puesto que Ai es Hurtwitz.
Por lo tanto el sistema (11) que representa la dinámica del
error, es global y asintóticamente estable y además es ex-
ponencialmente estable de manera local. En consecuencia,
zi1, zi2 → 0 lo que implica xi1 → ξid y xi2 → ξ̇id, cuando
t→∞.

Observación 1: De acuerdo a (4) y al resultado mencio-
nado en el Teorema anterior, las señales de control i.e. la
velocidad lineal y angular, quedan acotadas de la siguiente
forma:

| u1 | ≤M13 +M23

| u2 | ≤M13 +M23

| u3 | ≤M33

IV. RESULTADOS

En la Figura 2 se muestra el diagrama a bloques de
la estrategia de control propuesta para el problema de
regulación y/o seguimiento de trayectoria del robot móvil
(3,0). Se asume que existe una condición inicial para el
sistema la cual no está representada en el diagrama.

Con el fin de realizar una simulación numérica del
sistema en lazo cerrado, se propone que el robot móvil
(3,0) siga en su orientación una señal sinusoidal con
amplitud de 0,4 rad/s y frecuencia 2,5 Hz. Además, las
trayectorias a seguir en el plano son: una circuferencia

Figura 2. Diagrama a bloques del sistema con la estrategia de control
acotado.

TABLA I
PARÁMETROS PARA LA LEY DE CONTROL ACOTADO.

Lı́mites de saturación Circunferencia Lı́mites de saturación Lemniscata
M11 = 0,5 M11 = 0,4
M12 = 1 M12 = 0,9
M13 = 1,5 M13 = 1,3
M21 = 0,5 M21 = 0,4
M22 = 1 M22 = 0,9
M23 = 1,5 M23 = 1,3
M31 = 0,15 M31 = 0,15
M32 = 0,3 M32 = 0,3
M33 = 0,6 M33 = 0,6

de radio 0,4m con frecuencia de 0,66 Hz, centrada en
(0,5, 0,5) definida por (18) y una forma Lemniscata con
∆Θ = 0,3, ∆Φ = 1, Ψ = 0,6, centrada en (0,6, 0,6)
definida por (19), ambas en el sistema coordenado {w}. Los
parámetros de la ley de control propuesta se proporcionan
en la Tabla I. Además se tiene que los valores de los
coeficientes ai(1,2) son: a11 = a12 = a21 = a22 = 5 y
a31 = a32 = 50.

ξ1d = 0,4 sin(4,1887t)
ξ2d = 0,4 cos(4,1887t)
ξ3d = 0,4 cos(2,5132t)

(18)

ξ1d = 0,5 + cos(Ψ)∆Θ sin(2t)− sin(Ψ)∆Φ sin(t)
ξ2d = 0,5 + sin(Ψ)∆Θ sin(2t) + cos(Ψ)∆Φ sin(t)

ξ3d = 0,4 cos(2,5132t)
(19)

Cabe mencionar que las trayectorias deseadas son para-
metrizadas en el tiempo y están propuestas de tal forma
que las señales de control alcancen sus limites permitidos
y de esa manera se muestre el beneficio de la técnica
propuesta, i.e. el sistema mantiene estabilidad a pesar de
que las señales de control se saturan.
La condición inicial de la simulación para la trayectoria
descrita por la circunferencia es nw(0) = (0,6 0,6 0)T ,
ṅw(0) = (0 0 0)T con un tiempo de integración ∆t = 1 ms
y un tiempo de simulación igual a tf = 4s. En la columna
a) de la Figura 3 se observa las evolución en el tiempo de
las variables de error, que por fines de simplicidad en la
lectura se denota por e(1) = z̃12, e(2) = z̃22, e(3) = z̃32,
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ası́ como las señales de control correspondientes. La ley de
control permite realizar el seguimiento de trayectoria tanto
en el plano como para el ángulo, tal como se observa en
la Figura 4, donde además es evidente que con la ley de
control las variables del error evolucionan en una vecindad
del origen, esto se debe a que la trayectoria deseada se
realiza a una alta frecuencia de tal manera que la señales
de control ri tienden a saturarse. Sin embargo, a pesar de
que la señal de control se satura, el sistema en lazo cerrado
conserva la estabilidad.

a) b)
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Figura 3. Comportamiento de las señales: a) de seguimiento de estados x,
y y φ, y b) de control r1,, r2 y r3.

Para el segundo escenario ( trayectoria deseada definida
por la Lemniscata) la condición inicial para la simulación
del sistema en lazo cerrado es nw(0) = (0,6,6)T , ṅw(0) =
(0 0 0)T con un tiempo de integración ∆t = 1 ms y tiempo
de simulación de tf = 8 s. En la Figura 5 a) se muestran la
evolución de la trayectoria del error del robot móvil. En la
Figura 5 b) se muestra la evolución de las señales de control.
Nuevamente se pone de manifiesto que la parametrización
en el tiempo de la trayectoria deseada obliga a la señal
de control alcanzar sus lı́mites, esto con el fin de llevar las
trayectorias del error a una vecindad del origen. No obstante
y a pesar de la saturación de la señal de control, el sistema
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 (
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Figura 4. Seguimiento de la trayectoria de referencia en el espacio
Cartesiano para una circunferencia.

en lazo cerrado mantiene la estabilidad y la trayectoria trata
de ser alcanzada como lo muestra la figura 6. La simulación
de los anteriores escenarios, muestran la importancia de la
ley de control propuesta y la ventaja que ésta presenta afı́n
de asegurar la estabilidad en lazo cerrado y maximizar el
uso de los actuadores.

V. CONCLUSIONES

El presente trabajo aborda el problema de seguimiento
de trayectoria para el robot (3, 0) y propone una solución
mediante el diseño de una estrategia de control que a
priori toma en cuenta las cotas máximas permitidas de
la señal de control i.e. la velocidad lineal y angular
máximas que puede alcanzar el robot móvil. Esto permite
maximizar el uso de los actuadores sin poner en riesgo
la estabilidad del sistema. El resultado es una ley de
control no lineal simple que permite ser implementada
en sistemas embebidos con bajo poder computacional.
Diferentes simulaciones muestran la efectividad de la
estrategia de control propuesta. Se tiene la perspectiva de
implementar en tiempo real la ley de control propuesta
sobre el manipulador paralelo móvil omnidireccional
desarrollado en el Centro de Innovación y Desarrollo
Tecnológico en Cómputo.
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Figura 5. Comportamiento de las señales: a) de seguimiento de estados x,
y y φ, y b) de control r1,, r2 y r3.
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Figura 6. Seguimiento de la trayectoria de referencia en el espacio
Cartesiano para una Lemniscata.
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