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Resumen— Los modelos dinamicos usados en el modelado y
control de manipuladores méviles estan normalmente basados
en el método de Euler-Lagrange, y su implementacion com-
putacional no es necesariamente eficiente; si bien existen en la
literatura alguna implementaciones computacionales basadas
en el método de Newton—Euler para ciertos tipos de sistemas
no holonomos, no existe un esquema general de modelado
recursivo dinamico para el caso de manipuladores méviles.

En el presente trabajo se propone un algoritmo recursivo
para este tipo de sistemas, el cual se puede aplicar en sistemas
con restricciones no holénomas tanto en la base mévil como
en el brazo de un manipulador mévil. Una ventaja del
algoritmo presentado es que se puede implementar al aplicar
un cambio de coordenadas en la configuracion al método de
Newton—Euler para sistemas holonomos; también se presentan
resultados numeéricos de un control de un manipulador mévil
por dinamica inversa aplicando este algoritmo.

I. INTRODUCCION

Una gran herramienta en el disefio e implementacion
de sistemas de control para robots es el modelado. En
el caso de los manipuladores méviles se han usado tanto
los modelos cinemdticos como dindmicos. En el modelo
cinematico, no se considera el efecto directo de las fuerzas
en el comportamiento del manipulador mévil. En Bayle
et al. (2003) se propone un método para analizar la cin-
emdtica en esta clase de robots. En la literatura se han
reportado controladores basados en el modelado cinemético,
por ejemplo en Hamner et al. (2010). Por otro lado, en
los modelos dindmicos si se consideran el efecto de las
fuerzas sobre el manipulador mdvil asi como las inercias
que existe en éste; ejemplos del uso de modelos dindmicos
para el andlisis y desarrollo de controles se reportan en
Mazur y Szakiel (2009), y Moosavian y Eslamy (2008).
Sin embargo todos estos trabajos usan la metodologia de
Euler-Lagrange para obtener el modelo dindmico, la cual
puede ser numéricamente ineficiente.

Por otro lado, el método de Newton—Euler es usado
en la prictica para desarrollar los modelos de robots
estacionarios, los cuales se aplican en el desarrollo de
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simulaciones y en la implementacién de controladores por
dindmica inversa; este método es numéricamente muy efi-
ciente (Featherstone y Orin, 2000). Los primeros trabajos
aplicando el algoritmo recursivo de Newton—Euler a mecan-
ismos con cadenas cinemdticas abiertas fueron presentados
en Stepanenko y Vukobratovié¢ (1976) y Orin et al. (1979)
(Featherstone y Orin, 2000). En el caso de manipuladores
moviles se encontrd en la literatura el trabajo de Boyer
y Ali (2011), donde se plantea un algoritmo recursivo
para sistemas multi-cuerpos con articulaciones y ruedas
pero solo considera las ligaduras no holénomas en las
ruedas y no en las articulaciones. Otros trabajos usan el
método de Newton—Euler en manipuladores méviles pero
no consideran las ligaduras no holénomas; por ejemplo, en
Murphy et al. (1991) se modelan dos brazos montados sobre
una plataforma mévil, pero no se modela la plataforma ni se
consideran restricciones no holénomas; en Chung y Velin-
sky (1999) se modela un manipulador mévil considerando
el derrape lateral y, por lo tanto, el modelo desarrollado es
holénomo. Finalmente en Kobayashi et al. (2005) se utiliza
el algoritmo de Newton-Euler en un manipulador mévil
diferencial; sin embargo, solo se considera el movimiento
rectilineo de la base movil y, por lo tanto, no consideran
ligaduras no holénomas; el algoritmo usado es el clasico
para manipuladores estacionarios.

En el presente trabajo se desarrolla un algoritmo re-
cursivo para obtener numéricamente el modelo dindmico
para manipuladores modviles, el cual estd basado en el
método de Newton—Euler. Primeramente se revisard el
marco tedrico—conceptual (seccién II), para pasar posteri-
ormente al desarrollo del método recursivo para obtener el
modelo dindmico (seccién III); posteriormente se presenta
una implementacién del algoritmo basada en el paradigma
funcional (seccién IV); el algoritmo se valid6 de forma
numérica por medio de un control robusto en el espacio
de tarea (seccion V); finalmente se presentan conclusiones
(seccién VI).



II. MARCO TEORICO—CONCEPTUAL

El sistema a analizar es un manipulador mévil de traccion
diferencial de n GDL y que ademds tiene m ligaduras
no holénomas. El sistema puede ser descrito como un
manipulador estacionario con ligaduras no holénomas en
las articulaciones (Salazar-Silva et al., 2012). Para ello se
consider6 que el manipulador mévil consiste de un sistema
de 5 GDL (figura 1).

Figura 1.

Manipulador mévil.

El modelo cinemdtico de un robot mévil con ruedas estd
caracterizado por las restricciones al movimiento impuestas
por las ruedas; estas restricciones se conocen como lig-
aduras (Goldstein, 2000). Una forma de clasificar a las lig-
aduras es determinando si son holénomas o no holénomas.
Una ligadura se dice holénoma si ésta se puede expresar
sin considerar las velocidades del sistema, por ejemplo

hi(q) = 0.

Por otro lado, una ligadura se dice no holénoma si la
ligadura no es independiente de la velocidad, la cual se
expresa de la forma

ai(qaq) =0.

Un caso particular es la ligadura pfaffiana, la cual es lineal
con respecto a las velocidades del sistema, es decir que se
puede expresar de la forma

ai(q)q =0
Este es el tipo de ligadura que aparece en los robots méviles

con ruedas. Una ligadura pfaffiana es holénoma si existe una
funcién h;(q), tal que

esto es, la ligadura es integrable.

Por otro lado, es importante notar que las posiciones,
velocidades y aceleraciones de una particula o un cuerpo
rigido son consideradas como vectores en el espacio eu-
clidiano de dimensién 3, denotado como E3; a diferencia
de los vectores expresadas en R”, en E? se deben expresar
con respecto a un marco de referencia, ya que es un espacio
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afin; el marco de referencia A se denota como {A}. Un
punto p € E3 se denotard por medio de negritas. El vector
correspondiente con respecto al marco de referencia {A}
se denotara por el mismo simbolo pero con un superindice
indicando el marco de referencia, por ejemplo pA. Si para
una magnitud particular no se menciona de forma explicita
el marco de referencia se asumird que estd dado por el
propio contexto. En el caso particular de los eslabones del
robot, los marcos de referencia se asignan de acuerdo a
la convencién de Denavit-Hartenberg (Spong et al., 2006),
donde se enumeran del 0, para la base, 1 para el sigu-
iente eslabon, hasta n para el n-ésimo eslab6n. Otro caso
particular es el de los centros de masa de los eslabones,
que se denotardn {c;}. Para cambiar la descripcién de la
orientacién de un vector p de un marco de referencia {A}
a un marco de referencia {B} se usa una transformacién
ortogonal Rﬁ tal que

p’ =Rip".

Por otro lado, la descripcién mds usada para el modelado
de sistemas no holénomos estd dada por el método de
Euler-Lagrange, el cual depende de las coordenadas gen-
eralizadas, denotadas g, y las fuerzas generalizadas, v. La
relacién entre las fuerzas generalizadas, las fuerzas externas
debidas a los actuadores y las fuerzas debidas a las ligaduras
no holénomas estd dada (Campion et al., 1996)

v="S(q)t+A(g)" 2 (1)

donde 7 € R™ son las fuerzas externas, A € Rk son las
fuerzas debidas a las ligaduras no holénomas, la matriz
S(g) € R M e5 el mapeo de las fuerzas externas a fuerza
generalizadas, y A(q) € RF*M s la matriz de ligaduras
cinemdticas; una propiedad importante de las matrices A(q)
y S(g) es que satisfacen la ecuacién

A(q)S(q) =0. (2)
III. METODO RECURSIVO PARA OBTENER EL MODELO
DINAMICO

A continuacién se presenta un método recursivo basado
en el método de Newton—Euler, el cual se usa para obtener
la dindmica inversa de un manipulador mévil o como
apoyo para obtener la dindmica directa. Es importante notar
que si bien en el andlisis de sistemas robdticos se utiliza
normalmente el formalismo de Euler—Lagrange, por razones
de eficiencia en el modelado computacional se termina
implementando el método recursivo de Newton—Euler. Otra
ventaja del método recursivo es que simplifica la obtencién
del modelo por medio de pardmetros.

Las leyes de Euler del movimiento extienden las leyes del
movimiento de Newton, las cuales tratan sobre particulas,
para el caso de cuerpo rigido. Si se asume que todos los
vectores estdn descritos en el marco de referencia {i},
entonces la primera ley de Euler es

F; = m;a; (3)
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donde el vector euclidiano a; € E3 representa la aceleracién
del centro de masa del i-ésimo eslabén, y el vector euclid-
iano F; € E3 es la suma de fuerzas en el i-ésimo eslabén;
el escalar m; € R es la masa del i-ésimo eslabon, la cual es
invariante con respecto a la configuracién del manipulador;

Por otro lado, la segunda ley de Euler establece una
relacién entre los momentos de fuerza y la derivada con
respecto del tiempo del momento angular; para el caso de
un marco de referencia rotacional se tiene que

Ni = i + wj x (liw;) 4)

donde el vector euclidiano «; € E3 representa la aceleracion
angular del i-ésimo eslabén, y el vector euclidiano w; € E?
representa la velocidad angular del i-ésimo eslabon; la
matriz I; € R3*3 es el tensor del momento de inercia en
el i-ésimo eslabdn, la cual es invariante con respecto a la
configuracion del eslabon cuando su marco de referencia
es rotacional; finalmente, el vector euclidiano N; € E3 es
la suma de momentos de fuerza en el i-ésimo eslabon.
El simbolo x en la ecuacion representa la operacion del
producto cruz entre dos vectores.

Para determinar la aceleracion lineal a; requerida en (3)
se parte de la relaciéon (Campion et al., 1996)

vi=JuS(g)n 4)

donde el vector v; € E3 es la velocidad del centro de masa
del i-ésimo eslabon, el vector n € R son las velocidades
de los actuadores, el vector g € R” son las coordenadas
generalizadas, y la matriz J,; € R3*"* es el jacobiano de
velocidad lineal del centro de masa del i-ésimo eslabon.
Para encontrar la aceleracion del centro de masa del i-ésimo
eslabon a;, se deriva (5) con respecto al tiempo

a; = J,iS(q)1 +JuS(q)n +1iS(g)n. (6)

Por otro lado, para encontrar la aceleracién angular o;

y la velocidad angular w; usadas en (4) se parte de la
expresion

w; =JoiS(g)n N

donde la matriz Ju; € R es el jacobiano de velocidad
angular del centro de masa. Al derivar a (7) con respecto
al tiempo se tiene

a; = JoiS(q)N +JwiS ()N +JwiS(q)N. (8)

Es importante notar que la obtencién de J,; y Jy; se puede
realizar numéricamente de manera recursiva, lo cual resulta
numéricamente muy eficiente.

A continuaciéon se determinan las fuerzas que actdian
sobre un eslab6n (figura 2); si se asume que todos los
vectores estdn descritos en el marco de referencia {i},
entonces F; estd dada por

Fi=f—fi 1 +mg; )

donde f; € E3 es la fuerza ejercida por el eslabén i— 1
sobre el i-ésimo eslabén, £, | € E3 es la fuerza ejercida por
el eslabén i+ 1 sobre el i-ésimo eslabén, y g; € E3 es la
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i+1

Figura 2. Fuerzas afectando al eslabon.

aceleracion debida a la gravedad ejercida sobre el i-ésimo

eslabon. Resolviendo (9) para f; se tiene entonces que
fi =Fi+fi 1 —mig. (10)

Es importante notar que (3) y (10) dependen de los valores
de fi+1 y aC,"

Momentos de fuerzas afectando al eslabon.

Figura 3.

En cuanto a los momentos de fuerza en el eslabon
(figura 3), si se asume que todos los vectores estan descritos
en el marco de referencia {i}, se tiene que la suma de
momentos de fuerzas N; estd dada por

Ni=n;—npg + Xriog o — £ X1,

(1)

donde n; € E? es el momento de fuerza ejercido por el
eslabén i — 1 sobre el i-ésimo eslabon, n;,; € E3 es el
momento de fuerza ejercido por el eslabén i+ 1 sobre el i-
€simo eslabon, r;_; ., es el vector de desplazamiento que va
del marco de referencia {i —1} a {¢;}, y ri., es el vector
de desplazamiento que va del marco de referencia {i} a
{ci}; tanto r;_; ., como r; ., son magnitudes invariantes con
respecto a la configuracion del eslabon. Resolviendo (11)
para n; se obtiene la expresion

n=N;+n g — X +fi X (12)

Para resolver (4) y (12) se necesita conocer los valores de
N, &y wi.

Una vez obtenidas las fuerza y momentos de fuerza
aplicados a los eslabones, se necesitan encontrar las fuerzas
o momentos de fuerza proporcionados por los actuadores.
En el caso de una articulacién prismadtica se tiene que la
relacién entre fuerza ejercida por el eslabon i — 1 sobre el
i-ésimo eslabon y las fuerzas generalizadas estd dada por la
expresion

vi=1z f; (13)
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donde v; es el i-ésimo componente del vector de fuerzas
generalizadas, y z; | € E* es el vector euclidiano corre-
spondiente al eje z del i — 1 eslab6n. Por otro lado, si la
articulacion es rotacional entonces se tiene que la relacién
entre fuerza ejercida por el eslabén i — 1 sobre el i-ésimo
eslabon y las fuerzas generalizadas se define como

vi=2z m;. (14)

Es importante notar que en el caso de un manipulador
movil, la fuerza ejercida por el eslabén i — 1 sobre el i-
ésimo eslabon f; incluye las fuerzas debidos a las ligaduras
no holénomas que actiian sobre el eslaboén; por otro lado,
también el momento de fuerza ejercido por el eslabén i — 1
sobre el i-ésimo eslabén n; incluye los momentos de fuerza
debidos a las ligaduras no holénomas que actiian sobre el
eslabon.

IV. IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO

En la descripcién de algoritmos, normalmente se utiliza el
paradigma imperativo; un enfoque diferente es el paradigma
funcional (Rabhi y Lapalme, 1999), en el cual los procesos
computacionales se presentan como una composicién de
funciones primitivas, en donde composicién se refiere a
que la salida de una funcién es la entrada de otra. A
continuacion se presenta una implementacion del algoritmo
(seccion III), el cual usa composiciones de transformaciones
de coordenadas de configuracion y fuerzas generalizadas,
aplicadas al algoritmo clasico de Newton—Euler.

En un contexto puramente funcional, se asume que ya ex-
iste una funcién rne que implementa el método de Newton—
Euler, pero solo considera las restricciones holénomas, y
estd definida como

v =rne(§) (15)
donde el vector & € R¥ se define como
q
E=14q (16)
g4

Por otro lado, el método desarrollado (seccién III) depende
de las variables g, 1 y 1, las cuales se pueden usar para
definir el vector §

a7
n

Teorema 1. Sea la funcion rne que implementa el método

de Newton—Euler que considera sélo las restricciones

holonomas. entonces el algoritmo recursivo para sistemas

no holonomos se puede expresar de la forma

7= (5(9)"S(q)) "' S(q) rne(W(q)$). (18)
donde W(q) es una matriz definida por
I 0 0
W(g)=1{0 S(g 0 (19)
0 S(g) S(q)
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Demostracion: La relacion entre & y { estd dada por

§=W(q)¢.

Entonces, usando (1), (15) y (20), el algoritmo recur-
sivo de Newton—Euler para sistemas con restricciones no
holonomas, expresado en un estilo funcional, queda de la
forma (18). O

(20)

Para implementar el algoritmo (18) se usé la funcién
rne suministrada por el robotics toolbox para Matlab
(Corke, 1996). El algoritmo (18) implementa el método re-
cursivo de Newton—Euler no solo tomando en consideracién
las restricciones no holénomas; es importante notar que
las restricciones no holénomas restringen las velocidades
posibles mds no su posicidn, esto es su cinemdtica directa no
depende de dichas restricciones; por lo tanto la parte de la
funcién rne que depende de la cinematica directa tampoco
se ve afectada si el manipulador mévil se modela para este
fin como un manipulador estacionario, permitiendo usar
de manera integral las mismas herramientas de modelado
cinemadtico.

V. VALIDACION NUMERICA POR MEDIO DE UN CONTROL
ROBUSTO EN EL ESPACIO DE TAREA

Para validar el algoritmo de dindmica inversa se de-
sarrollé un control por resoluciéon de aceleraciéon (RAC)
robusto en el espacio de tarea (Salazar-Silva et al., 2012).
Los pardmetros cinemadticos del robot aparecen en la tabla
I. En cuanto a los pardmetros que dictan el comportamiento
dindmico aparecen en la tabla II.

TABLA 1
PARAMETROS DE DENAVIT-HARTENBERG PARA EL MANIPULADOR
MOVIL DE 5 GRADOS DE LIBERTAD (GDL).

i o a [°] d tipo de
(rad) (mm) (rad) (mm) par cinemdtico
1 —xn/2 0 0 0  prismaético
2 —m/2 0 -=mn/2 0  prismaético
3 +4m/2 0 0 237  rotacional
4 0 150 0 0  rotacional
5 0 168 0 0  rotacional
TABLA 1II

DIMENSIONES DE LOS ESLABONES DEL MANIPULADOR MOVIL DE 5
GDL; SE CONSIDERA QUE LOS ESLABONES 1 Y 2 NO TIENEN MASA.

i Longitud Ancho Altura Masa

(mm)  (mm) (mm) (kg
3 445 393 237 9.0
4 150 50 50 0.1
5 168 50 50 0.1

En cuanto al controlador, éste estd conformado por dos
lazos anidados de control. El primer lazo control estd dado
por

T=(S(9)"S(9))""'S(q)" rne(W(q)%). 2D
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donde el vector ¢ € R"2" estd definida por

¢i=1n],

a

(22)

donde a € R™ son las aceleraciones deseadas en los actu-
adores.
Por otro lado, el lazo de control externo estd dado por

a, =y + K7+ KoF + 8. (23)

donde la entrada a,(t) € RP es el vector de las aceleraciones
en el espacio de tarea deseadas, el vector r,4(¢) € RP denota
la postura deseada del marco de referencia asociado al
elemento final de control, el vector 7(r) € RP es el error
de la postura del marco de referencia asociado al elemento
final de control, definido como

~t

(24)

=rq—r;

las ganancias Ky, K; son matrices cuadradas constantes que
se eligen para ajustar la dindmica del error; la funcién 6 €
RP estd definida por

T .
5 (PO slHTRI£O
0 si |[HT Pe|| =0,
el vector e € R?P es una medicién del error
F
e= (r) , (26)

la matriz P € R2P*2P eg una matriz constante definida
positiva, la matriz H € R?P*P es una matriz constante

n=(5).

la matriz £ es la matriz identidad de las dimensiones
adecuadas. La funcién p(e) € R se define por

27)

1
ple)=—— (nllell*+nllell +) (28)

-«
y finalmente &, Y, 71 Yy Y2 son escalares constantes. Los

valores usados para estos pardmetros aparecen en la tabla
1.

TABLA III
VALORES DE LOS PARAMETROS DE LA FUNCION §.

Pardmetro a N v %
Valor 00 01 02 00

Finalmente, para interconectar a (21) y (23) se parte de
la relacién (Campion et al., 1996)
r=B(q)n. (29

Al derivar a (29) con respecto al tiempo y al despejar la
aceleraciones deseadas en los actuadores, se tiene el RAC

a=—B(q)'B(g)n+B(q)'a,, (30)
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donde la matriz B(q) € RP*™ es el mapeo de las veloci-
dades de los actuadores a las velocidades de postura.

El control resultante se aplic6 al modelo numérico del
manipulador mévil; es importante notar que el modelo
numérico del manipulador mévil y la dindmica inversa no
se cancelan de forma exacta; esto se hizo con la finalidad
de probar la robustez del control.

of |~ Trayectoria deseada
Trayectoria desarrollada
02 ©  Posicién Inicial

Posicion en y (m)

O Posicién Final

Kl e AT

Posicién en x (m)

Figura 4. Seguimiento de la trayectoria.

Para verificar experimentalmente la robustez del control,
se disefiaron y desarrollaron dos tipos de simulaciones.
El objetivo del primer tipo de simulaciones fue medir el
comportamiento del manipulador mévil ante variaciones en
los parametros. En el caso del segundo tipo, su propdsito
fue determinar el efecto del ruido en las mediciones en el
comportamiento del manipulador mévil.

Para determinar el efecto de la variacién de pardmetros
en el manipulador mévil, primeramente se definié que la
variable de salida serfa el error de postura, y en cuanto a
las entradas, se consideraron los siguientes pardmetros: el
desplazamiento articular y la masa del tercer eslabon, y las
distancias entre ejes del cuarto y quinto eslabén. Se usé
un disefio factorial a dos niveles para determinar la can-
tidad de simulaciones a realizar; se desarrollaron dieciséis
simulaciones, donde catorce simulaciones fueron exitosas;
en las otras dos simulaciones, la plataforma de desarrollo
indicé que los modelos eran numéricamente rigidos; esto
es, si bien la solucion analitica es estable, la solucion
numérica es inestable para el método de integracién usado
(Butcher, 2008).

En el caso del segundo tipo de simulaciones, se mantuvo
el error de postura como salida, pero las entradas se consid-
eraron las mediciones de la postura del manipulador mévil.
Se asumi6 un error estdndar de 0.05 % con un intervalo de
confianza de 97 %. Se desarrollaron dieciséis simulaciones,
de las cuales trece fueron exitosas. En cuanto a las otras
tres simulaciones, la plataforma numérica indicé que eran
numéricamente rigidas.

Se puede observar que el tltimo eslabén del manipulador
movil sigue muy bien la trayectoria propuesta (figura 4); de
nuevo es importante notar que la trayectoria propuesta es
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en direccién contraria a las manecillas del reloj y el robot
empieza a avanzar en el otro sentido.

0 g O S N S R — > —— a4

T
.

-0.05[~

Error de Posicion (m)
s
e
L

~—— Enor enx(m) |
Enor eny (m)

03 . . .
0 50 100 150 200 250
Tiempo (s)

Figura 5. Error de la postura.

En cuanto al error de seguimiento (figura 5), se tiene que

también converge exponencialmente a cero en el intervalo
de tiempo durante el cual se realiza la simulacidn.

a) Articulaciones prismaticas
T

1 T T
A
7 T
T 05 Vs R
2 #
H
I \ 1
£ b N
8 o5l # AN i
- o e
g j/ 1= Posicién en x
P e Posicion en y
15 . . .
0 50 100 150 200 250
Tiempo (s)
b) Articulaciones rotacionales
8 T T T
B R
R e - +— Orientacién del mévil 1
T o F—tk T . .
E * Orientacién del eslabén 1
5! 7 Orientacién del eslabén 2
5 T
E 2[ — 4
§
2 e sooSibeem eSSBS 6 6 & 66 5 o 1
&

2 . . .
0 50 100 150 200 250
Tiempo (s)

Figura 6. Desplazamiento de las articulaciones.

Por otro lado, los desplazamientos de las articulaciones
(figura 6) estan acotados. Es importante notar, que a pesar
de ser un robot redundante en la cinematica, todas las
articulaciones tienen desplazamientos. Esto se debe a que
la cancelacion entre la dindmica inversa y el modelo no es
perfecta.

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd un algoritmo recursivo para
obtener el modelo dindmico para manipuladores mdviles
estd basado en el método de Newton—Euler. Este algo-
ritmo se implementd usando el paradigma funcional, lo
cual permite aprovechar las herramientas ya existentes
para manipuladores estacionarios con ligaduras holénomas
gracias a una transformacioén de coordenadas; el algoritmo
se validé de forma numérica por medio de un control
robusto en el espacio de tarea. Los resultados obtenidos
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en las simulaciones muestran que el algoritmo al aplicarse
al célculo de la dindmica inversa tiene un buen desempefio.

El algoritmo desarrollado en el presente trabajo simplifi-
card el andlisis y el disefio de controles para manipuladores
moviles con ligaduras no holénomas. Como trabajo futuro
se estudiard el uso de este algoritmo en combinacién con
otros sistemas de control, como por ejemplo el uso de
proyecciones en el espacio de la dindmica para la real-
izacién concurrente de tareas.
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