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Resumen— En este trabajo se diseñan funciones de Lyapunov
para los algoritmos por Modos Deslizantes de Segundo Orden
“Twisting” y “Terminal”. Tanto el proceso de diseño como
las funciones obtenidas proporcionan condiciones sobre las
ganancias de los algoritmos para garantizar la estabilidad en
tiempo finito del origen del sistema. Con un análisis adicional
se prueba que dichas condiciones son necesarias y suficientes.
A pesar de que el método de construcción de las funciones de
Lyapunov, aquı́ utilizado, es útil solo en sistemas no inciertos,
este se aplica a sistemas perturbados realizando previamente
un análisis de las perturbaciones.

Palabras clave: Control por Modos Deslizantes, Funciones de
Lyapunov.

I. INTRODUCCIÓN

En la Teorı́a de Control, la principal herramienta para estu-

diar las caracterı́sticas de estabilidad de un sistema dinámico,

ha sido el método directo de Lyapunov. Este método también

es útil en el diseño de controladores robustos, por ejemplo

el llamado Rediseño de Lyapunov. A pesar de ello esta no

habı́a sido la herramienta más utilizada en el análisis y diseño

de algoritmos de control por Modos Deslizantes de Orden

Superior (e.g. [2], [3], [4], [5]).

El control por Modos Deslizantes de Orden Superior

(MDOS) ofrece muy buenas propiedades como la estabilidad

en tiempo finito y la insensibilidad ante cierta clase de

perturbaciones además de no estar restringidos por el grado

relativo (como los controladores por Modos Deslizantes de

Primer Orden).

Debido a las buenas carcterı́sticas de los MDOS y las

potencialidades del método directo de Lyapunov, se puede

observar en la literatura ([8], [9], [12], [10], [11]) una

tendencia a realizar análisis y diseño de MDOS basados en

Lyapunov. El principal obstáculo que se presenta es que no

hay una forma inmediata de obtener las funciones de Lya-

punov. Ante esta problemática ya se han propuesto algunas

soluciones. Por ejemplo en [10] se propone resolver una

ecuación diferencial en derivadas parciales para encontrar

funciones de Lyapunov, tarea que en general no es fácil.

En [11] se presenta un método más sencillo. Con este último

método se encuentran las condiciones necesarias y suficientes

para garantizar que el origen del sistema controlado por

MDOS (en el caso no perturbado) es estable en tiempo

finito. Una desventaja de este método es que no garantiza

que las funciones obtenidas sean funciones de Lyapunov para

el sistema perturbado. En los casos en los que las funciones

resultan útiles para el caso perturbado, las condiciones de

estabilidad pueden ser muy conservadoras.

El objetivo de este trabajo es dar una propuesta para mejo-

rar el método antes descrito. Esto es, mejorar las condiciones

de estabilidad que proporcionan las funciones (diseñadas

en el caso nominal) al ser utilizadas con los sistemas

perturbados. En particular se aplicará a los algoritmos por

Modos Deslizantes de Segundo Orden (MDSO) Twisting [2]

y Terminal [7]. Se verá que incluso se pueden obtener las

condiciones necesarias y suficientes para el sistema pertur-

bado.

En la siguiente Sección se describe el método de diseño

propuesto en [11] y se define la propuesta de mejora. En las

Secciones III y IV se diseñan funciones de Lyapunov para

los algoritmos Twisting y Terminal y se dan las condiciones

necesarias y suficientes para garantizar la convergencia en

tiempo finito al origen. Finalmente en la Sección V se

presentan algunas conclusiones.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y PROPUESTA DE

SOLUCIÓN

En [11] se introdujo un método para construir Funciones

de Lypaunov que en particular es aplicable a los sistemas

que pueden ser representados por el integrador de orden n

ẋ1 = x2

...
...

... (1)

ẋn−1 = xn

ẋn = u

donde u ∈ R es un controlador constante a tramos. Denótese

con φ(t; t0, x) la solución de (1) con la condición inicial x

en tiempo t = t0. En los sucesivo se considerará t0 = 0 y

se usará la notación xi(0) = xi0, i = 1, . . . , n.

Antes de iniciar con la descripción del método es preciso

aclarar que para esta clase de sistemas no se puede proceder

como se hace para cierta clase de sistemas conmutados (ver

por ejemplo [6]). Para esa clase de sistemas se requiere que

los subsistemas compartan un punto de equilibrio y que no

se presente el fenómeno de Zenón. Los sistemas tratados en
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el presente trabajo presentan el fenómeno de Zenón e incluso

sus subsistemas no tienen algún punto de equilibrio.

El método consiste en obtener una función de Lyapunov

por medio de la integración de una función positiva definida

W a lo largo de las soluciones φ del sistema (1) siempre

que su origen sea asintóticamente estable. Esto es

V (x) =

∫

∞

0

W (φ(τ ; 0, x)) dτ.

Este método es factible ya que siempre se puede calcular

explı́citamente la solución φ debido a la estructura afı́n de

(1). Además de dar una función de Lyapunov para cada W

que se selecciona, el método proporciona las condiciones

necesarias y suficientes sobre las ganancias de los contro-

ladores para garantizar la convergencia de las trayectorias

al origen del sistema (en el caso nominal). Nótese que el

grado de homogeneidad de la función V puede elegirse

arbitrariamente al momento de escoger una función W

homogénea.

Para lidiar con el caso perturbado, en [11] se propone

verificar si la función obtenida para el caso nominal es

también útil en el caso perturbado. La desventaja de este

procedimiento es la inminente pérdida de la necesidad en

las condiciones de convergencia. Lo anterior puede llevar a

reglas de diseño muy conservadoras para las ganancias de los

algoritmos de control. Bajo estas circunstancias es que surge

la pregunta ¿Qué hacer para que las condiciones de diseño de

ganancias no resulten tan conservadoras? o incluso ¿Cómo

evitar la pérdida de necesidad en dichas condiciones?

La propuesta de solución, en este trabajo, es hacer un

análisis de las perturbaciones y fijar una antes de diseñar

la función de Lyapunov. Es decir, en algún sentido buscar la

peor perturbación que sea adecuada para el método de diseño

de la función.

Se concentra la atención en el caso n = 2 para (1), es

decir en el siguiente sistema dinámico (incierto) de segundo

orden:

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(t, x) + g(t, x)u, (2)

donde xT = [x1, x2] ∈ R
2 es el estado y u ∈ R es la

entrada de control. Las funciones inciertas f(t, x), g(t, x) ∈
R cumplen, para todo (t, x) ∈ R+ × R

n, lo siguiente:

|f(t, x)| ≤ F y 0 < Gm ≤ g(t, x) ≤ GM para las constantes

reales conocidas F, Gm y GM . En particular se analizará

(2) en lazo cerrado con los algoritmos por MDSO Twisting

y Terminal.

III. ALGORITMO TWISTING

Considere el controlador por Modos Deslizantes de Se-

gundo Orden conocido como Algoritmo Twisting [2]

u = −k1 sign(x1)− k2 sign(x2), 0 < k1, k2 ∈ R. (3)

Note que (3) es una ley de control constante a tramos.

Esto es, si se definen k = k1 + k2 y k̄ = k1 − k2 entonces

u =















u1 = −k, x1 > 0, x2 > 0
u2 = −k̄, x1 > 0, x2 < 0
u3 = k, x1 < 0, x2 < 0
u4 = k̄, x1 < 0, x2 > 0

. (4)

En la siguiente Proposición se dan las condiciones nece-

sarias y suficientes para que el origen del lazo cerrado (2),

(3) sea estable en tiempo finito. Con el fin de facilitar la

escritura defı́nanse U = Gmk − F y Ū = GM k̄ + F .

Proposición 1: Las trayectorias del sistema (2), (3) con-

vergen en tiempo finito al origen si y solo si las ganancias

de k1 y k2 de (3) son seleccionadas tal que las desigualdades

siguientes sean satisfechas:

U > Ū > 0 y Gmk̄ > F. (5)

Además, la función V : R2 → R
+ con regla de correspon-

dencia

V (x) =

{

α1|x2|+ α2

√

x2
2 + 2U |x1|, x1x2 > 0

α3|x2|+ α4

√

x2
2 + 2Ū |x1|, x1x2 ≤ 0

(6)

donde

α1 =
1

U
, α2 =

r−1 + r

U(1− r)
, r =

√

Ū

U
,

α3 = −
1

Ū
, α4 = α1 + α2 − α3.

es una función de Lyapunov (continua) para (2), (3). El

tiempo de convergencia T al origen puede ser estimado como

sigue:

T ≤

{

V (x(0)), x1(0)x2(0) > 0
γV (x(0)), x1(0)x2(0) ≤ 0

, γ =
Ū

U
.

Demostración de la Proposición 1

La comprobación de la Proposición 1 se realizará en los

pasos siguientes: 1) Se fijará una perturbación para (2), (3);

2) Se aplicará el método de diseño de funciones de Lyapunov

propuesto en [11] y; 3) Se verificará que la función obtenida

es una función de Lyapunov para (2), (3).

Con el fin de elegir una perturbación para (2), (3) se

encontrará la curva del espacio fase que, para una condición

inicial, acote a todas las posibles trayectorias del sistema

(note que esto equivale a encontrar la curva Mayorante

definida en [1]). De (2) es claro que

x1(t) = x10 +

∫ t

0

x2(τ) dτ (7)

x2(t) = x20 +

∫ t

0

[f(τ, x) + g(τ, x)u] dτ. (8)

De (4) se tiene que sobre el cuadrante {x1 > 0, x2 > 0} el

control u = −k. Ası́ se obtiene lo siguiente:

x2(t) = x20 +

∫ t

0

[f(τ, x)− g(τ, x)k] dτ

≤ x20 − (kGm − F )t. (9)

Ahora, defı́nase la curva paramétrica x̂ : R → R
2, x̂(t) =

[x̂1(t) , x̂2(t)]
T

que cumple la propiedad ˙̂x1 = x̂2. Si a partir

de (9) se establece que x̂2 = x̂20− (kGm−F )t entonces en

el cuadrante {x1 > 0, x2 > 0}:

x̂ =

[

x̂1

x̂2

]

=

[

x̂10 + x̂20t−
1

2
(kGm − F )t2

x̂20 − (kGm − F )t

]

,
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Fig. 1. Trayectorias de (2), (3) sobre {x1 > 0, x2 > 0}; Sólida: x(t)
nominal; Punteada: x̂(t)

la Figura 1 muestra una trayectoria nominal de (2), (3) y una

traza de x̂(t) sobre el cuadrante {x1 > 0, x2 > 0}.

Un análisis análogo al anterior puede ser hecho para el

resto de los cuadrantes de R2. Entonces, recordando que U =
Gmk − F y Ū = GM k̄ + F , es posible escribir x̂(t) como

sigue:

x̂ =

[

x̂1

x̂2

]

=

[

x̂10 + x̂20t+
1

2
Ut2

x̂20 + Ut

]

(10)

donde

U =















−U, x1 > 0, x2 > 0
−Ū , x1 > 0, x2 < 0
U, x1 < 0, x2 < 0
Ū , x1 < 0, x2 > 0

De manera que (10) es una curva (Mayorante) que acota

en el espacio fase a todas la posibles trayectorias de (2), (3).

Esto es ilustrado en el Figura 2. Es importante recalcar que la

��

��

Fig. 2. Trayectorias de (2), (3); Sólida: x(t) nominal; Punteada: x̂(t)

curva encontrada no necesariamente representa la trayectoria

con el mayor tiempo de llegada al origen. Obsérvese que (10)

puede considerarse la solución del sistema afı́n por tramos:

ẋ1 = x2, ẋ2 = U . (11)

Ası́ es posible diseñar una función de Lyapunov para (11)

utilizando el método descrito en la Sección II. Sean x̂(t; 0, x)

la solución de (11) cuya condición inicial es x en el tiempo

t0 = 0 y Ti cada uno de los tiempos de tránsito de x̂ por los

cuadrantes del espacio fase. Entonces de acuerdo con [11], si

se elige W (x) = 1 la siguiente es una función de Lyapunov

para (11)

V (x) =

∞
∑

i=1

Ti. (12)

siempre que la suma converja. Para cada conjunto de condi-

ciones iniciales en cada cuadrante habrá una sucesión distinta

de Ti que pueden ser calculados a partir de (10). Suponiendo

que la condición inicial x se encuentra en el cuadrante

{x1 > 0, x2 > 0}, de (12) se tiene que

∞
∑

i=1

Ti =
x2

U
+

√

x2
2 + 2Ux1

U

∞
∑

j=1

(

rj + rj+1
)

. (13)

Note que V (x) existe si y solo si
∑

∞

j=1

(

rj + rj+1
)

es una

suma geométrica. Eso ocurre si y solo si

r =

√

Ū

U
< 1 ⇐⇒ Gmk − F > GM k̄ + F (14)

siempre que Gmk − F > 0. El procedimiento para calcular

V en el resto de los cuadrantes es similar y ası́ se obtiene:

V (x) =















α1x2 + α2

√

x2
2 + 2Ux1, x1 > 0, x2 > 0

−α3x2 + α4

√

x2
2 + 2Ūx1, x1 ≥ 0, x2 ≤ 0

−α1x2 + α2

√

x2
2 − 2Ux1, x1 < 0, x2 > 0

α3x2 + α4

√

x2
2 − 2Ūx1, x1 ≤ 0, x2 ≥ 0

la cual es equivalente a (6).

Ahora considérese (6) como candidata a función de Lya-

punov para (2), (3). Tomando su derivada a lo largo de las

trayectorias del sistema sobre los cuadrantes {x1x2 > 0} se

obtiene que:

V̇ ≤ −1.

Por otro lado, sobre los cuadrantes {x1x2 < 0}, la derivada

de (6) a lo largo de las trayectorias de (2), (3) es:

V̇ ≤ −
Gmk̄ − F

GM k̄ + F
,

por lo tanto se tiene que para (2), (3):

V̇ ≤

{

−1, x1x2 > 0

−Gmk̄−F

GM k̄+F
, x1x2 < 0

(15)

De manera que V̇ is negativa siempre que se cumpla la

desigualdad Gmk̄ > F .

Ahora sea ż = a una ecuación diferencial a partir de la

cual se tiene que:
∫ T

0

d

dt
z(t) dt =

∫ T

0

a dt ⇒ z(T )− z(0) = aT.

Sea T el tiempo de convergencia al origen de las trayectorias

de (2), (3), entonces V (x(T )) = 0, y aplicando el Lema de

Comparación con (15) se sigue que:

V (x(T ))− V (x(0)) ≤

{

−T, x1x2 > 0

−Gmk̄−F

GM k̄+F
T, x1x2 < 0
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y por lo tanto:

T ≤

{

V (x(0)), x1x2 > 0
GM k̄+F

Gmk̄−F
V (x(0)), x1x2 < 0

.

Para concluir la demostración de la Proposición 1 falta

exhibir que la condición Gmk̄ > F es también necesaria.

Considere de (2), (3) el campo vectorial H(x1, x2) =
[x2 , f(t, x) + g(t, x)u]T . Suponga que la perturbación que

actúa sobre el sistema está dada por f(t, x) = F , g(t, x) =
Gm, y que las ganancias del controlador fueron elegidas

tales que Gmk̄ ≤ F . Bajo estas suposiciones, en la Figura

3 se puede observar un ejemplo del campo H . Suponga

ahora que una trayectoria es llevada al conjunto {x2 = 0}
en un tiempo t1 entonces esta trayectoria permanecerá en

dicho conjunto para todo t > t1 debido a la dirección del

campo H . De la primera ecuación de (2) es fácil ver que

x1(t) = x1(t1), ∀t ≥ t1 y por lo tanto la trayectoria no será

dirigida al origen del sistema. De modo que la condición

Gmk̄ > F es también necesaria.

��

��

Fig. 3. Trayectorias de (2), (3) suponiendo que Gmk̄ ≤ F

La función (6) es similar a la presentada en [10]. Las

condiciones sobre las ganancias dadas en el Teorema 1

coinciden con las proporcionadas en [2], sin embargo la

diferencia es que en el presente trabajo se puede asegurar

que dichas condiciones son también necesarias (afirmación

que no se habı́a hecho anteriormente). Una ventaja adicional

sobre la técnica de diseño de funciones de Lyapunov presen-

tada en [10] es que, con el método aquı́ utilizado, es posible

incrementar el grado homogéneo de la función de Lypunov

con tan solo incrementar el grado homogéneo de W , por

ejemplo eligiendo W (x1, x2) = |x1|+ x2
2 (véase [11]).

IV. ALGORITMO TERMINAL

Considere ahora el controlador por Modos Deslizantes de

Segundo Orden conocido como Algoritmo Terminal [7]

u = −α sign(σ), σ = x2 + β
√

|x1| sign(x1) (16)

con α, β reales positivos. Observe que u es constante en cada

una de las regiones en que el plano R
2 es dividido por la

superficie de conmutación σ = 0, i.e.

u =

{

u1 = −α, σ > 0
u2 = α, σ < 0

. (17)

Asumiendo que el origen de (2), (16) es estable en tiempo

finito, es posible observar distintos comportamientos de las

trayectorias. Lo anterior depende de la relación entre las

ganancias α y β y los valores que toman las perturbaciones.

A continuación se describen estos comportamientos.

1) La curva σ = 0 es un dominio de deslizamiento, de

forma que cuando las trayectorias alcanzan σ = 0
permanecen sobre la curva y son llevadas al origen

del sistema. Por simplicidad nos referiremos a este

comportamiento como modo Terminal

2) En el caso en el que σ = 0 es solo una superficie

de conmutación del control (vea la Figura 5), las

trayectorias son llevadas al origen del sistema tan

solo cruzando la superficie (nunca permanecen sobre

ella). Nos referiremos a este comportamiento como

modo Twisting (por analogı́a al comportamiento del

algoritmo que lleva este nombre)

3) El tercer comportamiento es una mezcla de los dos

anteriores. Esto quiere decir que las trayectorias con-

vergen al origen permaneciendo o no sobre la curva

σ = 0.

En las proposiciones siguientes se establecen las condi-

ciones necesarias y suficientes para las cuales el origen del

lazo cerrado (2), (16) es estable en tiempo finito. También se

dan los conjuntos de ganancias para los cuales se presentan

los tres diferentes comportamientos ya descritos (vase la

Figura 4). Para facilitar las expresiones posteriores defı́nanse

U = Gmα− F y Ū = GMα+ F .

Proposición 2: a) Las trayectorias del sistema (2), (16)

convergen en tiempo finito al origen si y solo si las ganancias

α y β de (16) son elegidas tales que se cumple lo siguiente:

U > 0 y β2 <
4UŪ

Ū − U
. (18)

b) Si además de (18) se elige β2 > 2U , entonces la función

continua V : R2 → R
+ con

V (x) =

{

γ1|x2|+ γ2
√

x2
2 + 2U [x1]2, σx2 ≥ 0

γ3|x2|+ γ4
√

x2
2 + 2Ū |x1|, σx2 < 0

(19)

donde [x1]2 = x1 sign(x2) y

γ1 =
1

U
, γ2 =

1

U

β(U + Ū)
√

UŪ(β2 + 2Ū)

1

1− r
,

R =

√

Ū(β2 − 2U)

U(β2 + 2Ū)
, γ3 =

1

Ū

γ4 =
β(U + Ū)

UŪ
√

β2 + 2Ū
+ γ2

√

β2 − 2U

β2 + 2Ū
.

es una función de Lyapunov para (2), (16). El tiempo de

convergencia T al origen puede ser estimado como sigue:

T ≤

{

V (x(0)), x(0) ∈ {σx2 ≥ 0}
γV (x(0)), x(0) ∈ {σx2 < 0}

, γ =
Ū

U
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c) Por otro lado, si además de (18) se elige β2 < 2U entonces

la siguiente es una función de Lyapunov para (2), (16):

V (x) =







η1|x2|+ η2
√

x2
2 + 2U [x1]2, σx2 ≥ 0

−η3|x2|+ η4
√

x2
2 + 2U |x1|, σx2 < 0

η3|x2|+ η5
√

−x2
2 + 2Ū |x1|, σs1 < 0

(20)

donde

η1 =
1

U
, η2 =

√

U

Ū

√

β2 + 2Ū

βU
, η3 =

1

Ū

η4 =

√

U

Ū
η2, η5 =

√

−β2 + 2Ū

βŪ
,

y el tiempo de convergencia al origen es estimado de la

siguiente manera:

T ≤

{

V (x(0)), x(0) ∈ {sx2 ≥ 0}
γV (x(0)), x(0) ∈ R

2 − {sx2 ≥ 0}
, γ =

Ū

U
.

Proposición 3: Supóngase que (18) se cumple. a) Si β2 >

2Ū entonces la convergencia al origen de las trayectorias de

(2), (16) será en modo Twisting. b) Si β2 < 2U entonces el

comportamiento será en modo Terminal. c) Cuando 2Ū ≤
β2 ≤ 2U a pesar de que las trayectorias son llevadas

al origen el comportamiento dependerá de los valores que

tomen las funciones f(t, x) y g(t, x).

�
�

�

�
�� �

���

�
��

�

��

�� � ��

� �� ��

Fig. 4. Conjuntos aceptables de ganancias α, β

Demostración de la Proposición 2

Tal como se hizo en la Sección anterior y para demostrar

la Proposición 2 se puede hacer un análisis de perturbaciones

para el lazo cerrado (2), (16).

Supóngase que el comportamiento del sistema es en modo

Twisting, entonces una cota para todas las posibles trayecto-

rias de (2), (16) es:

x̂ =

[

x̂1

x̂2

]

=

[

x̂10 + x̂20t+
1

2
Ut2

x̂20 + Ut

]

. (21)

donde

U =















−U, σ > 0, x2 > 0
−Ū , σ > 0, x2 < 0
U, σ < 0, x2 < 0
Ū , σ < 0, x2 > 0

con U = Gmα− F y Ū = GMα+ F (véase la Figura 5).

��

��

���

Fig. 5. Trayectorias de (2), (16); Sólida: x(t) nominal; Punteada: x̂(t)

Note que la curva (21) puede verse como la solución del

siguiente sistema afı́n por tramos:

ẋ1 = x2, ẋ2 = U . (22)

Ası́ se puede aplicar el método de diseño de funciones de

Lyapunov a (22). Eligiendo W = 1 se obtiene la función:

V (x) =















γ1x2 + γ2
√

x2
2 + 2Ux1, σ > 0, x2 > 0

γ3x2 + γ4
√

x2
2 + 2Ūx1, σ > 0, x2 < 0

−γ1x2 + γ2
√

x2
2 − 2Ux1, σ < 0, x2 < 0

−γ3x2 + γ4
√

x2
2 − 2Ūx1, σ < 0, x2 > 0

(23)

Dados los valores para las cotas de las perturbaciones, la

función (23) existe si y solo si α y β son tales que se cumple

la siguiente condición:

R =

√

Ū(β2 − 2U)

U(β2 + 2Ū)
< 1.

Ahora, tomando la derivada de (23) a lo largo de las

trayectorias de (2), (16) se obtiene que:

V̇ ≤

{

−1, σx2 > 0
−Gmα−F

GMα+F
, σx2 < 0

(24)

ası́, V̇ es negativa siempre que U = Gmα − F > 0. Con

esta restricción es claro que R es un número real si y solo si

β2 > 2U . Por lo que se puede decir que R < 1 es equivalente

a la desigualdad β2 < 4UŪ
Ū−U

.

Por otro lado, a partir de (24) es claro que el tiempo de

convergencia al origen T puede ser estimado como sigue:

T ≤

{

V (x(0)), σx2 > 0
GMα+F
Gmα−F

V (x(0)), σx2 < 0
.

Hasta aquı́ hemos demostrado el inciso b de la Proposición 2.

Si ahora se supone que el régimen de las trayectorias de

(2), (16) es en modo Terminal entonces el plano fase queda

dividido en diferentes regiones delimitadas por las superficies

σ = 0, s1 = 0 and s2 = 0 (véase la Figura 6) donde σ es

como en (16) y s1, s2 son como sigue:

s1 = x2+
√

2U |x1| sign(x1), s2 = x2+
√

2Ū |x1| sign(x1).

La explicación para esta división es la siguiente:
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Fig. 6. Comportamiento de las trayectorias de (2), (16) en modo Terminal

• Todas las trayectorias con condiciones iniciales en el

conjunto {σ > 0, s1 < 0} alcanzarán la superficie de

deslizamiento σ = 0 sobre su lado izquierdo (x1 ≤ 0)

• Todas las trayectorias con condiciones iniciales en el

conjunto {σ > 0, s2 > 0} alcanzarán la superficie de

deslizamiento σ = 0 sobre su lado derecho (x1 ≥ 0)

• Debido a la incertidumbre del sistema, no es posible

saber en que parte de σ = 0 llegarán las trayectorias

que comienzan en el conjunto {s1 ≥ 0, s2 ≤ 0}. El

resto del espacio es la parte simétrica de lo descrito.

Nuevamente se hace un análisis de las perturbaciones, es

decir se busca una curva que acote a todas las posibles trayec-

torias del sistema (2), (16) con una misma condición inicial.

Para la construcción de la función se evita la problemática

del subdominio {s1s2 ≤ 0} incluyéndolo en {σs1 > 0}.

Eligiendo W (x) = 1 se puede construir la función:

V (x) =







η1|x2|+ η2
√

x2
2 + 2U [x1]2, σx2 ≥ 0

−η3|x2|+ η4
√

x2
2 + 2U |x1|, σx2 < 0

η3|x2|+ η5
√

−x2
2 + 2Ū |x1|, σs1 < 0

(25)

donde

η1 =
1

U
, η2 =

√

U

Ū

√

β2 + 2Ū

βU
, η3 =

1

Ū

η4 =

√

U

Ū
η2, η5 =

√

−β2 + 2Ū

βŪ
.

La existencia de la función 25 está garantizada por las

condiciones

U = Gmα− F > 0 and 2Ū = 2(GMα+ F ) > β2.

La derivada de (25) a lo largo de las trayectorias del sistema

perturbado (2), (16) está dada por:

V̇ ≤

{

−1, σx2 > 0
−Gmα−F

GMα+F
, otro

,

El tiempo de convergencia al origen T con esta función

puede ser estimado de la siguiente manera:

T ≤

{

V (x(0)), x(0) ∈ {σx2 ≥ 0}
γV (x(0)), otro

, γ =
Ū

U
.

Con lo anterior hemos demostrado el inciso c de la

Proposición 2. Además es claro que el inciso a es una

consecuencia directa de los incisos b y c.

Es importante mencionar que para el algoritmo Terminal

en el modo Terminal en [10] se da una función que es solo

positiva semidefinida ya que se anula sobre la superficie de

deslizamiento. A diferencia de aquella, la función (20) es una

función de Lyapunov positiva definida y estricta, por lo tanto

no es necesario hacer un análisis extra sobre la superficie de

deslizamiento.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se diseñaron funciones de Lyapunov para

los algortmos Twisting y Terminal. El método utilizado fué

aquel reportado en [11] y que se aplica a sistemas no

inciertos. En el presente texto se mostró que haciendo uso

de la poca información que se tiene acerca de las pertur-

baciones es posible mejorar los resultados de las funciones

de Lyapunov diseñadas. En particular se encontraron las

condiciones necesarias y suficientes sobre las ganancias de

los controladores Twisting y Terminal para garantizar la

convergencia en tiempo finito de las trayectorias del sistema.
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