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Resumen—En este articulo se presenta un dominio que
contiene todos los conjuntos compactos invariantes del
modelo matematico de un motor de induccién en el marco
de referencia dq. Se establece que los conjuntos compactos
invariantes estan contenidos en un conjuntos de localizacion
elipsoidal dependiente de los parametros del motor. La
informacion obtenida de la estimacion de este dominio es
aplicada al disefio de un observador de Thau para el motor
de induccion.
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invariantes, motor de induccion, observador de Thau.

I. INTRODUCCION

Para entender el comportamiento de la dindmica global
de un sistema, es importante definir el dominio que con-
tiene todas las trayectorias que el sistema eventualmente
puede presentar. En este articulo a tal dominio se le define
Localizacion de Conjuntos Compactos Invariantes (LCCI).
En los ultimos afios, se han propuesto métodos analiticos
para encontrar una LCCI. Algunos de estos métodos estdn
basados en el uso de funciones de Lyapunov (Li, Lu, Wu
y Chen, 2005), (Suzuki, Sakamoto y Yasukochi, 2008) y
otros métodos estdn basados en las condiciones de extrema
de primer orden (Krishchenko y Starkov, 2006).

En la literatura se puede encontrar diversos estudios para
encontrar una LCCI de sistemas no lineales. Principalmente,
estos estudios han sido enfocados a sistemas que presentan
un comportamiento cadtico o hiper-cadtico. Por ejemplo
el sistema de Lorenz es uno de los sistemas examinados
con mayor frecuencia en (Li, Lu, Wu y Chen, 2005),
(Suzuki, Sakamoto y Yasukochi, 2008) definen dominios
elipsoidales. En el caso de los sistemas hiper-cadticos se han
estudiado sistemas tipo Lorenz, en (Barboza, 2007) definen
una cilindro como dominio para el sistema que los autores
estudian, en (Li, Wu y Lu, 2009) y (Wang, Li y Hu, 2010)
definen una elipsoide para los respectivos sistemas.

Actualmente, el estudio de LCCI se enfocado a
analizar sistemas biol6gicos y sistemas electromecanicos.
En (Starkov y Coria, 2012) los autores establecen un poli-
topo invariante para el modelo de Kirschner-Panetta, que
describe la inmunoterapia tumoral. Y los autores en (Coria
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y Starkov, 2009) establecen los conjuntos compactos invari-
antes de un motor de imdn permanente estdn contenidos en
la interseccion de una elipsoide, un cilindro parabdlico, un
paraboloide eliptico y un cilindro hiperbdlico.

La solucién del problema de estimacién del dominio
que contiene todos los conjuntos compactos invariantes es
un tema importante para resolver diferentes problemas de
control, tales como el problema de disefio de controladores,
observadores y sincronizacién. Por ejemplo en (Mahboobi,
Shahrokhi y Pishkenari, 2006) los autores presentan el
disefio de un observador de Thau y controladores utilizando
las cotas de un analisis de LCCI para tres sistemas cadticos
(Lorenz, Chen y Lu) y en (Yu y Liao, 2004) los autores
presentan un controlador para el sistema de Lorenz basado
en la informacién de un conjunto invariante. En el caso de
sistemas electromecdnicos, se presentan en (Coria, 2012) el
disefio de un observador de Thau para el motor sincrono
de imdn permanente en régimen cadtico para estimar la
velocidad angular, utilizan los limites obtenidos del andlisis
de LCCI descritas en (Coria y Starkov, 2009).

En este articulo se utiliza el método basado en el uso
de condiciones de extrema presentado en (Krishchenko y
Starkov, 2006), para definir el espacio de LCCI para el
modelo del motor de induccién basado en las ecuaciones
del motor en los ejes de rotacién dg, el cual estd definido
por:

1 = abxs + bpryxs — yr1 + WsTo + MVGs;

Ty = abry 4 bpraxrs — T2 — w1 + M1Vys;

i3 = —aws+ (ws +prs)rs + aMgi; (1
T4 = —axg+ (ws + prs)rs + aMgzo;

t5 = m(xoxs — x124) — cx5 — d;

donde x1, x2, T3, T4, T5 , Vds, Vgs, 1] ¥ W, TEPresentan las
corrientes de estator, flujo magnético de rotor, velocidad
angular, entradas de voltaje del estator, par de carga y
frecuencia de la tensién de estator, respectivamente. Los

pardmetros del sistema (1) estdn definidos como a = ==,

Mo _fo T _ L2R, + M2R,
oL.L, ST T T oL, L2




iy — PMsr
L,L,’ JL, oL
Ty Sse refieren al rotor y estator. Las constantes I, y R
denotan las resistencias, L, y L son las auto-inductancias y
M, es la inductancia mutua entre los devanados del estator
y el rotor. El nimero de pares de polos estd definido por
p. J es la inercia del sistema (motor y carga) y f, es el
coeficiente de amortiguacién viscosa.

La solucién del problema de estimacién del dominio de
LCCI del modelo del motor de induccién permite resolver
el problema de disefio de observadores, en los cuales se
requiere conocer la constante de Lipschitz. A partir de la
informacién obtenida de los limites del dominio se puede
determinar el valor de la constante.

La estructura de este articulo se describe a continuacion.
En la Seccién II se muestra la teoria necesaria para el
desarrollo de esta investigacién. En la Seccién III se define
una localizacién elipsoidal para el sistema (1). A partir
de la informacién del andlisis de LCCI para determinar
la constante de Lipschitz se presenta el disefio de un
observador de Thau en la Seccién IV. Las conclusiones se
presentan en la Seccién V.

1
oc=1- y m; = ——. Los subindices

II. PRELIMINARES MATEMATICOS

Considerando un sistema no lineal expresado por:
x = f(x,t) 2)

donde x(t) € R™ es el vector de estados y f(x) € C™ es
una funcién continuamente diferenciable.
Sea h(z) una funcién continuamente diferenciable tal que
h no es la primera integral del sistema (2). La funcién h es
utilizada en la solucién del problema de LCCI y es llamada
“funcién localizadora”. Se toma por h|p la restriccion de
h en el conjunto B C R™. Mediante S(h) se designa el
conjunto:
S(h)={xeR":L;h =0} 3)

donde Lyh es la Derivada Lie con respecto al campo
vectorial f correspondiente al sistema (2). En el trabajo
de (Krishchenko y Starkov, 2006) se propone aplicar:

hint = inf{h(z)lz € S(h)}; 4)
hewp = sup{h(z)lz € S(h)}; ©)

para resolver el problema de LCCI de sistemas dados por
(2).

Teorema 1: Cada conjunto compacto invariante I' de (2)
esta contenido en el conjunto:

K(h) = {hiny < h(z) < hsup}- (6)
Cualquier conjunto K (h) serd llamado conjunto de local-
izacion.

Teorema 2: Cualquier forma cuadritica de la forma
2T Az +Bxz+f=0,dondex € R"y A = AT € R"*", es
equivalente mediante una matriz ortogonal P a una forma
cuadrdtica de la forma:

TAz' + BV + f =0; (7
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donde =/ € R™ son los nuevos ejes coordenados en los
cuales los ejes principales de la forma cuadrética estdn
contenidos, A = diag(eig(A)) € R™ "™ es una matriz
diagonal de los eigenvalores de Ay V' € R™*" es la matriz
de vectores propios ortonormales de A.

III. LOCALIZACION DE CONJUNTOS COMPACTOS
INVARIANTES PARA EL MODELO MATEMATICO DE UN
MOTOR DE INDUCCION

De acuerdo con (Krishchenko y Starkov, 2006), un poli-
nomio de segundo grado de la forma:

h(z) = 27 Pix + Por; ®)

donde z(t) € R™ y P;;P, son matrices de dimensiones
apropiadas. Si se cumplen las siguientes condiciones:

s Los términos de segundo grado de la funcién h(x)
definen una forma cuadrdtica definida positiva;
= El grado relativo de L h(z) es 2;
= Los términos de segundo grado de la funcién L fh(x)
definen una forma cuadrética definida negativa;
entonces el conjunto K (h) estd acotado por una elipsoide.
Para el andlisis de LCCI para el sistema (1), se considera
|vas| < Va, [vgs| < Vg y d < D.
Se propone el siguiente polinomio de segundo grado
como funcién localizadora para el sistema (1):

h(z) = 1 (%(I% +22) +

p
i <x§+xi)+m§); ©)
la cual es definida positiva si o > 0.
Considerando = = [x1, 2, 23, 74, 75]7 € R®, la Deriva-
da Lie de (9) estd expresada por:

Lih(z) = =27 Q1x + Qo1 (10)
con:
% 0 —a 0 0]
0 % 0 —a 0
a
Q1 = —a 0 %T 0 0 : (11)
0o — 0 0
Y, .
o o o o Z
- m-
Q, = |Tavas Mites o dPF g
b b m

donde los términos de segundo grado definen una forma
cuadrética definida negativa si o > 0.

Como (10) tiene términos cruzados x1x3 y XaX4, S€
realiza una rotacién de los ejes coordenados mediante una
transformacion lineal ortogonal utilizando el Teorema 2,
de modo que la ecuacién resultante ya no tenga dichos
términos. Con z' = [z, 2%, 2%, 2, x5]7 la ecuacién (10)
es equivalente a:

Liho(zh) = —2'T Az + Q,Va! (13)
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donde:
A = diag(A\i(@3)); i=1,2,...,5 (14)

e = Mo DY e ) as)
N W /A M, b ’

oo = A S DY e )y e
247 9l M., b M., b ’
o= 2y (17)

m
! 1 1 1 T
VvV = v, V2, v3, V4, Us}(lg)
Llodl | ozl Hfosl] ™ [Joal] 7 [los]]
M1 oY 17
= -21.0,1,0,0| ; 19
U1 _Ms'r' a y Uy L, Uy ] 3 ( )
1 Ao 17
= |0,— —22.0,1,0| ; 20
v2 7M57«. a b b b | b ( )
1 A3 17
3 = - 2201 : 21
U3 _Ms'r a 707 707 O_ ) ( )
1 A1 17
= |o - 22 0,1,0| ; 22
V4 | 7Ms'r a y Uy Ly | ) ( )
vs = [0,0,0,0,1]". (23)

Completando cuadrados en (13), el conjunto S(h)
estd definido por:

2
/! P1Mi1Vds
A1 (xl 2b\; ) +

2
/. P2MiVgs
. —|— )\2 I2 P )

e
o+ g (af — )

(

(

[ V)

(24)

2
!/ $4aMiVgs
oM Ty BNy )

con:

2

2 2
L AW
P 4b2<A1+Ag)”dS

2 2 .2 2,,2
P2 migi . AP
* </\2 e /\4> Vas T gmzng

1 1 i .
Tl <M—_E>; 1=1,2,3,4 (26)

(25)

A partir del conjunto (24) se puede determinar las cotas
de cada variables de estado de (1) igualando cada término
a p. Considerando |vgs| < Vg, |vgs] < V4 y d < D las cotas
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TABLA I
VALORES DE PARAMETROS

Parametro Valor Unidad
Rs 12 Q
R, 29 Q
Ls 660 mH
Ly 660 mH
Ms'r 620 mH
fo 0.0018 N - s/rad
J 0.00035 Kg-mao
P 1 pares de polos

de cada variable de estado estdn expresadas por:

| < % + %;fd; @7)
o < % + %; (28)
5] < % + %; (29)
EARES % + %;4‘/‘1; (30)
o5 < %+ 22’;5; G1)

Sustituyendo las cotas (27)—(31) en (9) se obtiene el valor
hsup, €l cual esta dado por:

hSUP S mé.Xh(|l'1|,|l‘2|,|1‘3|’|1‘4|7|$5|), (32)

Por lo tanto, todos los conjunto compactos invariantes del
sistema (1) estdn contenidos en el conjunto de localizacion
elipsoidal:

1 2 2 2 2
K(h) 2b( 1 2) ( 3 4)

P o
+%I5 S hsup

1
2Msr ;o (33)

si se cumple o > 0.

Para corroborar los resultados obtenidos se realiza una
simulacién numérica tomando los valores de pardmetros
considerados en (Jamoussi, Chadli, Hajjaji y Ouali, 2010),
y que se muestran en la Tabla I. Ademds, se considera
Vs = 3, Vgs = 1y d=0.1.

En la Figura 1 se muestra que el sistema (1) contenido en
la localizacion elipsoidal (33). En la Figura 1(a) se muestra
la proyeccion (x1; x2; 5) en el espacio de fases y la Figura
1(b) la proyeccién (z3;x4;xs5) en el espacio de fases.

En ambas Figuras se puede observar que las proyecciones
del sistema (1) estdn contenidas en la localizacién elipsoidal
33.

El conjunto de localizacién elipsoidal (33) es valido
si 0 > 0, para cumplir esta condicién es necesario que
LgsL, > M?2. Cuando el flujo magnético de un inductor al-
canza a otro, se dice que ambos inductores estdn acoplados
magnéticamente. En inductores acoplados, existen dos tipos
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Figura 1. Localizacion elipsoidal.

las auto-inductancias Ls y L,:

Afsr =k V LsL'r‘;
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donde 0 < k < 1. Al sustituir (34) en el pardmetro o,
la condicién o > 0 se cumple para cualquier caso y el
conjunto de localizacién elipsoidal (33) es valido para toda
2 y no impone alguna restriccion.

IV. OBSERVADOR DE THAU

El observador de Thau (Thau, 1973), estd construido para
relacionar la parte lineal y la parte no lineal de un sistema
dindmico y con ello realizar la estimacién de estados de
sistema no lineales representados de la siguiente forma:

& = Az+ Bu+ f(z); (35)
y = Cuz (36)

donde x € R™ son las variables de estados, u € R™ son las
entradas de control, y € R? es el vector de salida y f(x)
es el vector de términos no lineales. Las matrices A, B, C'
tiene dimensiones apropiadas. Se asume que f(0) = 0.

El observador de Thau estd dado por:

&= Agz + Bu+ f(2) + Ky; (37)

donde Ag = A— KC.
El error del observacion esta definido como & = & — x.
Por lo tanto, la dindmica del error estd descrita por:

i = Aot + f(2) — f(a). (38)

De acuerdo con el Teorema (9) en (Starkov, Coria y Aguilar,
2012), si se puede elegir una matriz de retroalimentacion K
tal que se cumplan las siguientes condiciones:

Ay = AL (39)
R(\(4g)) < 0; i=1,2,...,n (40)
[[Aol[" ! 2
e <« 2
det(Ag)] = 7 @D

donde ¢ es la constante de Lipschitz. El observador de Thau
(37) es asintéticamente estable.

Antes de iniciar el disefio del observador de Thau, es
necesario realizar un cambio de variable en (1) para mover
el punto de equilibrio al origen y satisfacer f(0) = 0. Con
Ts = x5 — d el sistema (1) se escribe de la forma (35),
donde:

—y W ab 0 0
—Ws —'y 0 ab O
A = aM, 0 —a ws 01; (42)
0 aMs‘T —Ws —a 0
0 0 0 0 -—c
T
_|my 0 0 0 0]
B_[o mlOOO}’ @3
_ Vds | .
w - L%y (44)
bpxaxs
—bpz3xs
f(x) = —PT4T5 . (45)
pr3Ts
m(zexs — T124)
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La constante de Lipschitz estd definida por (Abbaszadeh y
Marquez, 2010):

(46)

¢ = lfmsup (M) .

ox

A partir del andlisis de de LCCI se puede obtener el valor
de la constante de Lipschitz. Considerando los pardmetros
de la Tabla I y las magnitudes (27)—(31) la constante de
Lipschitz estd definida como ¢ = 1788.259.

. . T
Se elige el vector de salida y = J:cl, T, w3, . Para
este caso la matriz Ay del observador de Thau estd dada

por:
-y =k ws — ke ab — k11 —kig 0
—ws — ko —y —kr —k12 ab—Fki7 O
Ag = |aMsr — k3 —ks —a—kiz ws—kis 0
—ky aMsr — ko —ws — k14  —a—kig 0
—ks —ki1o —kis —k20 —c
(47)

Asignando los pardmetros de la matriz de retroalimentacion

como ky = ks = kg = k1o = k12 = k15 = kig = koo,
ko = k14 = —ws, k3 = kg = aMy,, kg = k1g = ws, k11 =
k17 = ab se cumplen la condiciones (39) y (40). Eligiendo
k1 =10, k7 =5, k13 = 5 ,k19 = 5 y utilizando la constante
de Lipschitz ¢ = 1788.26 se cumple la desigualdad (41). Por
lo tanto el observador que esta de la forma (37) converge
de manera asintdtica a las trayectorias del sistema (1).

Se realizaron simulaciones numéricas para mostrar que
la dindmica del error converge a cero, observe la Figu-
ra 2. Las condiciones iniciales para el sistema (1) son
z(0) = [0.7,0.7,0.5,0.5,0.5] y las condiciones iniciales
del observador de Thau son £(0) =5 € R5.

Se puede observar en la Figura 2 que el error converge
a cero. Por lo tanto, el observador de Thau converge a las
trayectorias (1).

V. CONCLUSIONES

En este articulo se resuelve el problema de estimacion
de dominio de conjuntos compactos invariantes del modelo
matemdtico de un motor de induccién en el marco de
referencia dq. Se establece una localizacion elipsoidal que
contiene todos los conjuntos compactos invariantes, la cual
es valida para toda x y no presenta alguna restriccion.

Del andlisis de localizacién se obtuvieron las cotas de
las corrientes de estator, flujo de rotor y velocidad angular
dependientes de los pardmetros del motor de induccidn.
Ademds, los resultados localizacién de conjuntos compactos
invariantes para el motor de induccién son aplicados en
el disefio de un observador de Thau, utilizando las cotas
de cada variable de estado para determinar la constante de
Lipschitz. Debido a que la construccién del observador de
Thau requiere de la elecciéon de una matriz apropiada de
retroalimentacion K tal que la matriz A, sea simétrica y que
sus eigenvalores tengan parte real negativa, el observador
requiere la medicién del vector de corrientes de estator y el
vector de flujo de rotor para la estimacién de la velocidad
angular. Un observador que estime la velocidad angular del
rotor y que requiera de la medicién del vector de flujo
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Figura 2. Dindmica del error del observador.

de rotor carece de utilidad prictica. Este observador se
presenta con la finalidad de demostrar la convergencia del
observador utilizando la informacién obtenida de los limites
del dominio de LCCI.

Se considera como trabajo futuro reducir el conjunto de
localizacion elipsoidal, por medio de intersecciones con
otros conjuntos de localizacién y/o teoremas auxiliares.
Reduciendo el espacio de localizacién es posible también
reducir la constante de Lipschitz, lo cual permitiria disefiar
observadores con mayor robustez. Ademas, se considera
como trabajo futuro disefiar observadores en el cual se
pueda utilizar informacién del andlisis de localizacién,
considerando solo la medicién las corrientes de estator.
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