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Resumen— El presente trabajo, muestra un nuevo enfoque
basado en '"descomposicion de signo' para encontrar las
ganancias de un conjunto de controladores PID que permiten
que la familia de sistemas que se generan por la incertidumbre
en sus parametros sea robustamente estable. Se considera
el caso mas complejo, en donde la familia de polinomios
caracteristicos con incertidumbre paramétrica de la planta
y el controlador son funciones multivariables polinémicas.
Ademas es usado un reciente criterio de estabilidad con ciertas
ventajas sobre otros y un teorema de estabilidad relativa. Se
muestra un ejemplo de la aplicacién de éstas herramientas en
un caso general.

Palabras clave: Control PID, Incertidumbre Paramétrica,
Estabilidad.

I. INTRODUCCION

La estabilidad robusta de sistemas dindmicos en pre-
sencia de incertidumbres ha sido un importante tema de
estudio en la teoria de control. La retroalimentacién no
seria necesaria para la mayoria de los sistemas de control si
no hubiese perturbaciones e incertidumbres (Kemin Zhou,
John C. Doyle, 1999).

El problema de estabilidad robusta con incertidumbre pa-
ramétrica no es un problema nuevo, existen varios enfoques
que buscan mejorar el disefio de controladores robustos y
las técnicas de modelado (H.Chapellat, L. H. Keel and S. P.
Bhattacharyya, 1993), (B. T.Polyak and J. Kogan., 1995),
(M.Zettler and J. Garloff, 1998). En el enfoque polinomial,
la estabilidad de los sistemas lineales invariantes en el
tiempo se determina a partir del polinomio caracteristico.
Es posible probar si un sistema es o no estable mediante la
busqueda de la parte real de las raices del polinomio carac-
teristico del sistema. La ubicacién de los polos del sistema
en el semiplano izquierdo del plano s da una indicacién no
sOlo de la estabilidad y la estabilidad relativa de ese sistema,
ademds cierto desempefio. El problema de encontrar un
conjunto de controladores que satisfagan estabilidad robusta
es aun mds complejo cuando existe incertidumbre en cada
uno de los pardmetros de la planta. Dicho problema es
mapeado a un problema de positividad robusta de funciones
multivariables polinémicas y resuelto con la herramienta
matemadtica "descomposicién de signo"(Elizondo C., 1999)

o como algunos autores la llaman "descomposicién de
signo definida", resultados recientes sobre este problema
son también basados en esta herramienta (Keel L. H. and
Bhattacharyya S. P., 2008; Keel L. H. and Bhattacharyya
S. P, 2009; Knap M. J., Keel L. H. and Bhattacharyya
S. P, 2009; Knap M. J., Keel L. H. and Bhattacharyya S.
P., 2009; Lépez M. A., Elizondo C. y Posadas C., 2010).

En la industria, los controladores PID son los mas
comunes, mas del 95% de los lazos de control son de
este tipo ya que es suficiente utilizarlos para la solucién
de muchos problemas de control. (Karl J. Astrom , T.
Hagglund, 1995)

En este trabajo es desarrollado un nuevo enfoque para
calcular el conjunto de controladores estabilizantes de un
determinado sistema lineal invariante en el tiempo con
incertidumbre en sus pardmetros usando tres herramientas,
la primera es un reciente criterio de estabilidad con ciertas
ventajas sobre otros criterios, la segunda es un criterio de
estabilidad relativa y por dltimo la herramienta descompo-
sicién de signo.

El presente articulo es desarrollado de la siguiente ma-
nera:

En la seccidn 2 es descrito un reciente criterio de estabi-
lidad que garantiza en condiciones necesarias y suficientes
estabilidad aplicable a polinomios fijos con incertidumbre
paramétrica. En la secciéon 3 se explica un importante
criterio de estabilidad relativa. En la seccion 4, mostramos
de manera breve la herramienta "descomposicién de signo".
En la seccién 5 se presenta un ejemplo de como este
enfoque puede ser aplicado a un problema dado. Finalmente
en la seccién 6, son presentadas las conclusiones.

II. UN RECIENTE CRITERIO DE ESTABILIDAD (C.
ELIZONDO)

El reciente criterio tiene dos ventajas: 1) Las operaciones
numéricas se reducen en comparacion con otros criterios de
estabilidad; 2) Los coeficientes son funciones multivaria-
bles polindmicas y en el caso de incertidumbre paramétrica
y positividad robusta es mds sencillo utilizar este criterio en



lugar del criterio de Routh ya que no se utiliza la division.
El criterio es descrito a continuacidn:

Teorema 1: (Elizondo C., 2001) Dado un polinomio
p(s) = Co+ O1s + Cz8% + - - -Cp_18" L + Cps™ con
coeficientes reales, el niimero de raices en el lado derecho
del plano de los complejos es igual al niimero de variacio-
nes de signo en la columna o en el siguiente arreglo.

o1 Chr Cr—2 Cn-s
02 Cn1 Cns Cn—s
03 €3,1 €3,2 tee
04 €4,1 €(4,2)

O(n—1) | €(n-1),1 | €(n—1),2
On €(n,1)

On+1 €(n+1),1

€ij = (67?—1,167?—2,j+1_61_27161_17j+1)’v3 <i<n+l,
6ivj = C7L+1—i—2(j_1)Vi g 27
o; = Sign(e; 1)Vi < 2,

(i+1—m)/2

Sign(ei1) 11

j=1

g; =

3),

Sign(e(miai-1)).mVi =

m = 3 para ¢ par, m = 2 para ¢ non.

La metodologia de calculo del signo o; de un ren-
glén es mucho mds sencilla que la expresiéon matema-
tica que lo determina: el signo o; de un renglén se
determina multiplicando el signo de e(; 1) por el signo
del elemento inmediato superior a éste, es decir el de
e(i—1),1 y por los signos de los elementos superiores de
la columna e “brincando” de dos en dos. Por ejemplo:
o6 = sign(e,1))sign(es,1))sign(e,i))sign(eq,1)). No
es necesario calcular el dltimo elemento e, 1), lo Unico
que se necesita es calcular su signo, los elementos e; ;
de cada renglon se obtienen por los elementos e(;_1 ;)
previamente calculados. En la siguiente tabla se muestra
como el criterio Elizondo Gonzélez tiene ventajas sobre el
criterio de Hurwitz. .

Grado Hurwitz C.Elizondo
n X + o0 — X 40—
3 4 1 2 1
4 9 2 5 2
5 66 18 9 4
6 193 45 14 6
7 780 145 20 9
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IITI. ESTABILIDAD RELATIVA

En los sistemas con incertidumbre paramétrica, no es
suficiente saber que el sistema cumple con estabilidad, es
mejor si el sistema cumple con las especificaciones de
estabilidad relativa que es una medida cuantitativa de la
rapidez con que la respuesta transitoria del sistema tiende
a cero.

La estabilidad relativa muestra que tan cerca se encuentra
el sistema de perder estabilidad. De aqui, la importancia de
incluirlo en este articulo. El siguiente teorema determina si
la parte real de la raices del polinomio caracteristico en lazo
cerrado correspondiente a un sistema LTI con incertidumbre
paramétrica esté contenida en una regién especifica de los
reales como se muestra enseguida.

Teorema 2: (Elizondo C. y Alcorta E., 2005) Sea p(s) =
co + 18 + 82 + - 4+ ™ el polinomio caracteristico
con coeficientes reales positivos correspondiente un sistema
LTI, sean a y b dos nimeros reales positivos. Entonces
las raices de p(s) estan localizadas, en el plano de los
complejos, a la izquierda de —a y a la derecha de —b
si y solo si los polinomios p(s — a) y p(—s — b) son
asintéticamente estables.

IV. BREVE DESCRIPCION DE DESCOMPOSICION DE
SIGNO

Descomposicién de signo es una herramienta matema-
tica que mediante el andlisis de puntos extremos permite
determinar en condiciones necesarias y suficientes, la po-
sitividad robusta de funciones multivariables polindmicas
dependientes de pardmetros.

Definicién 1: (Elizondo C., 1999) Sea f : R — R una
funcion continua y sea Q@ C P C RY un subconjunto
convexo, se dice que f(-) tiene descomposicion de signo
en @ si existen dos funciones acotadas no-decrecientes
fu() >0, fp(-) > 0, tales que f(q) = fy(q) — fn(q)
para toda q € Q. Dichas funciones se llamardn: la parte
positiva de la funcion f,(-) y la parte negativa de la funcion

fl@) = fola) = fule) VaeQ,
f2() 2 Parte Positiva de f(-),
fa(:) 2 Parte Negativa de f(-).

IV-A.  Representacion (f, , fp)

Cuando una funcién continua f : R — R se descompo-
ne en Q C P C R’ en sus partes positiva y negativa )y
fn(+), realmente se estd haciendo una transformacién de R*
a R?, la representacién grdfica de la funcién en un plano
(fns fp) es de utilidad para entender mds facilmente las
propiedades que poseen las partes positiva y negativa de la
funcién, para lo cual se establece la siguiente proposicion.

Si una funcién con descomposicién de signo en () es
igual a cero para todo ¢ elemento de (), implica que
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fp(q) = fulg) Vg € Q y su representacién gréfica en
el plano (f,, fp) es una linea recta a 45° que contiene
al origen, a la cual nos referiremos como la recta a 45°,
los puntos arriba de ella corresponden a la representacion
grafica de funciones con valor positivo y obviamente los
de abajo a negativo.

h
/ 45
@)
flg)
fn (q) In

Figura 1: Plano (fn, fp).

Debe notarse que independientemente del nimero de pa-
rdmetros de la funcién multivariable polinémica, la funcién
siempre serd representada en R?, representada en el plano

(fn s fp)-

IV-B. Teorema de Particion de Cajas

Cuando no es posible conocer si una funcién es positiva
o no es positivaen Q = [q1, ¢7 | %[5, 45 ], %+ x[q;, ¢;'].
Entonces podemos dividir cada variable [g; ,q;r ] en k
partes, generando k nuevos intervalos: [¢; , ¢;], [¢f, ¢Z], - -
Sldd @™, b q), y X7, seran K nuevos
intervalos, que dan motivo a la generacién de k! nuevas
cajas ' = [Y7, Y]] x [Y5,Y4] x -+ x [T, Y] con
Mumins Mmaz € L vertices minimo y maximo Euclidianos
de I'" y Q UT". Por medio de estos conceptos, se obtiene
el siguientelteorema.

Teorema 3: (Elizondo C., 2001) Sea f : R — R una
funcién continda con descomposicion de signo en @ tal
que @ C P C R es una caja con vértices minimo y
maximo Euclidianos vy, in, Umaz-, entonces la funcién f(q)
es positiva (negativa) en () si y sé6lo si existe un conjunto
de cajas I' tal que gur: y cota minima > ¢ > 0 para cada

J

caja TV (cota maxima < ¢ < 0 para cada una)

V. EJEMPLO

En el siguiente ejemplo se ilustra como estas herra-
mientas pueden aplicarse para encontrar una region de
controladores PID que estabilizan a un sistema LTI con
incertidumbre paramétrica.

Se considera la forma general de un sistema de segun-
do orden con incertidumbre paramétrica en cascada con
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Figura 2: Signo de la funcién en cajas I'.

%
1

0
0 1 9

Figura 3: Signo de la funcién en cajas I'.

un controlador PID y retroalimentacién unitaria como se
observa en la figura 4.

C(s,9) P(s,d)

—O—

Figura 4: Sistema retroalimentado.

Las siguientes funciones de transferencia corresponden a
la planta P(s) y al controlador C(s):

P(s) = 1

q152+q25+G3 "
C(s) = K(1+ 755 + Tps) = Ga(1 + = + Gss)-

1 _
as?+bs+c

El polinomio caracteristico en lazo cerrado es:

p(s,0) =0355° + (@3 + GEsds) 5° + (G + 636)
s+ qa.
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Los pardmetros del sistema con un 5 % de incertidumbre
son como sigue:

@1 € [10.45,11.55], ¢2 € [2.85,3.15], ¢3 € [1.9,2.1].

En los sistemas LTI con incertidumbre paramétrica, las
funciones multivariables polindmicas a analizar dependen
de pardmetros acotados y algunas de éstas cotas pudiesen
ser valores negativos. Por lo tanto “descomposicién de
signo” comienza con una transformacién de coordenadas
de los parametros acotados a un conjunto de pardmetros
matematicos tal que todos los vectores de los nuevos
pardmetros esten contenidos en un cono convexo positivo.

La transformacién es de la siguiente manera:

)

G =0 + 21— @
En este ejemplo, se determinan las ganancias de un contro-
lador PID de un sistema LTI con incertidumbre paramétrica.
Se desea que la parte real del polinomio caracteristico
en lazo cerrado este dentro de una regién definida por el
segmento [—0.4, —0. 1]

Usando el teorema de estabilidad relativa, se analizan la
estabilidad robusta de los polinomios p(s —a) y p(—s —b)
donde @ = 0.1, b = 0. 4. Entonces, la estabilidad robusta de
cada polinomio p(s—a) y p(—s—b) serdn analizados utili-
zando el reciente criterio de estabilidad (Elizondo C., 2001),
y aplicando “descomposicién de signo” se probrard la
positividad robusta de los elementos e; ;. Si cada elemento
e;1 es robustamente positivo entonces, la columna entera
serd positiva y el polinomio del sistema analizado serd
robustamente estable. Los coeficientes de cada polinomio
a analizar son:

p(s —a,q) = C3(q)s® + Ca(q)s*> + C1(q)s + Co(q)

Cs(q) =10. 45¢5 + 1. 1q1s,
C2(q) =0.3g2g5 — 0.33q195 — 0.285 g5 + q4q5Gs,
C1(q) =1. 6435g5 + 0.033 g1q5 — 0. 06g2q5 + 0. 2g3q5+

4495 — 0. 2944546,

Co(q) =q4 — 0.17195¢5 — 0.001 115 + 0. 003 g2g5—
0.02g3g5 — 0. 1gaqs + 0. 01g4g54s,
e3.1(q) =0.4788q2q2 — 0.35112¢142 + 0. 152 ¢35+

0. 76q4q5 +1. 3285¢2 — 0.009 68¢2¢2—

0.018 ¢2¢% — 10. 45q4q5 — 0. 2q3¢2 g2 +
0.026 4¢1¢2g2 — 0.044 q1q3q2 — 0. 22q1qaq2+
0.062¢3q5 + 0.3q2q4q3 + 1. 596¢4¢3 g6+
4392q6 — 1. 1q1q4q5 + 0.088 ¢1q493q6—
0.12¢2q4q2 g6 + 0. 2439442 6.
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es1(q) =1. 0648 x 10™°¢3q3 — 5. 808 x 107 °¢7 qagi+
2. 42 x 10" qiqsqs — 1. 936 x 10~ *¢7qaq3 g+
0.00121¢3qsq2 — 0.00847¢%quq2+
2.0507 x 1073¢2¢2 +9. 9 x 10 °q1q3¢2 —
7.26 x 107 *q1g2g3g5 + 0.000 661 ¢2¢4q5 g6 —
0.003 63¢12q4g5 + 0. 023 1g12q4¢5 —
6. 1195 x 10 3q1¢2g2 + 0.000 88¢1 ¢35 —
0. 002 42¢1 439495 q6 + 0. 008 8¢1¢3q4¢5 —
0.022 q1g3qaq? + 1. 4421 x 10721 g3¢2+
0.001 1q1qiq:°;q§ 0.0121q1q3q3gs+
0.022¢1¢3g2 +0.077 q1q3% g6 — 0. 11q1 ¢33 —
1. 1g1g3gs — 2. 0398 x 1072q1qaq3q6+
7. 2105 x 107 2q1qaqs — 0. 150 48¢1 q4q2+
5.8914 x 107 2q1q2 — 5. 4 x 107 °S g2+
0.000 54¢3g3g2 — 0.000 54¢3quqSqe+
0.0027¢35q4G5 — 0.018 ¢3qaqs + 4. 5315 x 10~ 3¢3¢
— 0.001 2¢2¢3q5 + 0. 003 642937443 g6 —
0.012 QQQ3CI4CI§ + 0. 06Q2(I3Q4Q§—
1. 9437 x 10 2qaq3q3 — 0.0018g2q5 g3 q5+
0.018 255 qs — 0.03g2q3 g5 — 0.12g2¢3 g5 g6+
0.3¢2¢3q3 + 0. 030 21g2¢443 g6 —
9. 7185 x 107 2qoqaqs + 0. 447 45¢2q4q2 —
7. 8344 x 10" 2qaq2 — 0.004 ¢3quqE g6 —
0.00304¢3q3 + 0.006 g3q3q3qg — 0. 04g3q3 g3 a6+
0.2¢3¢3 206 — 0. 064 79g3¢4g3¢6 — 0. 030 4g3q45+
0.361 g3q4q2 — 5. 2706 x 10~2g3¢3—
0.002 giq3qs + 0.03¢3q3qg — 0. 1¢3 55—
0.2¢3q2¢2 + qiq?gs + 0.050 35¢3 g2 g2 —
0.32395¢3q2qs — 0.076 g2q5 + 1. 491 5¢3¢2q6+
1. 805¢3q2 — 10. 45¢3qs — 0.261 15q4¢5 q6—
0.263 53q4q5 + 3. 1254q4q2 — 0.228 4443,

ég ” —b, % q)s —‘y—q?é; q)s% + C1(q)s + Co(q)

—s
)=

C2(q) =0. 3(12125 - 1 329195 — 9. 69¢5 + 944596,

C1(q) =0.24q2q5 — 0.528 q195 — 4. 636¢5 — 0.2¢3q5—

qaqs + 0. 8949596,

Co(q) =q4 — 0.9728¢g5 — 0.0704q1g5 + 0. 048 g2g5—
0.08¢3q5 — 0.4q4g5 + 0.16¢4954s,
e31(q) =9. 430 1q1q2 — 3. 2148¢2¢2 + 1. 102q3¢3 +

5. 51qsq2 + 34. 757¢2 +0.619 52¢7 ¢ +
0.072 ¢2¢2 + 10. 45q4q5 + 0. 8¢2¢2q2—
0.4224¢1goq? + 0.176 g1 g3q2 + 0. 88¢1qaq2—

0.0642g3¢2 — 0.3g2q4q3 — 10. T1644q5q6 — q39596+

1. 1g1q4q5 — 1. 408¢1q4¢2 g6 + 0. 48¢2q4q2 g6 —
0. 2439492 g6 -
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es1(q) = —4.3614 x 107233 +5.9474 x 107 2¢? qagi —
.1952 x 10 2¢3q3¢5 + 0. 198 25¢7 q1q3 g6 —
.309764¢%q4q2 + 0.54208¢7qaq2 —

L1266 523 — 2.5344 x 10 2q1¢2¢3+

6464 x 107°q1q2q3q5 — 0. 168 96¢1 429445 g6+
-23232¢1¢2q4q5 — 0. 369 641429445+
.0899¢1¢2¢2 — 0.01408¢1 ¢3¢+

. 1548841439495 g6 — 0. 140 8¢1¢3q145+

088 q1g3qaq3 — 1.0032q1 3¢5 —

.281 6q1qiq:°i 4 + 0. 774491433 g6 —

35210302 — 1.232q1¢3¢3 g6 + 0. 44qu g3 2+
-1q143qs + 3.6329q1qaa2 g6 — 5.016q1¢ag3+
.6243¢1q4q5 — 11.62q1¢2 + 3.456 x 1025 q5 —
. 008 6442q3q2 + 0. 034 56¢2 quqS g —

-0432¢3q4q3 +0.072¢3q4q3 — 0.224 35¢3¢3+
.0048¢2q3q5 — 0.057 6¢2q3¢4q5 g6+

.048 g2¢3q445 — 0. 064293422 + 0. 368 45¢2q395+
115 2q2q3q5 95 — 0. 288 q243¢3 06 + 0. 12¢2¢5 3+
- 48¢2q3q5 g6 — 0. 3q2¢343 — 1.495 7q2q4q5 g6+
.8422¢5qsGE — 2. 713 2¢2q4q2 + 4. 795 Tq2q3+
-016 g3q4¢3qs — 0. 088 16g3¢3 — 0. 096 ¢33 ¢S g5+
-16g33q396 — 0. 24305926 + 1. 228 234456 —
.8816g3qaqs + 0.266 g3q4q2 — 3. 852635+
128 ¢33 g3 — 0.4845q3 45 + 0. 445 g3 g6+
8q5a2as — diaias — 2.492 8¢5 g3 g3+
-1408¢3¢3qs — 2. 204¢3q3 — 9. 044qi g3 ge+
.33q4q5 + 10. 45q4q5 + 15. 986q4q5q67

19. 263¢4¢2 + 24.591q4¢2 — 33.812¢3.

— O O O O O O~ O O O O O O N~ O O O O F O k FH O O

Para el célculo del conjunto de controladores PID que
satisfagan la estabilidad robusta dentro de un segmento
de los reales preestablecido, se fija un valor para uno de
los parametros del controlador PID (en este caso q4) y
es aplicado la metodologia mostrada en (Lopez M. A.,
Elizondo C. y Posadas C., 2012) , donde se obtienen
la estabilidad robusta de sistemas LTI con incestidubre
paramétrica para dos paramétros del controlador. En la
figura 5 el valor fijo es ¢4 = 1.4 y se obtiene una regién
para los dos paramétros restantes gs, gs donde se satisface
estabilidad robusta.

La figura 6 muestra los distintas ganancias que pueden
tomar gs, g¢ para diferentes valores de g4 fijos y que ademads
satisfacen las especificaciones de este ejemplo.

Después de aplicar sucesivamente el proceso de divisién
de cajas (ver figura 2,3), finalmente se obtiene un conjunto
de controladores que estabilizan robustamente el sistema en
el intervalo deseado. Entonces para los polinomios p(s—a)
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L}

Figura 5: Valores de ganancia g5, ¢ para ¢4 = 1,4.

¢

Figura 6: Valores de ganancia ¢s, g para distintos qy.

y p(—s —b), se fija el valor de g4 y después de un barrido
de g4 se obtiene la region de estabilidad mostrada en la
figura 7 y 8 respectivamente.

La regién de estabilidad robusta para el sistema LTI con
incertidumbre paramétrica de este ejemplo es la intersec-
ci6én de las dos regiones anteriores. Esta interseccién indica
los valores de g3, g4 ¥ g5 del controlador PID que hacen
que la parte real del polinomio caracteristico esten dentro
de la regién definida por el segmento [—0.4, —0. 1]

<r15

a5

q6

Figura 7: Conjunto de controladores PID para p(s — a, q).

VI. CONCLUSIONES

En el presente trabajo es presentado un nuevo enfoque
capaz de encontrar las ganancias de un conjunto de con-
troladores PID que mantiene estabilidad robusta a un sis-
tema LTI con incertidumbre paramétrica. Dicho problema
es mapeado a un problema de positividad de funciones
multivariables polinémicas y resuelto haciendo uso de
la herramienta matemadtica “descomposicién de signo” o
“‘descomposicion de signo definida”.

Si el nimero de pardmetros con incertidumbre del siste-
ma aumenta o bien se requiere mayor exactitud en la regién
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Figura 8: Conjunto de controladores PID para p(—s—b, q).

de estabilidad deberd aumentar el nimero de particiones
de las cajas a analizar y por lo tanto aumentard el costo
computacional.
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