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Resumen—En este trabajo presentamos una metodologia
que permite mejorar la tasa de estabilizacion de una familia de
sistemas positivos. Damos condiciones suficientes para lograr
la estabilizacion mediante la teoria de modos deslizantes.
Ejemplificamos el método con un sistema definido en el plano
y presentamos resultados que muestran la viabilidad del
método para una familia de sistemas compartimentales.
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Positivos,

I. INTRODUCCION

Muchos modelos econémicos, fisicos, bioldgicos, etc.,
involucran cantidades que se representan mediante variables
positivas. Por ejemplo la concentracién de substancias, el
nivel de liquidos en tanques, la biomasa de una poblacion,
etc. Estos ejemplos pertenecen a la clase de sistemas
positivos, donde las variables de estado y las condiciones
iniciales son no negativas (Rami y Tadeo, 2007). En tales
sistemas también pueden considerarse controles positivos,
por ejemplo en reactores y bioprocesos la accién de control
estd relacionada a caudales cuyo valor es estrictamente po-
sitivo. En este trabajo consideramos una familia de sistemas
que satisfacen las hipdtesis de la teoria de estabilidad para
sistemas positivos, tales como los teoremas de Frobenius-
Perron para matrices Metzler y el teorema de Gerschgorin
aplicado a matrices compartimentales.

Consideremos el sistema lineal positivo con control po-
sitivo

T = Ax + bu, (1)

donde x € R} yu € [r1,72] C Ry. Bajo tales condiciones
de positividad para (1), presentamos un conjunto de resul-
tados, en el ambito de la teoria de modos deslizantes, que
permiten la existencia de una dindmica deslizante sobre un
(segmento de) hiperplano de dimensién n — 1, contenido en
el cono R’} . Mediante esta dindmica deslizante podemos es-
tabilizar rdpidamente el sistema positivo (1). En dimensién

n, presentamos los resultados que muestran la viabilidad del
método. En el plano, para n = 2, demostramos la rapidez
de estabilizacién mediante la optimizacién del valor propio
Ag que representa la dindmica deslizante sobre la recta.

II. PRELIMINARES
II-A.  Sistemas Positivos

Considere el sistema lineal homogéneo en tiempo conti-
nuo
& = Ax, 2)

donde z € R" y A € R"*"™. A continuacién se dardn una
serie de definiciones de conceptos con los que trabajaremos
en esta y las siguientes secciones.

Definicion 1: El sistema (2) es positivo si para cada
z(to) = wo € int(R7}), t > 0, sucede que la solucién
correspondiente xz(t; to; zo) € int (Ri) para toda t > tg.

Definicion 2: La matriz A = [a;;] € R"*" es Metzler si
a;; > 0 para i # j.

Es conocido que el sistema (2) es positivo si y s6lo si A
es Metzler. A este tipo de sistemas se les denomina positivos
porque el cono positivo R’} es un conjunto invariante, ver
(Bellman, 1970).

Definicion 3: La matriz A = [a;;] € R™*™ es Hurwitz
si todos sus valores propios tienen parte real negativa.

II-A.1. El Teorema de Frobenius-Perron para matrices
Metzler:

Teorema 1: Sea A una matriz Metzler. Entonces, existen
un numero real po y un vector xy > 0 tales que se cumple
lo siguiente:

i) Azo = pozo, y

ii) Si p # po es cualquier otro valor propio de la matriz

A, entonces Re(u) < .

Existen resultados para las matrices Metzler que estable-
cen que para cualquier matriz Metzler A, su inversa —A~!
existe y es positiva, si y solo si, todos sus valores propios



estan dentro del semiplano complejo izquierdo (valores
propios con parte real estrictamente negativa), i.e, matrices
Metzler que son a su vez Hurwitz. El siguiente teorema
asegura que la estabilizaciéon de la dindmica controlada
ocurra en R .

Teorema 2: Sea A € R™ ™ una matriz Metzler. La
inversa —A~! existe y es positiva si, y solo si, A es Hurwitz
(i.e., po < 0).

La prueba de los teoremas 1 y 2 pueden verse en (Bellman,
1970) y (Berman, Neumann y Stern, 1989).

II-B. Modos Deslizantes

Consideremos el sistema (1), con A € R™ ™ matriz
Metzler y Hurwitz, b € R} y ro > r; > 0. Tales con-
diciones representan condiciones de positividad: el sistema
lineal (1) es positivo si y sélo si la matriz A es Metzler y
b >0, u >0, ver (Farina y Rinaldi, 2000).

II-B.1. Problema de estabilizacion: Si A es Metzler y
Hurwitz en el sistema (1) tenemos que el punto de equilibrio
positivo Z = —A~1bu (con @ € [ry, ro] constante) es global
asintéticamente estable. Planteamos la pregunta:

(Es posible incrementar la tasa de estabilizacién en Z al
considerar u € [r1, 2] en lugar de u = @?

Para responder la pregunta anterior debemos considerar
que el sistema (1) no es controlable; de acuerdo al teorema
de controlabilidad de Brammer, ver el trabajo (Brammer,
1972). Si A tiene al menos un valor propio real, entonces
el sistema (1) no es completamente controlable con control
positivo. A continuacién presentamos un método deslizante
para responder al problema de estabilizacion répida.

II-B.2.  Resultados sobre sistemas deslizantes: Conside-
remos el sistema (1), donde la matriz A es como en la
definicién 2, el control u € [ry,72], 72 > 71 > 0, con
beRY.

Como referencia en el espacio de estado, consideremos
los puntos de equilibrio positivos

T = —A_lb’l“l y To = —A_leQ

tal que ||Z1|| < [|Z2]|-

La hipétesis de que A es Hurwitz, implica que cada punto
de equilibrio z; es globalmente atractor para las soluciones
del sistema retroalimentado # = Ax + br;, ¢ = 1,2. Con
el objetivo de describir el deslizamiento, consideramos un
vector constante L € R’} y un escalar constante k > 0, de
manera que el segmento de hiperplano contenido en RY},
representado por la igualdad

Lz =k 3)

donde L y k representan pardmetros por determinar, de
manera que: 1) el deslizamiento tiene un valor propio Ay
mas a la izquierda que los valores propios de A en el plano;
2) se cumple la condicién de deslizamiento, expresada con
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el par de desigualdades:

limr,—gy—o+ L (Ax +bry) <0 para v € R,
4)
lim(pg—ky—o- L (Az +bry) > 0 para z € R

Para determinar la magnitud de k, consideremos el segmen-
to de recta que une a los puntos de equilibrio

x = AZ1 + (1 —\) Ty, para A € (0,1)

elegimos k de forma que el hiperplano, representado por
Lx—Fk = 0, pase por un punto de equilibrio predeterminado

Z, una forma de obtener éste es eligiendo A = %;

_ 1 1_
T = 5351 + 5:102
por consiguiente
k=Lz (5)

Con las desigualdades (4) y, los valores de los pardmetros
r1, T2, T, k 'y L, es conocido que mediante la aplicacién
del control discontinuo

{ ry  si
U= .
ro  si
tendremos que cualquier solucién x (t) que inicia fuera del
hiperplano Lz = k, alcanza al hiperplano en tiempo finito.
Es conocido que la aplicacién del control discontinuo (6),
que toma valores en los extremos del intervalo de restriccién
[r1,72], minimiza el tiempo de llegada al hiperplano Lx =
k, ver (Leyva y Solis-Daun, 2009), ya que al considerar
la funcién de Lyapunov V = 1 (Lz — k)2, tenemos que
el control (6) es la solucién al siguiente problema de
optimizacién
av

min — =
w€[ry,ra] dt

Lz —k>0
Lz —k <0 ©

min {(Lz — k) L (Az + bu)} .
w€E[ry,ra]

Una vez cumplidas las desigualdades (4), se origina una
dindmica invariante sobre el hiperplano Lx = k, podemos
decir que estd dindmica corresponde a la aplicacién del
llamado control equivalente, denotado por u.q y definido
para x tales que Lz = k, de manera que lo podemos
calcular de la igualdad Lz = 0. Es decir,

L (Az + bueq) =0,
por consiguiente
LAx
tea = =
Con este resultado tenemos definido el control globalmente
estabilizante para toda = € R’} :

1 si Lr—k>0
LAx

u T si Lr—k=0 @)
T9 si Lr—k<0

Tenemos el sistema realimentado (1)-(7).
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III. EXISTENCIA Y DISENO DE UNA FAMILIA DE
HIPERPLANOS DESLIZANTES

Consideremos la matriz Metzler A dada en (1) con
entradas a;; > 0 para i # j y el vector L = (Iy,...,15).
Tal que el término LAz nos queda

LAz = — (p,x) <0 parap € int(R%})

con p = (p1,p2,...,pn)’ € RY donde p; = Y7 ; lpag;
que escribimos matricialmente como

ATLT =—p

por consiguiente

T = (—A‘l)Tp € R% ; yaque A es Metzler y Hurwitz.

Es decir, para cada p € R’ tenemos un vector L =

LAz
——— > 0, entonces

—pTA=1 € R”, tal eq =
D S , tal que ueq b

plx

Ueq pT(—Afl)b> para r € R

()

es Metzler, ya que es la suma de una matriz Metzler y una
matriz con entradas no negativas.

Consideremos el sistema de control positivo y el plano
S:{zGRQL_/Lx:k}.

Proposicion 1: Sip € int(Rﬁ), entonces existe un desli-
zamiento sobre todo el hiperplano S = {z € R} [ Lz —k =
0}.

Demostracion: La condicién p € int(R’} ) implica que
Ueq () > 0 para z € R’}. De acuerdo al Teorema 1
(pag. 1363) en (Sira-Ramirez, 1988), al considerar ro > 0
suficientemente grande (0 < ueq < r2) tenemos que existe

Observamos que la matriz A,q = A+b

un deslizamiento sobre el hiperplano S. [ ]
Lema 1: det Aeq = 0.
Demostracion: Basta con probar que b €
L
ker (I —b—
er( bLb),ya que
L L
(I_bLb>b_b_bLbb_O
concluimos que det Aqq = 0. |

La interpretacién del lema 1 consiste en que la dindmica
n-dimensional de & = Az se restringe, mediante el control
equivalente, a la dindmica (n — 1)-dimensional definida en
el hiperplano S y representada por & = Aeq.

En particular, por ser A matriz Hurwitz tenemos que Z =
—A~'bu es punto de equilibrio de & = Az + bueq, ya que
al sustituir en la dltima igualdad obtenemos que
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AeqT
LAz
= A7 _—
x—f—b( T )

= A(-A"'bu)+0 (—M(_Alba)>

Lb
— s (-5

Lb
= 0.
Hemos probado que A = 0 es valor propio de la matriz
p .
Acq=A+b( 57 ); ad Metzl
eq + (pT A1) ademds es Metzler por ser

la suma de una matriz Metzler y una matriz con entradas

no negativas.

Por otro lado, tenemos que si 2* € Ker (I — bL£b , en-
tonces z* = ﬁbe*. Por lo tanto, z* € Im(b), implicando
que A = 0 es el valor propio correspondiente al vector
propio x*. En cada una de las aplicaciones expuestas mas
adelante, mostramos que A = 0 es el valor propio dominante
de A4, y de acuerdo al teorema de Frobenius-Perron para
matrices Metzler, esto implica que la dindmica del sistema
& = Aeqx tiene al estado T = —A~1bu como tnico punto
de equilibrio sobre el hiperplano Lz = k.

De las desigualdades (4), es facil ver que para x tal que
s(x) =0, se cumple que

L(Az+br1) <0< L(Ax + brg)

como Lb > 0, tenemos que

—LAx
Lb

concluimos que ueq € [r1,72]. En particular, se cumple que

Lbri < —LAx < Lbry, & ri < < 7Ty

1 1
Ueq (7) = —gpLAT=—7LA (—A""ba)

1
= ——L(-bu)=na.
L (=)
IV. APLICACION AL MODELO DE MEZCLAS EN 1
TANQUES

Definicion 4: La matriz A = [a;;] € R™*™ es comparti-
mental si se cumplen las dos siguientes condiciones:

a) A es Metzler,

b) >, a;; <0 para cada columna j =1,2,...,n.

Tenemos que el sistema lineal (1) es de compartimiento
si se cumple que A es compartimental, b >0y u > 0.

Consideremos una linea de n tanques conectados cada
uno con su antecesor y su sucesot, es decir para el i-€simo
tanque, éste recibird dos flujos fo; 1 y fa2i, ¥ @ su vez
dard dos flujos fa;_2 y fai+1 del y para el (i — 1)-ésimo e
(i + 1)-ésimo tanque respectivamente, para ¢ = 1,2,...,n,
ver figura 1. Es claro, que el tanque 1, recibird un flujo
f1 con cierta concentracién wu, mientras que el tanque n
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desfogard al exterior un flujo fs,. Tal configuracién, nos
lleva a un sistema del tipo (1). Donde

—f3  fo 0 0 0 0
fa  —a2 fa 0 0 0
A _ : . .- .-
0 0 foici —ai fo 0 ’
0 0 0 . o foneo
0 0 0 0 f2n—l —Onn

®)
con ag2 = fa + f5. @ii = fai—2 + f2i41 Y Gnn = fon-2 +
foni1, parai = 1,2,....ny b = (1,0,...,0)". Como
el volumen en cada tanque se considera constante, deberdn
cumplirse las ecuaciones

foic1 + foi = foico + foix1, para i=1,2,....n. (9

Proposicion 2: Existe una dindmica deslizante para el
sistema (1) con matriz A dada por (8).

Demostracion: Dado que la matriz A es compartimen-

tal, se sigue del teorema de Gerschgorin (ver (Leenheer y

Aeyels, 2001) y (Bellman, 1970)) que o(A) N Ct = (),

donde o(A) es el espectro de A,y CT = {z € C|Re(z) >

0}. Es fécil probar que det(A) = (—1)"II"_, fa;41, de (9)

tenemos que f2;,11 # 0 para toda ¢ = 1,...,n, entonces
det(A) # 0. Por el teorema 1, existe po € R, tal que para
todo valor propio A; de A con i = 1,...,n se satisface

que Re(\;) < po < 0 para ¢ = 1,...,n, esto implica
que A es matriz Hurwitz. Por lo anterior, de acuerdo a
la Proposicién 1, existe un deslizamiento sobre el plano
S = {x € R} | Lz = k} para el sistema positivo definido
por A. ]

fa T2z B
ML 9 9
A; A; 4,
i) IO ) [ s
L, L TL

fa f2i1 faiv1 fan—2  fon

Figura 1. En esta configuracién de tanques, se considera el volumen V'
constante.

IV-A. El caso de mezcla con dos tanques

En esta parte analizamos el caso n = 2 (dos tanques),
de la seccion anterior. La descripciéon del problema es el
siguiente:

Dos tanques, A y B, contienen V; y V; litros de salmuera
y en los cuales se disolvieron inicialmente a y b libras
de sal respectivamente. Ambos tanques estdn conectados,
habiéndo un flujo fo de salmuera del tanque A al B y un
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flujo f5 del tanque B al A. Ademas, del exterior hay un
flujo f; con w libras de sal por litro hacia el tanque A, y
del tanque B hay un flujo f4 hacia el exterior. Deseamos
determinar la cantidad de sal presente en cada tanque en el
instante .

Denotando por z1(t) y x2(t) las cantidades de sal pre-
sentes al instante ¢ en los tanques A y B respectivamente,
el modelo matematico matricial es de la forma:

; f2 f3
Ty o\ _ T Vo L1 f1
<m>_< é_a><u)+(o>uam

con condiciones inciales 1 (0) = a y 22(0) = b, de manera
que el objetivo es estabilizar rdpidamente las concentracio-
nes IW de cada uno de los tanques. Si queremos que V; sea
constante para ¢ = 1, 2, entonces

fo=fa+fa vy fi=fa (11)

donde la matriz de coeficientes A es Metzler, cuyos valores
propios son de la forma

N ~f2(Vi + Vo) £ VD
1,2 2V1‘/2 )

donde D = f2(Vo—V1)2+ViVafsfa. De (11) tenemos que
f3 < fo2, de modo que la expresién

D < fi(Voa—WV)>+WVVafs
= fi(i+Vp)?

por consiguiente — fo(Vi 4 V2)++v/D < 0, esto es que A es
matriz Hurwitz. De acuerdo al teorema de Frobenius-Perron
para matrices Metzler, tenemos que el punto de equilibrio
T es positivo y asintéticamente estable, i.e.,

xz—A_lbu:u< Vi >

Entonces, u es quien determina la cantidad de sal en
cada tanque. La dindmica es sencilla, al aplicar un control
constante 7, cualquier solucién que inicie en R? tiende
asintSticamente al punto de equilibrio 7 = —A~'bu.
Enseguida se probard que se puede estabilizar mds rdpido
al considerar un control de la forma u € [ry,72] en lugar
de u = wu. Con

o

12)

13)

1
0<rm<u= 5(7’1+7’2)<7’2.

Sea L = (I1,13), con l; > 0, denotemos a s(x) = Lx — k,
entonces s(x) = lyx1 + laxs — k = 0, tal que para Lz = k
tenemos Lz =0y

1
k= 5(7“1 + o) (L Vi + 1o Va),

de forma que la recta s(x) = 0 pasa por el punto medio de

_ Vi _ Vi
x1:r1<V;> y x2:r2(V;>' (14)
Si consideramos el control discontinuo
i sis(z)>0
u(w) = { ro sis(z) <O0. (15
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Al disefiar una recta deslizante para el sistema (10)-
(15), que debe pasar por el punto de equilibrio Z, debemos
encontrar la pendiente 6ptima de dicha recta, de tal manera
que la estabilizacién a dicho punto fijo sea la mds ripida
posible, para lo cual debemos minimizar el valor propio A\
de Aeq. Asi, el incremento en la rapidez de estabilizacién
se puede lograr.

De este modo, posible minimizar \; cambiando la pen-
diente de la recta deslizante. A partir de (4), debemos tener
que LAz < 0 para toda x € R7,

—x f211_f212 —x f212_f3l1
1 Vl 2 ‘/2 9

LAz =

lo cual implica que

Jalli —=12) >0 'y falo — f3l1 >0,
y esto se resume en

fz o

=< =<1 (16)
foh
Sabemos que Lb = f;l;, entonces,
—x1 lel‘;lfzb — T f212‘;2f311
Ueq = ,
« fili

asi que la dindmica deslizante dada por & = Az + bueq,
toma la forma

_ fols falo .
i=| n"* "a <I3)=mw, (17)
Vi Va
. . _ [
y Aeq tiene valores propios A\ = 0y Ay = — V Vil (Vili+
1Valy
Vala), por lo que el valor propio A, del modo deslizante es
f2
Ad = — Vil + Vil
d V1V2l1(11+ 2l2),
l
donde )\ estd en funcion de la pendiente =2 Dela desigual-

l

. 1 ..
dad (16), si suponemos que /; = l5 estaremos maximizando
la pendiente \; de tal manera que el deslizamiento sea el
optimo, es decir, tenemos que

—f2(Vi+Va) VD
AR ’

ya que f3 < fo y concluimos que Ay < A2 < A1 < 0.

Observacion 1: La desigualdad Ay < Ao < A < 0,
implica que existe una vecindad S, de la superficie desli-
zante S, con ¢ suficientemente pequefio, tal que cualquier
solucion z(t,xo) que inicie en S, tiende mds rdpido al
punto T mediante la accién de u dada por (7), que bajo la
accion del control constante .

. . x
Ademds, sil; = lg, de (4) se tiene que r; < 71 < 7o, CON
1

A < Ag =

LA 2
Ueq = _Tbx =719 — % y A = _Vif’ es decir, en todo

el segmento de recta {(z1,22) € R? | s(21,22) = 0} existe
un deslizamiento. Haciendo k = 1 L(Z; + Z2), entonces

1
k= 5L(_A*lbrl — Aileg) = V1ll(7‘1 + 7’2)'
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Observamos que si 3 = 0, entonces todo el segmento de
recta 1 +xo = Virs en Ri es deslizante. Tomando |1 = I
y V1 = V5 en (17), la dindmica deslizante es representada
en términos de x1 0 x9, por una de las dos ecuaciones

=—=2z; —Vi(ri1+rg)), parai=16i=2, (18)
el punto de equilibrio Z; = %Vl (r1 + ro), es decir,
lim; o z;(t) = %Vl (r1 +1r2), este punto de equilibrio es el
punto medio del segmento de deslizamiento. Para el sistema
(10), si l; =15 y V1 = V5, tenemos que

71 si x1 + a9 > ‘/ill(rl +7"2)
u(z) = Ueq Si x1+x2=Vil1(r1 +12) (19)
T2 Si x1 + 1o < Vlll(Tl + T2).

IV-B. Ejemplo numérico

Asignando al sistema (10) los valores V; = V5, = 10,
fi=fa=1, f2=3, fs=2y u€][0,4], tenemos que

<2>:<_£ jé)(g)+<3)~@m

De (14), tenemos que

a-(8) v =-(8)

Como T = 2, se tiene que T = (20,20)7, con [; =

lo =1y k= Vili(r1 + r2) = 40, la recta de cambio es
z

T1 4 22 = 40. Ya que teq = 79 — 71 =4 —0.1z1, de (19)

tenemos que !

0 si x1+x9 >40
u(r) =< 4—-01x; si x;+x2=40 20D
4 si x1+ zo < 40.

entonces, 0 < 4 — 0.1z; < 4 por lo que el intervalo de
deslizamiento es 0 < x < 40. Luego, tenemos que

L
Aeg = < _ijiz? {/ijzj ) _ ( ~03 03 >
e 0.3 —03

2
entonces 0(Aeq) = {0,—0.6}, mientras que o(A) =
{-5.5051 x 1072, -0.54495}, asi \y = —0.6, es decir,
Ad < minfo(A)]. Esta udltima desigualdad implica que, para
condiciones iniciales sobre la recta de deslizamiento, es mds
rapido estabilizar mediante la aplicacién del control (21)
que mediante el control constante u = 2.

Consideremos la suma de los tiempos de convergencia
desde una condicién inicial zy a una vecindad del punto
de equilibrio = bajo el control u dado por (21) es menor al
tiempo de convergencia correspondiente al aplicar el control
constante © = U.

Dada ¢ = (210, 220)7 = (20,40)” (la cual no pertenece
a la recta de deslizamiento), la solucidén de (20)-(21) es

B 26.33¢—5-5051x107 %" _ 5 99gq,—0.54495¢
=(t) = 775266 0-54495¢ | 39 947—5.5051x10" "
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Sea t4 el tiempo de llegada de esta solucidn a la recta
de deslizamiento s(x1,z2) = 0, lo podemos obtener de
21(tg, u) + x2(tq, u) = 40, de manera que t5 = 6.944.

El punto de llegada sobre la superficie deslizante
serd nuestra nueva condicidn inicial, la cual es

03 02 ...,
—0.3 )M a0
10 )~

0.3

considerando la solucién deslizante, de (18) tenemos que
i = 12 — 0.6z1, luego z1(t) = e %C(C + 20e%-61),
entonces x1(0) = 17.821 y C = —2.179. Entonces, el
tiempo de llegada ¢y de la trayectoria que parte de esta
nueva condicién inicial a una vecindad N, de T sobre la
superficie de deslizamiento satisface |z1(tf) — 20| = ¢ =
0.001, esto es que 2.179¢~9-6tr = 0.001, asi ty = 12.811.
De tal manera que el tiempo de llegada de la trayectoria
que inicia en g a N, es tg +ty = 19.755.

Considerando el sistema (20) con © = u = 2, su solucién
es dada por z(t) = e*(xo + A~ 'bu) — A~ 'bu, para t =
t. > 0 pedimos que ||z(t.) — Z|| = 6 = 0.001 con T =
(20,20)7, nos queda que t. = 171.945; de manera que
tq + 1ty < t.. Los resultados de este ejemplo numérico se
pueden ver en la figura siguiente:

17.821

w(ta) = ¢ 22.179

Figura 2. En esta simulacién se tomé la condicién inicial zo = (20, 40)7,
la curva dg(t) = > |z;(¢t,w) — T;| donde x(t,u) es la solucién del
sistema (20) con w = 2, la curva dy(t) = > |zi(t,u) — T;| donde
z(t,u) es la solucién con u de la forma (21).

V. CONCLUSIONES

Mostramos la viabilidad de mejorar la tasa de esta-
bilizacién de una familia de sistemas compartimentales
mediante el disefio de un hiperplano deslizante. En el caso
del plano, para el problema de mezclas de dos tanques
a volumen constante, mostramos que el modo deslizante
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estd en funcion de la pendiente de la recta de deslizamiento,
por lo tanto podemos maximizar la rapidez de convergencia.
Presentamos un ejemplo para visualizar numéricamente y
también graficamente estos resultados, ver figura 2.
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